VECTORES

NogGes preRiminares,- Recordemos que, associando a qualquer recta
o sentido em que deva ser percorrida por um movel que nela se desloque,
obtemos a recta erientada,
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0 sentido aseim fixado chama-se sentido positivo e o que lhe e opose
to, sentido neg ativo,
0 se ntido positivo pode ser 1ndicado por uma flesha , colocada sobre
«. - a recta, ou por uma flecha paralela a recta,figura acima,
e Y Por outro lado, se marcamos sobre a recta orientada x'x um ponto arbi
trarlo 0 e escolhemos a unidade de comprimento obteremos um eixo.

0 ponto 0, denominado origem, divide o eixo em dois semi-eixos, um /
" ‘positives e outro negativo.
B Y semﬁ-eixo positivo e aquele que tem a orientaan positivo do eixo,
~—~- @ 0 negativo ¢ o que tem a orientacio contraria.
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Grandezas escalares e vectoriais.- Como vimos no primeiro ciclo deste
curso, as grandezas cient{ficas podem ser classificadas em escalares e veg
toriais,

Grandeza escalar e toda grandeza que pode ser definida independentemep
te do conceito de orientacao.

: Como exemplo de grandezas escalares, citemos as seguintess a distancia/
1 de dois pontos a massa ou o volume de um corpoy, a guantidade de calor de um
corpo, ete.

Grandeza vectorial e toda grandeza cuja definigSp nao podes prescindir /
dos conceitos de direcdio e sentido,

O deslocament o rectilfneo de um ponto, a velocidade de um movel, a acg
leragao, etc., sao grandezas vectoriais.

A cada grandeza escalar ascociamos um numero real e a cada grandeza veg
torial um elemento abstrato, denominado vector,




Nogao de vector. - Vector ¢ o ente matematico constitufdo de um nimero
real qualquer, de uma direqio'e de um sentido,

0 vector @ apresentavel por um segmento orientado,
No vector AB, o ponto A @ chamado origem e o ponto B extremidade,
Caracteriza-se o vector AB pelos elementos seguintess:
a) modulo ou valor absoluto, numero que mede a distancia de A e Bs
b) suporte, recta que contém o vector;
¢) sentido, o do movel que percorra o wector da origem A extremidade,
Indica-se © sentido de um vector com uma flecha e representa-se o0 vector
de origem A ¢ extremidade B pela notacao
HEEALY
AB
Classificagdo. - Do ponto de vista das aplicagdes, classificamese os /
vectores do modo seguintes wctores livres, vectores localizados em um ponto
e vectores deslizantes, - ‘
Diz-se que um vector e livre quando a sua origem pode se r um ponto qual
quer do espago. :
0 vector ¢ localizado em um ponto quando a sua origem & um ponto fixo do
espaco. s
Vector deslizante @ aguele que pode deslizar sobre o seu suporte, ¥ tam-
bem chamado vector localizado em um eixo.
Vector unitario.- Da-se a denominagao de vector unitario a um vector de/
modulo igual ; unidade, '
Vector unitario de um eixo e o vector unitario que tem por suporte esse
eixo e cujo sentido ¢ o sentido positivo do eixo.

v = Em particular, pode-se considerar um vector nulo, o vector
cujo module e nulo,.

No vector nulo, a extremidade confunde-se com a origem, sendo o seu supgr
te indetermidado,

Com efeito, o suporte de um vector nulo ¢ uma recta qualquer que passa pe
lo ponto a que fiea reduzido o vector,

Ademais , a nogao de sentido deixa de existir no vector nulo,
Valordlgibrico de um vector.- Valor algebrico de um vector deslizante e

o numero relativo que exprime o modulo do vector, precedido do sinal +
quando o sgntido do vector e o sentido positivo do eixo, e do sinal - no ¢
caso contrario,

0 valor algebrico do vector
AB
representa-se pela notagao

B

e o seu modulo simplesmente por
_AB,
VECTORES COLINFARES E VECTORES COMPLANARES,.

Dois vgetores livres dizem-se colineares quando os seus suportes sao para-
lelos a mesma rect a.
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: Tres ou mais vectores livres s3o complanares quando os seus paralelos ao
mesmo planp, :

; Evidentemente, o vector nulo pode ser considerado paralelo a qualquer oy

tro vector, : ' -

Vectores equipolentes, - Dois ou mais vectores sao equipolentes quando &
tém os seus suportes paralelos ou confundidos, o mesmo sentido ¢ o mesmo qé
dulo, : .

Para indicar a equipolSncia de dois vectores emprega-se o sinal de dois/
vectores, emprega-se o sinal de igualdades.

///7// | AB=CD -

: i Estas 1gualdades recebem a denominagao de equipg
g o lencias e est3o sobordinadas as mesmas leis das igugl
) dades numeri cas, Assims

i. 40do vector & equipolente a si mesmo, -~ "xemplos
AB= AB,
II , Sendo um vector equipolente a outro, Ggéc e equipolente ao primeiro,
Exemplos dados os vectores ;

s i

III. Dois vectores equipolentes a um terceiro sao equipolentes entre si,
Exemplos dados os vectores

tenos | ;%ggﬁ;
_ : =FF, -
Vectores simetricos.- DoiF vectores dizem-se simétricos ou opostos quan-
do s3o paralelos, tem modulo iguals e sentidos contrarios.
» Sendo AB e AB' vectores opostos temos

- AB= A'B,
| Dados do\s vectores opostos, dizemos que todo vector equipolente ao primeie

. PO é oposto a todo veetor equipolent e ao segundo,

Quando os suportes de dois vectores opostos se « .= Q e
cenfundem, casc em que ficam localizados no mesmo egyf//////;7
x0,dizemos que os vectores sao directamente opostoc, | éz/gg/////
Acentuemos, ainda, que dois vectores opostos a um :

mesmo tercciro sao equipolentes,

Adigao de wectores livres.- I, “onsideremos, preliminarmente, o caso da sg
ma de dois vectores lggpes

-Se jam e.§>
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dois vecteres nae colineares,

Per um pente arbitrarie de espage, O, cenduzames e vecter OA, equipelente a U, e de-
peis AP, equipelente a V,

0 vector OP, que tem para origem a de vecter U e para extremidade a de vector V, ¢ a
soma geemétrica eu resultante des vecteres U e V.

Por outre lade, & facil verificer que a resultante obtida independe da erdem em que
se teman es deis vectores dades,
Cem efcite, cenduzinde UB, equipelente a V, e depeis, pela extremidede desse vector,
. © vecter equipelente o U, o extremidede cencidira cem ¢ pente P, em consequéncia das prg
priedades de paralelegrame,
Temos entao |
: ST N
Assim, @ adlgde de dels vectores & comutetiva,
"\ Observemes, edeusls, que © vecter sema ebtided a diagensl de paralelegrams censtrufde
2om o lades OA e 0B,
Aldn disse , ne tri2RFile OAP, temes cenforme a conhecida prepriedade,

OP<ua + AP

'/Aaah,-n‘dnlodnmntmudoddsmn&oﬂm;mqmamdn
dos médules des vecteres dades e maier que e sua diferenga,

II, Censidevremss, agera, © case de mais deis vecteres livres: sejam es vectores
e

n’ V2, T'?"o.
Por um psnte arbitririe de espage, O, cenduzames e vecter OA, equipelente a V};
Va . depels, pele pente A, tracemes AB,
equipelente a V2,; pele pente B,
tracemes BC, equipelente a V3, e
assim per diante, ,
0 vector, que tem ceme erigem
a de vecter equipelente se primei-
ro vecter dade e ceme extremidade a de vecter equipelente ae Ultime, @ a resultante ou se-
ma geemetrica des vecteres censideralos,




0 centerne peligenal OARC,..P denemina-gse pelfgne des vectores,

Ceno & £8ei) imeginar, pode suceder que o pente P colneinda com O, case em que a resul
tante & mila e o polfgne se dis fechade.

ﬂmmhguqﬁhmrhh&mugﬂbnamur@onuudah&nulﬂnwbun

W(GA’ AB ¢ BC + CP,

hmb-mmhdqnﬂnmhaumnguﬁumdrmmundanannunanmuu
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Prepriedades da adiglo de vecteres. = L. A adigde do vectores & uma speragie unfvecs,
Com efeito, deles virics vecteres, 6 existe un vecter que seja a sema desdes vecteres,

II, A eligio de vecteres © umo eperagée cemutativa.
Censiderenos a sema de violeres livres

— > = =
UeVeoXel,

" Geme vimes ne purdgrafe precedente, & adigio de dels vecteres livres & comutativa.

umsgmmmaumuuhmmn.thﬂuuommwﬂwgpdunumuw
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e agalm per diante

Iii, 4 atigie de vecteres & uma eperagae asseclative,
Cen efeite, vejames que o resultante de tres eu mais vecteres nte se medifica quende subg
titufes um grupe quolouer de vectores pela sua sema geenétrica parcial,

doja a sema

“3 aidaa
3 *TeXeT,

MhMNMhﬁewwmuBo'pdawnunu%mn.wum?yn conforme a definie

gae de adigle de vectorss, W liDme, S

o G i R e
SE(ev)ex?, N*V”\
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azhmmmontﬁ-prmexmmmmmom&-m.w
B (BTeH + 5,
© assinm per dlante,
A odigle de vecteres colineares, = I, “ensidercues primeiranento, a adigde de dels vedtg
resres colinearcs, iste ¢, vecteres cujes supertes sio para leles cu se cenfundom,

kmuhgwoymmmmemnwﬂuuaon&hnunom»aunumwhdonﬁy
censiderenes deis vecteres ~3linec~

res ¢ do mosne sentide, Sefem o h &‘
— =
U e V¥, o o
Ividentenente, ¢ vector sema tem o j?
,oemm dss vocteres e o sev
igusl a sema des doa S

nestose
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S=U+Y,
Sejam, agera, de sentides centraries es vectores censiderades, fisura a seguir,
Nesse caso, ® sontide de vecter soma 6 cmdomh&rmtuom‘.'m.mdn,no

seu mécule & igual a diferenga des mécules des
vecteres dades,

lia sema de deis vecteres celineares cont réries
< Semmsy sty
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S=2l - Ve

Mm,mmmmopuumudomdem.mumm,omur
sema & mile,
Temos, .ontae, temande os valores algébrices de deis vecteres epestes

7‘(-?80

II, mm,momuﬁanmmmm. Seja & sema
EXLEE TS

AMtinbmmmmq‘utwummdmemmMamn—
mmummmmmamdommmmm que ¢ valer al
gebrimdamﬂtmtoeignalasm des valeres alzébrices des vactsres dadss, a saber,

S=UQVQ20.”¢1,

“ubtragie de vebbswes- Di-se a densminagss de diferenga de deis vecteres a umt ercoire
vector quec, sounald ae segunde, repreduza o primeire,
igeim, so tivermes R e
VeDd=, (1)
dizemes que R R s
: : UeV=D (2)

Ademais, aplicande a eqnipdmah (1) a prepriedade comutativa da adigu,

e i g e
D+ V =1,

Temes, entZs, também
Ta

2

4

L=

=

(3)

Sende 23 equipelencias (2) e (3) equipelentes a eguipolaneia (1) pedemes digzer que a sub
tragde geemétrica de vectores é a eperagéie inversa da adigde
Wm.p&ddymdosmﬂmﬂa?,flmamgu&
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Mm(nﬂae)mfamm«dnmm

s = —
U+ ¥=0B

Por eutre lade, dizemos que a diegenol que liga a extremidede de U & extremidade de V
‘a&mdnm&mmﬂdmm&qxs'

e
&GRUa-v,

Cem efecite, temes, de acorde cen as prepriedades de paral.cl.egrane,
Beveu,
Observagae - Dades es veetoros OA e OB, temes

e
0B + BA = 04,

aqrdpd;u«la Que nos permite aflrmar, cenferme a definigde (ne 271}, w.n‘m‘nngumtc
diferenga seenébricas :
T il
—ﬁi 3—6;;-08.
Ubservemes, entretante, que o vecter difmgnﬂt‘t@&pdombbﬁdsdsmmm.
Com efecite, de acérde cem a figura, temes :
- = = —3 — —
OC = BA = OA ® 4C'= Ok + ( = OB), (2)
Cemparande es oquipeleéncias (1) e (2), vem
OA - OF = 0A + ( = B),

De made geral, censiderande dels vecteres U e V, tenes

_—g"—?\a?’ ( "-v?.
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s.-uadtrerengudoveetm.~ummumg&eadem9&demrmga
de vectores peruiten -nes estabclecer as seguintes rogras de cdleuls relatives Se semes o
diferongas de vecteres:
I3 Mmmmvmdemmm.pmmndemmpd;nda. trecando=lhe o sinal,

Exemple: deda a equipelencia .
s —> —> — —>
TRerevED B,

podemes escrever — — > —>
V1 + V2=U1+U2.V3,
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ESTADO DO RIO GRANDE DO SUL
SECRETARIA DE ESTADO DOS NEGOCIOS DA EDUCACAO E CULTURA

II, Para semar ume sema de vecteres, pede-se semar sucessivamente es seus diferentes termes,
Exemples dadas as semas

U=TU1L+U2+ U3
Van*VZ,
xEx,
temos

III, Para subtrair uma sema de vecberes, pede-se subtrair sucessivamente o8 seus diferentes
termes, ' '

Exemple: dadas as equipeléncias
e A S e
U= UL +U+U3

V=W
s R TR e S
Uo Ve U+ 02 03 = Vi = V2,

IV, Para semar uma diferenga de vecteres,pede-se semar o teme aditiye e subtrair ¢ terme sub
tractive,

teneg

V. Para subtrair uma diferenga, pede-ge semar ¢ terme subtractive e subtrair ¢ termes aditive,

Exemple: dadas as equipeléncias
V=W 02

“—?z 71 - VZ,
temes

Verificames, assim que a uugan e subtragae de vecteres seguem as mesmas regras relati-
vas ae calcule algébrice de pelinenmies,

Maltiplicagdo de vecter per mimere real, - Dades um vecter V nie nule e wn mimere real
n, chams~ge predute de V per n um vecter U, paralele a V, cuje midule & e predute de médule
de V per n o cuje sentide & o de V, se n, for pesitive, e centrario se de V, se n fer negg
tive,

Escrevemeos » entt‘i&.

— —>
U=V Xn,

&a partivular, pere-n=3, temos-
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Em particular, para q_: 1, temos
VX(+L)=svV’
Para n= 1, temos £
V X {(+l) ==V,
Assim, quando n = -~ 1, o vector produto 6 o vector oposto a V,
Finalmente, para n = 0, vea
YVX0= 0, :
isto 5, o produto de um vector por zero é o vector nulo.

Divisao de vector por nimero real. - Pela lofiniqno de produtc de vector por
nimero real, temos ( n®* 274)

TenxV,

L3

de onde se deduz

—§>-'§?m'ﬁ’x‘; .

Assim, dizemos que o qngcienta go vector U pelo nimero real R é o produto de
U pelo inverso de n. :

£ claro que, para n = O, a definigac carece de significegao, de vez que zero
nao tem inverso.

Teorvema de Chasles. - Dadog varios pontoe A, B, C, ... K, & 9ebr§vuna rects
entre as medidas algdbricas dos segmentes determinados por esses pontos sxiote
sempre a relagao

ﬁ#m-&...-}zﬂrm« Ce

I.Conaideronoa, primeiramente, 0 caso em que os dados sao trés.
Neste caso, ¢ ividente que, em guelquer posiqao relativa em gque se possam -
encontrar os vontos A, B, € C, um deles estard situado entre os outros dois.

Assim,podemos sempre considerar trés vectores positivos e tais gque o valor
& algébrice de um deles seja igual & soma dos valores algépricos dos outros dois
Na figura, temos
AB + BC = AT,
de onde se deduz

AB+"BC - AT = 0,

Mas, notando gue
‘-m:uc
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Segue-se que S o
AB 4+ BC « CA = 0.

Andlogamente, estando o pontp C situado entre a e B, temos
- Ac + c! = AB'

de onde se dedusz

X8 - i - U5 = o,
AB + BC +CA = 0.

II . Consideremcs agora n pontos situsdos sobre o eixo x'x, aduitindo que a
proposigac seja verdadeira para n - 1 pntos.

De acordo com a hipdtese, podemos escrever

ni'm*'m*olo'@'“*m‘“o (1)
Por outro ladb, considerando os pontos A, K e L, temos

m+ﬂr3m'00

1+ 1%

% Somando as igualdades (1) e(2), vem
: B + BU + eeetv AN + T +« WX + IX = O,

Mas, notando que AN = - WA,
n-rm-!-... #ﬂ*ﬁn O



