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COMPREIDRE LA MATHIATHIQUE

DIINES, Z.F. - Um estudo
da transicfo da fasg cong
trutiva a fase analitica
do pensamento matematico

das criangas,
Tradugacs Agar A. Kreks.
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E_precisc’muita audacia para perguntar como se aprendg a natemd-
tica. De fato, ela & igualmente necessaria para se interrogar sobre o "co-
mo" de gualquer aprendizagem desde que se afasta do esquema estimulo-res -
postaj este esquema, em realidade, ndo constitue de modo algum, uma expli-
cagﬁop mas simplesmente a censtatagio do fato que certas coisas sao consi
deradas aprendidas desde que certos critérios sso verificados, Pode-se, en
tao, propor a pergunta mais fundamental: el que consiste; realyente, o fa-
to de aprender? Se se¢ diz que uma colsa esta aprendida quando a mesma Si-
tuacdo ¢ dominada mais eficazmente apos a aprendizgfem do que antes ~ su-
pondo que se pudesse medir dg modo adequade a eficiacia com a qual se domi-
ha uma situagao - ndo ge fara mais do que enunciar certos falos particulage~
res concernentes ao ensino antes que explicar comc ocorre a aprendizagem,
Se refleltirmos um pouco mais sobre esta qugstao, pole se tentay pensar que
nao ha explicazdo para a aprendizagem em termos de fato opservaveis., nfo
mais que para qualquer fenomeno complexo. Explicar um fenomeno consiste em
imaginar um quedro de pensamento suscetivel de coordenar os fatos olbscrva~
dos, em organiza~los em um esquema do conjunto, de tal modo que a utiliza-
Gao dcsse gscuema permita predizer fatos ulteriores-

< O que Se produz em qualquer ciencia cuandc se inbroduz uma teg
riaj a teoria se propde coordenar os fatos observados, de maneira a, de cer
ta forma, "dar um sentido" a 2gses fatos, permitindo a predigéo de aconte=
cigentos fubturos. Se as predigbes saq ng maior parte confirmadas pela expg
riencia; pode-se dizer que a teoria ¢ vilida. Se a teorja suscita so um
fraco poder de predicfo, ela ndo tem grande valers ela & como uma roupaml
ajustadas procura-ss entio uma roupa melhor ajustada ou uma  tecria que cor

esponda aos fatos de uma maneira mais eficaz. Nio se saberd dizer de uma
teoria que ela é falsa ou que ela ¢ verdadeira: ela serve ou nic serve. Se
ela serve, a utilizamos; sen&o, a abandonamos, Acontoce que uma teoria sa-
tisfaz durante um certo tempo, porque permite prever com nrecisio os Tatog
estudados, ate o dia em que se constatam novos fatos que a destroem, Nao &
preciso fazer tragédiaj isto significa simplesmente que a teoria agora es-
ta ultrapassade e quene tempo de substitui.-la por outra. & extremamente im
portante distinguir cuidadosamente entre os entnciados concernentes aos fg
tos, os que sao verificaveis por referencia direta aos fatos em questdo,e
Os enurciados concernentes aos modelos tedricos por meio dos qrais os fa-
tos s8o "explicados" ocu ‘tomam um sencido® para nos; essas, teorias sdo es-
sencialemsnte inverificaveis cowo tais3 dado que esses mQdelos ndo existem
por si mesmos., MNdos nio podemos dizer: "B um fato que g forga da grayidade .
faz cair ao chic uma magd que sz separa da arvore", Nds podemos,; somente,
verificar que a maga cai. e ndo que uma certa coisa misteriora chamada, "pg
so" ou "gravidade” a faz cair, Tais formas de explicagbes sdo sobrevivenci
as da mentalidade animista de antigamente, A gravitagao ngo faz cair a ma-
¢é; do mesmo modo que uma equagio diferencial nio impede o porto de Sidney
desabar. Cada fato se encaiza em uma serie de outros fatos rec grupados em
um conjunto reguiarmente ordenzdo - em um caso pela teoria da gragita9505~
no outro pela satisfagio de certas equagées diferenciais que mantém um e-
quilibpio estavel entre as diversas forcas. Mas, percebo que resvaleli no
mesmQ erro que censugava. Ngo =% as equagCes diferenciais que paantem um g
quilibrio entre as forgas; & a partir das propriedades da equagao que eu
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possc predlizer que, so construimos uma gstrutura <> um certo tipg, as £Or-
gas flcardo em equilibric realmente cstavel, O mesmo se A4 com toda teoria
relativa ao ensino.

Os estimulcs que ferem nossos sentidog durantc nossa vida sdo
muito numerosos ¢ muito variados. Intretanto, nds devemos triar cssas sen-
sagbes = org-niza-las do um certo modo a fim de reconheccr nossc &caminhp
no meic extremamente complexo que nos cerca. Uma nuvem de fumaga sobre o)
horizonte, no mar, significara para a maiorig das pessoas, um navio (ge
bem que pode se tratar de uma ilhazinha vulicanica surgindo a grande distap
ciaj, enquanto que uma nuvem de fumaga atrds dc uma cadelra, indi-
cara que alguém fuma um cigarro ou um cachimbo (se bem que pode se tratar
de um principio de incendio causado por uma fafsca provenicente daglareira)e
Nos aprendemgs; barecg. a associar certos indlgios com certos fenOmenos ey
a presenga desses indicios, el certas circunstancias, nos conduz a pensar
que certos acontecimentos estfo em vias de se produzirem ou no ponto dec se
produzirem, & quase sempre nds temos razio. De certo modo os acontecimen -
tos se acham clgssificados am categorias? se bem que o mesmo indfcio poOsS-
sa, em circunstancias diferentes. significar acontecimentos diferentes e
que 0s mesmos acontfcimentos possam ser preditos por toda uma gama de indf
cios diferentes, As categorias "barco", "pessoa fumando”, etc. sHo catego-
rias uteis, porque podemos utilizd-las para organizar nosso meio c torna -
lo inteligivel. Esta classificaclo dos acontccimentos om categorias ¢, um
processo fundamental, ¢ um aspecto do processo de adaptacdo ao meio, & com
pletado pela iomada de congcidncin das relacCes oxlstentes entre as catego
rias formadase‘ﬁ pelo manejo dessas relagdes que nos fazemos as predic¢les.
Por exemplo, ha uma cstrgita relagio cntre a costa ocidental da Bscocia o
o0 regime de chuvas, Sc nds conhecomos essa relag@o, podemos prcver fortes
chuvas antes de sair cm férias Para a cogta ocidental da Egcécia ¢ nos as-~
segurarmos sc cada membre ca familig pogsul um bom impermeavel, As rcla-
¢Ucs gue mancjomos cotidiamamantc nSo sho de complcxidade muito maiory as
relagdes de incluso, de identidade. as operagOes de disjungao, de inter -
Secgao, completadas pelas propriecdades caractoristicas de cada clasze, em
geral sao suficientes para nos permnitiren dominar a maior parte das situa-
¢bes da vidda correntes Por execmplo, se ult hingaro quiser ir para a Nowa
Guiné comg missiondrio, ¢le se darda conta de que a classec dec pessoas que
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falam o hungaro ¢ a dos indigonag da Nova Guiné, s3o inteiramente distin -
tas. Ble duduzird que necessitarg aprender outra lingua aidm do hungaro.
Quondo dizemos de um menino que cle deve ter ou ter tido pais, admitimos
impiicitamente a identidade de todos os machos com a classe dg todos os fi
lhos, Quando dizemos que um rapaz ce 1° anos pode ir a uim cafec tomar bebi:-
da alcoolica, isso quor dizer quec a classe de jovens de l§ anos faz parte
das classec das pessoas autoriz@das a tomarem bebidas alcodlicas nos cafdsa
Papa utilizar cssas relacles, & pregiso, ao menos implicitamcnte, ter cong
cicncia de suas propriedades o tamben reconhgecer os exemplos ¢ contra-cxem
plos cdas classes correspondentes, todas as vizes que sc as encontre. Essas
condigdes ndo gstao sempre rennidas o resulta numa certe confusao no modo
de pensar. Scra o caso de uma conversa do genero de que scgues !
A - Eu pensqg que todos os cstrangeiros sio desonestos!
¥ _ B - llas voce dissc quc o Sr. Smith era um gscroque ¢ no chtan-
tc ele nao ¢ um cstrangeirol
Evidentenente o 8r., B. confunde duas inclusdcs inversas. Digzendo
O que dlgsec, o Sre. A. quis dizer cuc a classc dos cstrangeiros csta includ
sa na classc das pessoas desoncstas. :
Isso nao impede do Sr, Smith ser um gscrecgque scm ser um estran «
gcir99 porquec, scgundo o Sr, A, o conjunto das pessoas desoncstas compirceh
de nao somecnte os cstrangcoros mas, iguaimente muitas outras pcssoas cntre
as quais cventualmente, o Sr. Smith. 0 5r, A4, certanonte; ndo csta om conm
tradigao consigo mesmo. Quanto ao Sre. Ba, naturalmentc, clc comprccndeu g
0 Sy Ay digse: %0 conjunto das PessqQas desonestas csta incluso no conjuns
to dos estrangeciros", isto ¢,, que todas as pecssoas desonestas s3o cstran
geiras. Isto, na rcalidade cxcluiria o £re. Smith da possibilidade do  sop
um cscroque sc a afirmagdo fossc cxata. 0 Sre. B, confunde uma inclusfo com
inclusao inversa ¢ imputa ac Sr. A, um grro pelo qual ole mesmo ¢ o respon
savel, Isto tudo, bom entendido, serd valido qualquer que scja na rcalidas
de a verdade ou falsidade dessas afirmacoces. e ; ;
& verdade que o Sr, Be n3o tinha conscidncia da nSo reversibilia
dade de um cnungiaco de inclusfo ou de implicacio. (uando sc introduzom as
negagdes {isto &, os conjuntos cormmlonentarocs 3 a situacdo corrc o ~iscod



s¢ tgrnar ainda mais a‘trapalhada, Sc o mundo nio ¢z .a mais cmbrulhado do
que ‘€; parece que ¢ porque a grande maloria das pessoas na realidade sd sc
defroata com situagdey oxbremarcnte simples., :

» Ora, o pgnsa onto matemitico nfo so ocupa ,somer te de
scs dg¢ seres matematicos ¢ de definir as ,relagdes mutuas cntre
ges. Zle trgbalha consvantenente; om dominios cada vez mais oxto ;
proccssc analogo ao qug permitc consurulr uma classo a partir do scus olo-
mentos constitutivos; a medida que as classcs sc acham formadas clag sec tg
han clementos de novas classes, a sou turno, sc tornam clementos de novas
clastes; e assin, por diante. Dito de outro moco o nivgl Aa relagdo clemen
Go~classe varia, ao mesmo tempo que ag classes e os proprios clomentos, Pg
ra tomar um cxemplo n¥fo matertatico, a classe formada pelas cadeiras tom por
clementos as cadeiras, isto ¢y dos objotos de un corto nodelc., Quando e
diz ou sc escreve "cadeira", nio sc teom om vista, nccessariamento, uma do-
terminada cadeira, a mcnos sc a prccisapmos dizendo "csta cadeira’ ou aine
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da "a cadeira verdge de espaldar que csta no quarto grande de dormiz" ou
qualguer coisa ahaloga. Asgin, "cgdeira" nfo & um obidcio mas uma eclosse de
objetos, para os quais o simbclo ¢ ,a palavra "cadeira', 1I6s farmamos un

grande numero de classes dcesa espcecie, cada uma delias estandc designada
por uma palavra, Zssas palavras formam a classc cdos substantivos concrotos
cujos elementos nfo sio mais objetos, mas classc de objotos. A rclagéo clg
mento~classe se cleva a um nivel imecdiatamente superior, Unm substan tivo(ad
Jutivo, verbo, conjungﬁos ctcs) pode ser descrito como "uma parte do dis -
aurso"; o "duscurso" & uma classe da qual "substantivo®, "gdjetivo", ete.
seran Os clementoge Isto corresponde a uma, ngva trgca de nivel. O pcnsamepn
To matomatico esta cheio de transferdncias doste genceros constantemncenite trg
ta-se de cdificar superestruturas ecm cina do que foi construido anterior -
mente,

A troca de nivel a qual ndés acabamos de fazos al.usdo ndo deve sor
confundida com as inclusdes dec clagses,; como guande sc inclul a classe das
cadeiras na clagse do mobiliarios 5 unma cadeira rcal gue constitui um cle-
mento do mobililrio, ¢ nfo a classo Gas cadeirasg Em outros tormos, o rolg
¢do de clementc para a classe (isto ¢, de pertinencia) ndo deve sor confun
dida com a relagdo de classc para classo (isto ¢, inclugao).

guando se £lea de aprender qualquer coisa de novo, cm dualqucer qic
seja o dominic, ¢ em particular on nosematica, cntende--se:

19 -~ Organizar os acontecimentos om classcs ou categorias ds tal
sorte que sc pessa dizor sem hesitar que um acontecimentc pertonce ou nido
a uwa determinada classc (ou, sc & o caso, que o assunto ndo tem sentido g
ra o acontecimento cm @estfo.; :

2% - Dofinir as relagdes mituas cntre as classes ou categoriasas
$im construidas,.

Mas, como podemos verificar sc uma classc constiruiu bom unma glag
se ou uma determinada categoria? Poderemos,digzer que a classe "vormelho'fil
aprendida sc uma pessoa sabe escolher som erro, quando pedimos, un objecto
vermelho ou um lote de objetos coloridos. Deveoesc. bom entcndido, presumir
que & pessoa csteja digposta a colaborar de boa fe; quando sc trata de con
portamento humanoz dificilmente sc pode antar com grgu de corieza 100%s

Na sequencia dos acontecimentos que condugzen a afirmagao "A. for
mov o conjunto dos objectos vermelhos" o fato verificivel & SO que A  osco-
lheu ou nzo escolheu os chjectos vermelhog quando pediram quc Q fizessoe

Quando dizomos que bor, conseauconcia aprendecu o que & verilcho (g
nicamente porque vinos escolhendc objetos vormolhgs)} nao fazemos nada alem
dg manipular um modelo, uma teoria. Pode~se, razoavelmente, presumir que g
POs ser execercitado com sucesso com fichas coloridas. qualgue un tora apmn
dido a parar na sinalizac3o quando passa o vermelho., Bsta & uma prodicio
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que o modélo, maigrado sua simpligidadeﬁ nos permnite fazer. Entretanto y&
¢ o fato de ter aprendido o que & o conjunto "vermelho!
tey csta pessoa a parar ng verme
ram cstabelecidas ne seqioncia @

4 questio fundamental
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que leva, finalmen
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1ho mas givorsas conczxoes nervosas que fo-
e c¥periencias antoriqres.

gue iutercssa ao psicdlogo que trabalha so
bre o Conhecimento, & precisamcntc saber como s faz nara descobrir
lagBes regulares ac redor de si. Mas, afinal, quc entondcmos por "dasc
relagSes regulares®? ¢ mundo da realidade objetiva consiste om um niroers o
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norme de particulas que sc deslocam com velodidade o aceleragdes muito va-
rladas. Quanio falanos do relagoss rcgulares% interpretasios as improessocs
sensorials provenicntes dessos torrentes de dtomos o de cletrons, B dificil
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de _maginar 2 oxist8nein objetiva dec uma FalracgRo ccgular. Enkretanto, o fa
to & quc n;s Lemos uma tendeoneia arraigada de séparar o rlassifica; as coi
sas gm modclos gegularcs; os defensores da "psicologia d:. forma" vocm mosw
mo al, uma tendGneia rundamontal do organismo hwumang, 2 certo que nossa ap
tidac para ver as coisas sob forma de ropetigSgs regulares dos mesmos cs-
quemas descmpenhou un grande papel na sobrevivencia dc nossa cspécic. Cer-
Tos tipos de rugidos ou do odoros indicavamn cos hogsos ancestrais a presep
¢a dc wi gnimol perigosg o os compelia, em congequcncia, a subir imediata=-
mente na arvore mais prowima, Sc cada rugido fossc considerado como um a-
contocimento igolado, ¢ nio como um regpresentante de uma clgssc dc rugidos
perigosos, nossas chanccs deo sobroviveneia, cvidentenente,ton sido muito g
quenass _ e

Nao sendo feita esta classificagdo nos cncontramos como diante &
nm quebra-cabega. Que sc pode fazer com un M ebra-cabega? Geralmente s co
mega a tateary, "embrulhar® co azar; cnsala-scy por cxemplo, adaptar, cste
pedago aquele la ¢ olha~sc ¢ que rosultou, So podemos operar com toda li-
berdade os cnsaios sco multiplicam, sc organizam ¢ sc comega a ver claro.
Quanco chegamos pcla primeira Yoz nun> cidade - a menos que tenhamos ostu-
dado & planta proviamente -, hOs SO vemos uma masea confusa de casas,dc ry
asy dec sinalizagles, deo cargazes, ctc.., B possfvel quc passcnos algum ten
PO a percorrer a cidade a pe ou de condugaos isto,nos pernite nos familia~
rizarmos com claj pouco a pouco os diversos cdifiicios, digo, indicios,que
demarcam as ruas sc orgm izam om um csquema coerente, ¢ por fim nds somos
copazes de ir de um ponto g outro da cidadec scm perguntar nosso caminho, (0
loltor talvez observe que 8ste risco njo ocorrec quando os amnigos o condu -
zem para todo lugar). De agora cm diante, nds "conhgceros" a cidade - nao
como uma justaposigdo, nmas om sua cstrutura gerals cste conhocimonto’ nos
scrvira de guvia para todQs os nossos deslocancentos posteriorecs através da
cidado, Comg chegamos a Cste feliz resultadce? "Explorando" a cidade, poceo--
sc dizore Nos manipularnos os dados, a saber, as ruas c,0s indfcios que sc
pode ver, talvez oo acaso, talvez soin procurar sistematicamente adquirir
un cenheeimontc o cidade. Estas manipulagBes nos d3o o"plono cognitivo'da,
cidades ¢ assim & com t0dg aquisigdo patural de conhecimentos, quor so tra
tc de uma aptidiol(motriz) motora como patinar ou andar dg bicicleta, ou de
uma aptiddo intclectual como o mancjo do;uma lingua cstrangcira.

Zxanincmeos unm instante a difgrenga que ha cntre a oprendizagem
natural - a aprendizagen artificial, lios poderecmos cntio comprocnder as ai
ficuldades experimentadas polas{criangas no decqorrer da aprendizagem csco-
lar artificial. Sc uma crianga ¢ levada a um pafa cstranggiro onde nio so
fgla sua lingua materna, ao fim dc alguns meses ola sabera falar sua nova
lingua tao bem como scus novos anigosj cnquanto scus pais vio sc dcbater
com o gramitica durénte anos, casaiando aprender a 1fngua "corrctamcnte,
Mas, bem cntendido, ¢ g crianca quc a aprgnde "corrctamente®, porcuc a  a-
prcnde naturalcmntos Fclizmontoy ¢ impossivel aprender o patinar ¢ agdar
de bicicictas om livros, porquc sepdo yerianog muita gente coxperimenta-lo, -
"Embrulhar" os dados, tatcar; tal ¢ o dnico mélodo se quorcmos ovitan o
zer yma cambalhota sobre o gclo ou, cair da bicid cta, A aquisiclo natural
hao ¢ necesgariamcnte, preferivel 3 aquisigdo artificigl, ontrctanto,a pri
ori, ¢ provavel, guc cla scja mais cficaz. 0 estudo prgvio da planta de
nossa cildade acclerara, son nenhyma dyvida o proccsso nagural que conduz o
conhecimento de sua cstrutura; ¢ dificil de cror quc somdpte pelo cstu~
do do plano, dcssc plano, um cstrangeiro consiga percorrer & cidacde con
tanta scguranca quanto um matural, e e

Feliznente, para as criangas ¢ para os professores, cada grianga
cncontra numercsas ocasiSes de "bricolages" (pequcnos conscritos oy
arrumagdes demcsticas quo se foz por prazer),cventuais trabalhos cm matchng
tica antgs dc ir g cscola. Ela brinca con objetos ¢ os scpara om grupqs , B~
la tirard, nccessariamenge, dessas o xperidncias a nogdo de "dois". Iddias
como "igual 2", "maior do que" ¢ "menor do que" slq igualmente nccossdrias
para scparar os bringucdos ou para compgrar cntrc cles scus pais, scus ir-
m3os, suas Irmis. sous amigos, Lesas iddiss nSo terdo oxatamente o mesmo
sentido para a crianga ¢ para o adulto, Os trabalhos clidssicos de Piagoet
mestram que as criancas nio consideram as colegles com o mesmo numero de
objctos como”iguais“, sc una das colegdes cstd mais cspalhada ou ocupa mak
lugar quc a outra, Entretanto, a crianga cstabelcec clagsificagOes a squrp.
do, que mols convenham aos fins o cla pretendej pingulin a casina fazo-1G
& o ordem que cla mosmo pPoc no caos que a rodeia, ¢ cua aprendizagen natue
radls
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A vida civilizada, cntretanto, nocossiga cortas técnicas que nfio
s¢ cdquire no curso notural dos acantocigontos. j precisc que scja "ensing
do™ 10s que tom neccesridade. A transnissSo das téenicas nanuais de pai pa-
ra filho ainda podc sor consicerada coro um proccsso rel:tivamente natural,
no scntido de¢ quc a imitagdo do pai nada mais & do_gque wr aspecto da adap=-
tagdo cspontanca da crianca ao scu mcio familiar. Rste pocegso de aquisi =
¢do ter sido um pouco csteriotipado, mas conscrvado no que ele tem de fun-
damental, no sistenma de aprendizager: artesanalj trata-sc, de certc,modo de
um proccsso de impreognoegao do qual os aprendizes tém pouca conscicncia-da
instituicdcs onde a aprendizagon sc tornou maic artificial sfo as cscolas.
A socicdadc adu‘.’L'oa‘2 nuitas voezes, de uma mancira inteirarmte irracional .dg
cide o gue a geragado scguintc deverd aprender ¢ inscrove nos prograna cscg
lares, Contentam-sc de invocar vagos motivos para introduzir tol ou qual
qucstiao no programa, motivos cuc, alias; rcfletem muitos pensapentos con-
fusos, muitos preconccitos ultrapassados; mas negligencia-sc sér;amonto o}
cstudo do processo de aquisigio cm si. Nunca houve, om nenhum pais, um prg
grana sistematico de pesquisas, lios temos, apehas, atacado §uporficialmonto
0 problema procedendo a cstudos de pcdagogia comparada ¢ ghaliscs simplifi
cadas do proceseo dec aguisigdo on laboratorio, Mas Gsses métodos n3o tra, -
zon nenhuma luz sobre o mecanismo do processo dc aquisigdo; os cstudos so-
bre as peacdes dos ratos cm labirintos, como sobro os séres humnanos_ apren-
dendo sllabas sci significacfo ou caracteres, chincsces artificiais,tcm pro-
vavelaonte, poucag chances do sc aplicdi-los 2 aprendizagenm infinitamente
mais complexa, ¢ & situagHo social mais complexa ainda, que cncontraros ms
cscolas recaisa(CyLollull, Quantitative aspcets of the cvolution of coneeptss
an cxperinent.l study, dons Psychol. Monogr, (1920), vol.28, n? 123},
: Zn todo o caso, a aprendizagem artificial ‘do matendtica, tal co-
mo ¢ praticada atualmente cm nosso cneino acarreta uma taxa de fracasso mi,
to significativo: ha falta dec comprconsio das cstruturas matematicas.  Na
gronCe maioria Jdos casos. quando os cstudantes gscrevemn cu pronuncian oS
sinais matenaticos, nio querem cxorinir nada além do que os sincis, ¢ no
as ostrutyras das quais,csses sinais deveriam servir de simbolog, k comno
s¢ aprendessenos a pronuncia o ortogkafia de umo lingua, ¢ sc fosscrcs ca-
pazes dc ler cn voz alta qualquer teoxto dessa lingua, mas scm com preonder
o signifiecados
. Parg ovitar isso, o "Leicestershire Mathematics Projeet" clabo -
rou um novo rictodQ, comg rostrci cm minha obra precedente ,(Construction dos
nathenatiques/e. Ncste metodo, se realizan situagSeg matematicas, 2 partir
das quais as criapgas aprendenm as estruturas motenmdticas de umo mancira
rmuito scmglhante aguela pela qual elas apronden as cstruturas do mundo ro-
al, isto ¢, manipulando objctos regis. A gaior porte destas oporagles sC
situam ac nivel construtivo, isto &, ao nfvel da construgﬁo de classos g
partir dc acontecinentosaparentencnte sen ligag@o cntre cles, Mas atinge =
sc, inevitovelmante, un estagio na aquisigdo das estruturas complcxas, on-
de ¢ preciso comcgar a tomada picna de conscioneia das propriedades das
construgdes realizadag, scnfo, nfo sc pode ir mais longc, prcciso vola
tar atras sobre og prorios passos ¢ oxaninar o caminho percorrido. Penso.
no que foi feito ¢ uma atividade muito mais elaboraca do que aguola quc con
siste sinplesmgnte on fazer, ¢ oxige un ospfritg nais maduro. ste tipo
dc atividade sO atinge a completa maturidade apos 0s trezg anosj nas pode-
JOSFObschﬂula muito aptes sob formas mais rudimentarcs. B una atividade a
nalitica, cm oposicio a atividade construtiva dquc a precedel, I precisoque
a construgio preceda a andlise, scn3o nio haverd nada a analisare Do riosmo
nodo, ¢ preciso quc haja alguns noteriais a Qartir dos quails sc possa cfow-
tuar a primeira construgdo, senfo, nfo havera nada o construir. 2ssos natg
tiais sdo princiro os clementos fundatcntais a partir dos quals sc constrg
crr as_classecs; ¢ cm scguida, as proprias classes a partir das quais sc for
nam classes de ordem, superior, . :
Vinos quc cssc processo sc produz muitas vozes, senyo scnpre, en
scgulda a uma ctividade aparcntenente desgrdenada, cuc nos desighoios g o 3
¢olage", ou ncihor ainda, poratividade lidica, 3 cssencialnente, por cs=
SC IHesHo processo cuce a criancga cuce brinca com cubos sc fonilioriza con as
scns~gocs guc acompanha scus gestos ¢ sc habitua aos cfeitos combinadgs do
camnpo dec peso c¢ das forgas dc atrito, cntre as supcrficics. As limitagoos 5
nerentes aos paterialyg liniton outcnaticamente as conbinagBes realiziveis,
bBor cxemplo, ¢ impossivel por a1 cquilfbrio um cubo sobre uma de suas arcse
tas sem apoia-lo cogtra outra misa qualquer. 4 crianga que brinca nfo toe-
ma conscicnein,oxplic tanente, destos noseibilidadces o imnoeseibili acdes yms
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_loa Esta ¢ un

i

or. atras de gi a cxpericncia de un groside ninero de aulkuaﬂos
ccaso cla adguire um conhccinonto irplicito do que ¢

classc dusMestruturas posgsivois guc poden e mnstruidas
s" tona for: ;2 provr s1x.:c1 tc. incluindo subconj untos tais quo
res possiveis®, "tlncie poged vp1~”p "parcdes sssiveis", ote, L
ario ver con qu oficacin ura crignga podo nanejar essas clas-~
SCs plab c.aenie,y sefl ter a nonor conscicneia das rnlaco cs cntre as dg
Sgs com us guals cla tral alha. Scra o construir unm corto tipo dc odlfl—
cios sciz gnalisar suas agdes. Lla ?‘DC © que quor fazer o chega o fazd -
3 a*1vw1aob Cssenelalnoen e consuru*orq Cc as Const“ugoos smacg
sonciloinente resyltado do un jogc Jo ;ailhuiagoos com os materiais de
‘gue dispde . Isto & verdade, tanbor, quanco os nateriais consigten ca  ob-
lbfos que podeir ser namipulados ou or: classcs do cbjctos que 830 ja abstm
¢cOes. Una crianga dc 2 ou [l anos pQcc nancjar o congeito natematico do o
‘dolsY on lbhaCO‘b praticas. L“S»CSSO concm:to OSLT agora no scgundo ni-

1ero

{

s

=

Q'

wal da g ,oruagao das classes! O nor "dois" nJo & una propricdade dos ob
jotosg ¢ una propricdade de colegbes, de classcs de ObJuWO » Entre todﬂsas
colegoces do ObWOu S, 03 parcs de objetos possucm a,propricdade quc ton dis

T

» Objctos na c:mcc;ﬂor Portanto, una crianga pequena & caopaz de lunlpuTar utla

- Bado o construgic de uta ou varias classes, waurquuﬂtﬁ, a lduL“ul“C&OIID

tal construgio cm duas ctapas con a maior facilidade ¢ sen nenhun ensinan-
nmento formal, Blg ,onstruiu scu "dois", scu "tros", cte. a partir de  sua
propria Lwﬂlpu agao do rmndo que a rodoias

JABprender, consiste de certo rodo on ﬂ“rguThaw a cabega nuna nas-
ga do fendnenos u»arﬂqteucn 20 1nb0ﬂr04+0“a cn reagir "ohro cssos fononmnos,
pir descobrir Rela cxpe ricéncia coro 6 pre 0150 fazer bara provocar a aparig®

de cortos fonomenos dos scjados, on ‘"pl 1ir s propri ﬂﬂgos dos cwforuntos

dados do mundo cxterior formulando cerﬁ TCETraSa 1 ogras traduzen as pmp,

pricdades que nds dgvenos dar a nossas agdées sc quiscrpos comstituir ung
certy classe do fonJLXJO : por cxeiplo, sc nos quiserros conssruirn uma tor

OU‘I

ro, & prociso Jato JUAC-'" huito duclinada, sondo cla desmoronas nds nio ob
terenos o fendncho Oﬁ;t?do;? de mua térre" £o nfo respeitoriios as pro-
pricdades EOFAQQ“J“S dos Cquwa As rogras representan una linitagao do
que & possivel; nas qando conprceindeiios cssas robr_ 3 nds adau irinos una
nova liberdoade dg ugao, porque nos perinl te predizer con eficacia o quo sg-
Forios capazes - o fazer. Un ongenhciro pode pr 01‘Lar a abertura de un  ti-
nol sob o licnte 3i1ncn ou sob a Hanch:, porque Cle sabe nanipular as ”"osm

truturas roguladoros gue Thﬁ pcer 'LL. proe OL’”£ 0 rosultado de suas agoCS e
ble gsobe jogar com as rogras. & un ginero det Jogo" intoiramente difcreonte
co jogo de manipulacdgs quo nos conduziu anteriorngntc a descobrir cu a
fOvaLaﬂ Qs regras. Fos disporios agora de un hbbtulluo poderoso ¢ apcerfei-

goado cujo nancjo nos obtora nuitas sleszaqooseﬁ

: chw~¢s agora sc qualquer coisa nparavel so fag
dc cnconbrarcoos criancus ocupadas onm clagsificar suas oxXpCr
Farar as ¢ §“1+urﬁ0 reguladoras ¢ on utilizar cn scguida &g CS
Por cetbo u' COH‘“Q,O"pC*lhOﬂf%“% isolados, oncde se cnsaia a
fa nancir 1wfurws*9 nas sdo pouco nune vosobo nuite disp r50s5. Cortas ton-
fativas pw ssadas, o 1§ como as de Maria hoq'ohaong ndo cstio o’vulﬁa’as;
porquc repousavarl Unicancnte sdbre as instrugdcs de un cdreado cxcepcional
$Cl quc seug fundmentos racionais janals to nhﬂm sido oo;o co dc cstudos a-
profundados. Coro ,£C Pode perceber, ftodos os csforgos visado transforngr
radicalnente os ndtodos ﬂodaUOOlCOO t31 gido contrariados ac resmno ternpo,
por adnninistradores ¢ por docon es. Antes dg poder convencer as autorida -
dcs cscelarcs da nuLOSQlOQC de una, troca, & precise rpgiizar Cuil succssp

nas osoolas.og
*icncia .Sy Ol Sg
sas osbhiu turas?
pr poo“ cdegm

w certo nuPO“o de c: pOPLOﬂCL&S“pO;OTO E cssoncial claborar nodllos -qQUC =
conVﬁnhqﬁ as escolas nais comuns ¢ nfo sononto a wuna ¢scolo coxcepcional,
¥ Precisornos agora dar ua passo. a nais na an~ Lise do preccesso de

apreadizagen, Suponharios que por nanipulagtes feitas ao acaso, tonhasios s dig
gc faz unlfﬂ%no,':boy Q9 gegso - durantc teda a d: racao do procegso dc apren
dizagoeri. A parto 40 acaso torna-ge cado vez nais iraca, iste o, g parte
da cscolha voluntiria auncnta - a nedide gue veros gp irecer 01339 ificagdes
eventualiente intercssantes, Essas classificagdes 380 postas a prova cons-
cicnte qu 1n5+1nt'vwronuo~ ¢ clas sc achan agsin, COﬂ,¢Fm‘ﬂ&y ou rejaita
das, até que uma gstrutura utilizdvel ucubc por einergir, Por exenplio, o8
criongas, a p“WHC'DWO» quasc scripre confundern: og purc;os {mpagos € 08 Al
Leros prinos, do 1es[o rodo quo confundan os guadrados
0 nimero 59 ¢ invariavelmente @nsiderado come wiro, tx
estd nas ‘abu‘c habituals de rultiplica 30, ou simplae

B

28 NUNSros, pards.
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Lpor, & considerado cono tendo nuitas chances de sor prirog Osﬁqgadr@dos
Len quabtro cantog,; entio cong 9 podera ser un quadrado, sc cle ¢ impar?
Bls o genere de idéias que abandar na cabega dec wma criangg an-~
tos cue ola fenha scpargdo as classes natenaticas o suas relagbos. HA una
passagen dificil ¢ nac ¢ qualificando tais ideias dc "absurdas' quc sc a-
judard o crianga a Vver claro, Pode--sc lhos sugerir cxenplos e conbra-cxer:
plos para prove-lgs de dados suplorviitares no neio dos quais ela podera
chegar 4s suas proprias conclusdes. Una vVez cssas concl usdes atingidas, a
estrutura recguladora esti pronta para "Jogar con" cn lugar de "jogar na
diregic de". No caso dos nineros prinos ¢ dos cuiadrados pode-sc ubilizar,
con sucecsso, a ralagio seguintess se dividinos por 4 un ndnero princ que
ol g song dc dois quadrados, o resto & un: inversartichte, sc quando sc divi
dec un numerc primo pér li, se cnwntra 1 como restoj; ¢ porque cle & a sona

de doils quadrados. Ln outros tcrrios: hi una relogdo de identidade Qo
tre og dols conjunions: "nuncros prinos que sio a sona de dois quadra -

dos" c'nlnmeros prinos que quando divididos por quatro deixan 1 como resto®,

48 criangas eoxperinentarfo wa scntinento de poder cxcitante quando tiveren

scpanado todos os cmnjuntos posphs on jogo, Ha: (A) os nGicros paresjy (B)

Oos numeros imparcss (C) 0s nuncros primos; (D) os nﬁmoros qu¢ sao a sonade

dois quodrados; (E) os nincros gue guando divididos por L, ten 1 como resto
to. Sobre esta basc nossa rclagao de identidade torna-ses

A intersceglo d2 C o de E = 3 intersecchc de C o de D
As negagoces das propricdades dos .conjuntos conduzen Q08

conjuntos complencntarcs. Se nds enpraganos o sinboio N para a negagic do
uia propricdadec, poderios designar “todos os nirorns que sao parcs" porNQA),
Nos teomos duas identidades do conjuntos cvidentes:?

N{A) = (B} ¢ N(B) = (A}
Qu ainda:

4 intersgegio de (A) ¢ de (C) = ao conjunto conposto co ng
nero 2, que sc cscrevera 2 o

CGu ainda, nos podaios considerar as inclusSoes dos conjuntos

tais ques :
C esta incluso na reunifio dos conjuntos (B) ¢ 2 .
Nao sc trata, nesta ctapa, de "provar® as identidados ,de
conjuntos ouv as inclusScs. A accossidade de tais "provas" sc apresentara,,
naturalmente jmndo sc jogar acs regros, Mas isto anuncia j4 a passagen a
dtapa scguintce : 5
5 uc ha ao ncnos tres caminhos posgivois para passar
da cbapa do jogo 3 sa das regras, O nais cimplos ¢ o dc nhos farilia-
rizarios, cada vez nais, com os dados do nosso jogo, afc gue nic tenharios
nais nccessidade de ponsar nelasi a estrutura, de corto rodo, nos inprogng
penetra enm nés ¢ sc torna core un novo nétodo de classificacac dos fatos
eircundantes, Nos poderianos charar» oste eaiinho do pratica, B assin que
nos finalmente cheganos a recorhecer se una situagao rcal corrfsponde on
nio corrcsponde’) as regras que aprendengs, Suponharios qo fizomgs alguns o-
cercicios quc nos conduzen a por crnievidoncia a ostrutura cos nunercs posie
tivos ¢ negativos, Quando nos cncontranos en presenga de situacOes conpor-
tando altos ¢ baixos de tenperatura, de velocidades ¢rescentes ou decres -
centes,y de deslocanentos con duns diregbes opostag, ctc., nds as rcconhcce-
nos como situagbds nas quals sg pode iutilizar nidncros positivos ou neggti
vos. Infelizmente, sc os cxercicios nfo produziren todos sous cfecitos nds,
"reconhecenos™ correspondoncias quando nesno nao existen, Se perguntanos
a _qualcuer un que tenha cstudado os nuriergs negativgs, quantos liyros ficg
rge scbre a nesa se dos dois livros que la cstao, nos tirarnos tres, podo-
ra nuifo ban nes resvondcr com a raior sericdade que restara "menos um 1li-
vro" sobre a nesa. Pode sor que »eflita ou pouco nelhor sc¢ pedirmos para g
xXccutar a operagio e que nos rostre o "monos wa livro' quc restou sobre a
nesal B pesro cnto, pode acontecer que nio conpreepda que o situagdo dos
livres sobre a ncsa nao tem nchhuna reclagdo com os nimeros indicados. .k os-
pantoso ver guanta gento pgrcde todo o bom scnso, quando corego  a csgtudarg
0 quc clas crcen scr matenaticae. S <
En scu caso, a forga dec aplicar a cstrutura dos nlncros oricntodos as s
agdes que lhes corresponden ¢ de rejeita-las guando as situgg&os nao: co
respondmn, clas terninam por dispor de una cstrutura operatoria nas, sor
nenhune compreensfo profunda de scus detalhes oun das rclagoes internas que
a caracterizan.

¢
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Un ou outro caminho que nos poderfamos tolar consistc om cxaminar
corc as rcgras, funcionan, comg clas sio ligadas ynas as outrasg tratg-sc de
voltar atras sebre o que sc fez, nuna atitude critica e aralitica. Nds rode
riamos chanar Sssc processo de anilise retroativa. Para T otonar nossqQ exerl-
dlo, nos constatmos logo quc na ¢strutura conhecida soh o ncne de "algebra
dos nuricros oricntados™, a cada nWicro correspondc um NUMCTO foposto' (por
cxonplo, 3 & v oposto dec ~3, -6 & o opogto de 6, ctc.)s mas o que nds ar -
riscanos de ncn senpre ver clararente, ¢ que "juntar un ndnero! equivale,
cxatamente,; a “subtrair scu oposto' ¢ que "subtrair un ninero" equivale exg
tanento a "adicionar o numero oposto’, cntio sabemos oxecubar as operagdes
sell jamals nos enganarmose. (Ver, por cxenplo, os jogos de David Page con di
hheiro"negativae, : : : ¥

Voltando atras e exaninando o que fizernos, n6§ tonanos conscicn~
cia de uma certa regularidade: é nisto que consiste a andlisc retroativa.
Quando a0s nos lim;tamos a praticar as regras deixando-nos impreghar por
suas cstwuturas, ndg, cada vez renos, tonanos conscicnciaj cnquanto que,
guando voltamos atras e exaninamos o que foi feito, nds pocuramos voiunta -
riancnte tomar mais consciencia das relagOes que caracterizan a estrutura o
guladora. A pratica & una atividade menos conscicnte, a analise una atividg
de mais conscicntee

;5oMng cxiste ainda un outro caninho, mais aventuroso, para chegor
20 doninio de una estrutura reguladora. Nds Jogaios con nossa estrutura,ngs
o exanipanos cn dctalhe; pode acontecer descobrirmos nela certas insuficiep
cias., NoOs poderos, entao, scja ou nocdificar as regras, seja amplia-lase Ise
to constituil avggglLag;gggggggg%zgy ¢ toda extens®d da estrutura reguladora,
scra qualificada de g.enoralizncao. Por cxenplo, podceries descobrir que nunc.-
pos orientados s perniten a variacio de uns variavel scgundo una ou outra
de suas diregbes opostas, cnto, quc o maior parte das situacSes dao vida cor
rente cxigen mais de uma variavel para sua deserigac. Se querenos dar a PO~
sigic de um navio no mar. nés tenoe necessicade de precisar sua longitude gg
sin como sua latitude, As duas variaveis s3o independentesy no sentido  de
que, el plenc nor, pedemos fazer variar una sen fazer varigr a outra (por e}
zenplo, nos podemos navegar inteirancnte para o leste ou somente para o sull
ou ainda, podenos fazer varisr as duas inteiramente independentecs una da ou
tra(isto §3 podenos nabegar, a partir de un ponto dade do oceanoc on cunlenr
diregdo, & hossa vontade, . Sc quoren 3. lgualnente, precisar a temperatura
@o ar, a temperatyra da agua, a pressao do ar, a umidade relativa ¢ a ho-
ra na qual todes csses levantanentos foran cfetuados., nds tenos unm processo
con sete variaveis, Considerag¢Ses desta natureza nos distancian do espago u
nidincnsional dos nuncros orientados ¢ nos conduzer a una generalizacao in-
troduzindo uy cspago de scte dinmensSes constituido por vetoress Una tal ga=
neralizagdo ¢ cssencialrente a cxtensio de una classe de estrutura cenhecin
cda; de modo o formar una oubra classe mais vasta, da qual a estruturs precg
dente ¢ apenas w1 caso pgrticulgr. preciso nio confundir a gencralizagao,
con a  abstragio: esta ulting ¢ a formacgdo de na clasge a partir dos cle-
nentos que a constitugma Os nuncros orientados, cles proprios sio cs clenepn
tos do conjunto dos nuneros orientadoss os vetores sdg us elencntos do cm
junto dos vetores nultidimcnsionais. Mas a classe dos ntneros orientados mio
¢ v clenento da classe dos vetores nultidirons ionais. Procisanos prestar
nuita atengZo para nfo confundir a inclusio ou a extosdfo das classes  com
a nogdo "ser un clemento de" ou "pertencer a' uma classe. A fornacio do u-
ra classc a partir de_clenentos & essencialnente un processo de abstragao, .
enquanto que a ecxtensdo de unma classe ja cxistente para una classe mais veg
ta ¢ un processo de gencralizacgHo. (4.P Dicnes, Abstraction and gencraliza-
tion; dans Harvard Education L Reviecw, ctd 1961). ,
3 B dugar de se linitar o entender a estrutura reguladora; ¢ pos
» Vel decidir una nodificagic da cstrutvea reguladora. Afinal, as regras :
tem para nos gservir e ndo parc nos angrrar. Desde que encontranos as outr
regras quc nos scrven nelbhor; o que ha afazer & nedificar as fogT&S»qE
gue ocerre quande se propuc uma nova teoria. Esta noncira revoluviondria d
pensar poderia ser encontrada mais scguidanente cntre og adyltos, quc lecva-
rian as c¢riangas a sc mostraren mais audaciosas. Nocsas praticas atugls en
natéria de cducagdo comportan un alto grau de conforiisno ¢, ruitas vezos,
sao os individuos ligeirancnte descquilibrados que tenr a audacia de porburs
bar as estruturas cstabelecidas. Levar as criancas a pensar de una naneirsa
revoluvucniria poderd, ofctivencnte, conduzir a rosulbados revoluviondriocs
- 0 quc ndo seria mau na situncids do rundo atuall



Qe

Volterios ao processc que estamos em vias de examinar., Aplicamos,
enalisamos ou generalizamos as estrusuras reguladost que tinhamos anterioz
rente configurado a pariir _do caos de nossas impressdes s dsoriais no decogz
rer de ua dia de & anipula ngSa Agora nos estamos suficienternente faniliari-
zados com essas estruturas: Eis que v0¢tanos 0 nosso ponvn de partida, mas
com um materiel mais rico para nossos g0S. %sses novos jo2os sao as novas
estrfuras, Bom entendidoy nds ainda DBO ebtamos Tfgmiliarizados .con as relg
¢Oes entrc nossos novos urlnquodos nas souonto com a esgtrutura interna de
cada brlnquedo. Pa“a aprender pela experiencia o modo de empregar cada brip
gquedc, € ,preciso recomegar odo o processo das panipulagoes. Nos pe*corre -
nos um circulo comppletoy ou antes, una volta de uma oaplfal pelg fat de
que estamos num nivel mais clevado do quec antes, Reconecgamos uin novo c;h;o,
ensaiando aqui ¢ ali, vondo COMo OS Novos brinquedos vao se encaixar, co-
mo nao se encaixan o, ogiodlnoo, de um nodo go*’ai9 para a estrutura regy-
ladora desgonhccida que deve carvacherizar os novs. bringuedos - FWnalnontecs
se ciclo, cle tambén, chcgari a ung conclusdo ¢, & assim que novas estr utu-
ras ﬁacccg egntre as nios dos matenaticos,

&L cste cncaminhanento de url ciclo a outro quec chano* cm minhe obra
antorlor de aplicacao do mrincipio dinanico, Em ninha primeira formvlagao &
prwnﬂlplo, nostrei como a coac+vunao prccede a anilise c¢ a eola. conduz, mas
tvnad doflnldg a andlisc om unm principio scpa“adogf 10 agora 0s dois prln
cipios ¢ ul novo chunciado mals completo, do principio dinanico.

&4 tempo agora do_cxaninar con w1 pouco nailg de detaines corc fun-
gionam os_ciclos ¢ guais sao ag circuns stancias que os fazen funcignar mails
(ou menos) cficazuente. 0 que & que favorcce uma abs tragao nais rdpida,mais
eficaz? En outros beMo~5 coro prccisangs organizar uma situacao para ter
chances de ver as classcs se¢ fornaren “apzoa ¢ eficaznente? Em princiro lu
Bar, prccmsanos decidir a ou as classes que descjamos wvor for ma@ws POT Nnog-
sos alunoss Precisamos, ci scguida, salicntar os problcmas susceptiveils do
dar cs resultadoz scguintes

a) o alunc sera ca .@az do roconhocor as 91tuagoou novas come signi
ficativas da abstracao procurada ou scil relagdo com claj

b) nas SWTU»%30~ julgadas cmrrpuaﬁon““ cono significativas, o0s c=
xomplos de classcs sorao reconhgeldog como pertencentes as claszcs om gques-
tao ¢ os contra-cxe D 03 como nac pertencontes, |

Para satisfazeor e primeira condigéo, & pTOL¢qo construir uma espé
cie do crivo nontul no gual sc colccan as SibanOO S _que ndo CGLbepOﬂOOL
gtrevessam o crivo chquanto que as quo corresponden rﬂ rotidas. Este nao
o un peguelho PTOCess0. Coro Faowton teve iddiz de q&ﬂ, de un lado os ochjectos

aindo para a terrg, ¢ de outro lado, a lua circulando ao roﬂor dd Terra,fa
ZTah parte de una Unica classe de acontecimentos? Esta "atracao" & apchas 4
na mancira ce falar pernitindo organizar dois ,acontecinentos numa nesna cas
tegoriay tais CauO”O"lac tornan pos s{v014 hlpoc cscs nelhores ¢ mails cxatase
Tooas as classificacCes sao aLLLfaCOOS~ nao rcalidadecs. Elas ajudam a triar
as recalidadeg,; mag clas n&o sio rcal idades o si uos%as‘ Newton conscguiu g
parar umna ldO*a velida procurando o quc ccﬁ»c duas c»wﬂggc g p,D;quJ e cg
mnum, Bssc rosultado olc obt&ve olhando cssa Ltua%ohs de yanﬂ‘s pontos de
vista difcrentes, alguns nuite desabituais pqr scu tempoe. Nds veomos assin
que sc pode fazer uma abstragao, ou dito de outro modo, fazcr aparccer uma
regularidade, cxaninando Ccrto acontccinentos de numerosos pentos dc vistas
Corio podemos aplicar essc nmd todo no decorrer das ligles de natcndtica? Dado
quc os''acontecincptos® nateniticos nio sc produzen quasc nunca de ut  nodo
natural na OXQ“PlOnC“u da c¢crianga, ¢ preciso provocar sua aparigio. As cs-
tru+urac natopatlcaﬂ que nés qucrcnos fazer as criancas argazenarch  deven
scr-lhcs apresentedas sob diversas formas cgnerctass isto 8. que as crian -
gas deve P cncontrar & mespa cstrutura natenatica vestida de un certo nuﬂcro
do manciras difcrentcse.
: Con rcfercncia a uma cstrutura matomatica, 2s situacSes o rouncn
onn tras categoriass :

%
2
ol

]

a) situacSos son rel lacdo com a cstrutura (ndo significativas)

b) ;itua@gcs com rclagao con a cstrutura (significativas) que fo
nam os cxempiocs de sifla;ao dcscritas pela oqtrh+uru

c) situmcdos cn rclagdo con a cstrutura, qu> forman contra~cxn

plos do conjuato dc QlLUaCoos descritas pola cs uruturag ; !
A distingdo cntre "contra-erzomplo™ ¢ "nao s'gnjflpuuﬂwa e de ch
to modo arbitraria ¢ depondc da classc dc °JbungPb que cscolnemngs conside=

rar comno sign:‘l_f’icLJihJs Por cxerplo, poccros falar do conprar néveis para,
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una nova gasa, © gSstc caso as situacles cil,relagao scrian aquclas quc dizen
rcspoito a mobiliario (por cxemplo, sua cscolha, sua compra, sua fabricagio,
ctce)¢ NOs podenos sair a procura, na cspcranga de cncontr.r una nesa, Zntra
mOS nuna casa de ndvels ¢ venos un nesa do séeulo XVII, Els, ¢ un cXomplo na
classc das Lesas. Podcrios ver tanbén cxpostas algunas magnificas cadciras de
cepaldar recurvado que combing muito berm conm a resas. 3stas cadeciras, ten
certamente, rclacao com o mobilidrio rnas. clas sao,contramoyomplos da catcego-
ria de objotos gque nds foros comprar néssc dia, Nds poderigmos ir, ao acaso,
an outro sctor da loja ondc verianos un vestido quc gostarianos comprar , pa-
ra nossa filhinhae Isto & complctarcnte scn rclagdo conm a compra dc  mdveis

-

bara nossa casa. Os logicos chanarm o conjunto das situagSosAsignificativas o}

‘universo do digcurso. B o universo das coisas sobre as quais cs-

<

-

tamgs digcorrendo no nonento congiceracdo. Tudo o quc pertonce a csse univer-
80 ¢ ecntao, significativo; as outras cuisas. no cxterior, sdo njo-significa-
‘tivas. Bntao, nds csalhenos wia clazse do o%jotos no intecrior deste universo

1 do discurso. Os nmembros cdesta classc sorso cxenplos da classc escolhidai os

outros nombros do universo do discurso scrao contra- xcnplos, Una grandec par
te das dificuldades com as quais nos chocaios on matonética, se referc aos
contra-cxcaplos, porque frequentenente, clas nfo fornan uma classg benm defi-
nida de coisas, de acontccinentos ou dc situagdes. Para pormitir a classc ds
oontramoxcmplos, scr ben definida, ¢ preciso quc o universo do discurso seja
bemn definidoe. 5

o Sc quiscrros quc as criangag aprendan rapidg c eficazmente as relg
gocs referentes a una cstrutura natonitica qualquer, ¢ prcciso aprescntar a
clas varias concrctizagdes dessa estrutura no interior de un certo universo
do discurso. scguidas por concretizagdes de outras cstruturas do nesmo uni -
verso de discurso, para ajuda-las a recgnhceer a diferenca cntre os cxemplos
¢ os contra-cxenplos., Isso implica o apelo a dois principios quc poderianos
formular cono: 2 . : e

,a) o prinCﬁpio da concrctizacio miltipla ¢ (na chra Construction
des mathimatiques- Bssc princlpio foi chamado do fprincipio da ver’l Wlid-aa
perceptual™), ;

; b) o principio do contrastcs :

’ Aprcscntando nuncrosas congrotizagdgs se chegara finalnente a que
§0 a cstrutura csscncialmentc nmatendtica sora rotids cntre todas as situa-
¢Ocs concrctizadas, de tal rnodo que os cxcmplos que nao cncontranog anteriop,
fnente scjam, cntretanto, rcgonhccidos coro tendo a cstrutura natenmdtica e
gucstao. Por cxemplos contrarios, nos asscguramas quc as situagles nfo poss
sulndo g cstrutura s3o rcconheccidas coro nao a possuindo,

‘ ul trulsno dizer que os conceitos ilatemdticos sao construidos,
@ partir de¢ varaveis gatométicasc A priori, para chsinar dg una nancira cfi-
€gz un conceito natematico, devernos fazer variar na cxpegicncia do aluno,
tpdas as variaveis natcndticas incrontes. Nos outros doninios da natenatica,
1sto ndo parccc dc tal forna sor considerado corwo decorzcncia. Por-excmplo,o
conccito da potaglio de posicHo ¢ bascads sdbre (a) wn ndnero de bage; (b) po
ygncias do nuncro da bascy (c) o multiplicador de cada una dag potcncias do
nunero de basc pelo fator convenicnte. fste conceito & singularncnte restri-
to quando sec da ao numero de basc um valor constantg, a saber dezs # ainda
rnais pela variagao 1imit§da do cxpgcnte ao qual o nure ro da basc ¢ olovadgpg
ra obtcr as diversas potoncigs, A uvnica variavel quc sc faz variar nuito ¢ a
guc figura na rubrica, isgo C, Os algarisiios dos,numeros gquc £ao utilizadog
pelas interminaveis "gdigSes" das criangas. Ndo ¢ de adnirar que nesro ,apos
guccssOos sen fin do tais "adiceBes™, clas nSo tenhan mais do que una ideéia
muito vaga do conceito valor posicional.

o Anteriormente fizeros alusfo ao princfpio quec consiste onm Tazer v
rlar todos os conccites natenidticos significativos falando do p?ig@lpio de

]
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wyariahlidade natcnatica. & fazondo variar, o majs largancntc possivel,as va-

®laveis quc fazcros aparccer clarancnte, o quc & csscenciglmente invariante,
durante a variag§o. Quando ula,coisa pernanccce scrpre identica a si nesna,
nos termos a tendencia de n8o ve--laj nota-sc nelhor un objgto cn movinento do
quc outro cn rcpouso. Do mesro fodo una estrutura natenatica "en nmovirg
to" se destacara do resto o chamard atoncio. 4

¥ Ao lado da verificacho dos Qrinc{pios da conzretizagdo maltipla, do
contrastc e da variagao natenatica, ha nuncrosas outras tentativas ,quc pode-
rios tomar para torngr o processo dc aquisigRo das estruturas natoniticas mais
eficaz ¢ mais agradavel para as criancus, Un sisterna de punig¢des ¢ reconpeone-
sas as inpede de aprceiar o intercssc intrinseco do seu trabalho e as teva
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aos fins mais cgoistas: ganhar o favor do profcssor ¢ evitsr socu desfavor.

Prostarcrios un grande £crvigo ao descnvolvinento moral tar’so como ao descne-
volvimcnto intelectual da crianga, supwvinindg os castigos 3 Qs recommp nsas,
¢ colocagndo cn scu lugar coro netivagao intrinseca o interossec pcla tarcfa

on si, B completancnte surprcendente vor a quc ponto as criangas poden se
absorver en descnredar a ncada dasg cstruturas abstratas ¢ suas propricdades
sefl que scja nccesedrio dar-ihes qualqucr impulso cxterior,

N3o acrecscentarcrios nada aqui sobrec a questdo do trabalho indivi
dual ¢ da notivagdo intrinscea, dado que (stes cssuntos ja4 forar abordados,
cri certo nunlero de publicagles rcecentes, (Construction cos nathonaticquecsq -
capitulo 125 G.L,W, ocaley, The creative Use of Mathénatics int the Junior
School) . Estflo cm curso as diversas partes do nyndo, pcsquisas sgbre as cop
digScs para nclhorar a cficicia do ensino natenaticce, ben como sobre Qs pro,
blenas nais fundapentais refercntes ao processo om si do cnsino natenaticos
A obra de Piaget ¢ bem conhcecida (La conception du nonbre chez l'enfant -
P.,U.F., Paris, 19603 Piaget, Grecoy Grizg, Sur la construction du nonmbre .
P.UF,, Paris, 19613 c as posquisas cn G nova prosscguen regularnentce,Duran
teo o ang de 1960-1961, a "Harvard University Gentor for Cognitive Stu-
dies", pos cncurso un plano dc pesquisas.sobre o ensino da natenatica, es-
tudado ¢ ecxccutado por Jéronme Bruncr, cujo rclatdrio csta, agora publicado.
Qutras pcsquisas foram criprecndidas por Skomp cn Manchestor por Scaley c 0l
dridge em Leicestershire, pela "National Fundation for Bducacional Rescarch
for Bngland Yalcs" ¢ alhurcs,-por Robcrt Davis on Syracusc N.Y, ¢ por Sup -
pes Na Califdrnia. Outros planos de pesquisa foranm langados en Floronga, onm
Budapcste, em Adelaide,  nas ilhas Havai, cn Mincsota ¢ ainda outros.
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