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Capitule 2,
Estados o eperadores.

Entre es Jjoges descriies mo primeirs capitnle,aigu -~
wee atividades implicam a comparacéo de dois elementos do joge Trimath,
Isto signifiea de fate que a crianga ¢ cenduzida a descobrir uvma vela-
cae existente entre desis slementos descebrinde come estas placas sae

"semelhantes” ¢ de que weds eles "nke sdc semelhantes® iste &,diferentes.

Ume onidra atividgde censisie ewm comecar com wwa POCa
qualquer & encentray as regras segunde as quais ¢la pode mudar Esta r¢
gra de mudangs & chamada “eperader® A placa pela quel se cemecs: pede o
ser censidsrade ceme o esitade de pertida e & situaglo apés a aplicagde
da vegra ceme neve esiado,Pede-se igualwmente empregar a nogao de entra
da @ de partidg falande de migquines em lugay de eperaderes,

A regra de wmudancga pede ser mygibe sberis,Por exemplo
uma wudenca de cer.Se o pente de partida & a placa seguinte

»

o C

.,podaramaa ter ma chegada @w na gafda was das § placas que devem ssr “pa

puganiea® ¢ tor deis Tupos ;mas que podem bter uma das 5 ceres gue dispomes.
Um oporader pede ser mais censirangeder,Per exemple,
uma magquina que mmda 2 vermelbe em nezyo,

S on e edey

methe ) neqfo

4] operador,ab contre exige que as plaecas vermedhss sg
Jam mudadas em placas negras , e bem entendide ag placas devem ser semes
thantds para tede o rea%ogiutehé,“meama ferma®™ ¢ "mesmo numerc deé burs
cos®,

Supswhamos que tenhemos wr trisngule vermelhe cem um
burace una ewutrads,

Na safdn,teremas wm trisngule negro com vm Dure,

£ como mm distribuider sutemftieco,Sabemos que se colg
cames um Syruzsire, recebsremes wm tablete de checclate.A pega nao 86 wa
da-per magin em chocelate,



- Bete miquing qus da placas megras para placas vermes

Q@has ¢ vma mdquina de transfermar ecme e distribuidor sutenatice mas &
precise gue squile gue se coleca nela seja aceita per elaeAssianﬁp 86

poderia colecar em nosse distribulder automdtico 10 centaves ou 20 con

. taves so ela nac fol fabricads sensie para receber pe¢as de uma france,
Veossas miquina mfio sceita as placas smarelas ou verdes e nas mais,bem e

entendide ,as placas wumise,.Vese j& sxperimentsn celocar om um distrl -

buider autemdtice psla fenda reservada aé pegas do mooedas?

' A ssecelhs & muite grande pera o8 operadores o se pede
celecar no centre da maguins 2 fures,triangule,l fure,trapszieete...
Em cada case,pede-se cstabelecer uma relacle ontre uma certa eatiuda e
uma certa saida.Pm outwrss termes,pode~se estabelscer uma eorraspomdﬁne
cia wn & um emire o conjunte de enirada e e comjunte de safda,.Nao & sem
pre necessariec desenhsyr a maguina,Pode-se comstruir uma tébus das entra
das ¢ das caidas e tragar tracgos entre es pares de plaeas,
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vereme tho ._...é negeo

Veceé netars gque com os operadores que vimos de descre
ver,cada entrada tem uma safda unica.

A partir—de momento no gual ostné operadorey simplés
feram cumprides pode se referiyr a este fato parg qﬁe uma placa gualguer
do Trimath seja aceitdvel,Por sxemple,a miquins abaixe nos dars para um
papsgaie de papel na entrada um chapeu ns saida,um chapéu na entrads,um
triangule na saida,um trisngule na entreda,um papagaioc na saida

b L, |

Des te modo, tedas &s placas Trimath convem cemo entra

da,

Os jogos que fazem intervir esitados o operadores ins
teressam muite 28 eriancgas,especialmente quande se faz apele 2 mais de
um eoperader,Pedemez nes servir de flechas wmoveis om duas ceores com ©8
sentides seguintesz

Papagnio -y chopey Sem fUlD wwp 1 fute
(i
tri&agule 2 fucod

foe



\
N\ Deste meds,todas sas placas Trimath convém com

: 0 primeirs jogader eoscolhen ums placa o ceoloca ums
Fleeha .0 segunde Jogadsr eseelhe a placa cerret§ @ caleca mma outra flg
ch&,0 torceire jogader faz o meswmo.0 jogo termina quande nae ha mais
placas a utiiisar uma vez gue todas feram utilizaedis,.0 joge pede ser p

per axemplo o seguinte:

[\ =[N =D o) =2\ =D () =D

Un ta2l jogo exige muita reflexzide da parte das erimgas
peguenas ,perque elas devem deeidir se uma flecha se refere & mudsg ca ds
Porma ou & mudeanca de buraco.Bm ums fase uviteyrior pede-se utilizgr vawr
pias flechas a wa tewpo. :

2D @ f=D = paey =

Ha wuitas meneiras de desenvolver tais jogos,per exem
ple imtroduzinde uma terceirs flecha,descobrinde séries de flechas red

dundantes (tres flechas significande "uie faz nada®™ q ” * )
sun bem celocando duas poga: uvma ao lado da ocuitra ¢ decidinde de qus_
Flecha ten=ge necessidade para ter e opzrader mais vuvriteo.

Quadrimath

Todos o jogos indicados acima podem sey Jofadps cem

2 quadrimath mudande oz operadorss em funcao dez atributes,
Capitule 3
Relagdes.

Nés jé falamos sntes de relagdes e come a idéia de re
Lacéo 3£nud$maaﬂsl“ea'%hd&vativiﬁadaematemé%icagconsagramos este cai-
tulo a descricdo du emprege do Trimath e Quadrimath ne estudo das rela

s%es em situagbes préticas,
Ume rolagae ligs sempre 2 “coisas® peferinde«se ases

atributos dessas coisas, Por esxemple:

Se ég? & varmelho

e m & vermelhe

pode-se portante dizer que 425 tem & mesma cCer quo ZZZEX



L
A pelache Gue existe entre ebjeteos € paturalpente &
\melhar maneira de imtreduzir = nec@e de relac@e. \
a)As welagdes "igusidade® "nie igualdade“(relagees de
equivelénein,relag®ss de difersnga).

." i- Pede-se jegar muises jogos uiilizande estas rela-=
gées . Utilizando todas as placas Trimath de umm mesma cor.Colocacse uma
plaes em esds espago,de tal mode que em 2 espagos vizinhos nfic haja Ja
mais 2 placss da mesma forma ou tende © mesme pumere de fures.

Pode~se¢ arrumar s placas segunde uma =6 diferenga ©

entre duss placas em diagonal?

2)Utilizendo tedas as placas Qu&d?imath tende vm fuvre,
coleocé=las nos espagos de réde abaixe,de tal wmodo que jamais 2 placas
da meswa cor ou da mesy® ferma ostejam em 2 sspages vizinmhos,

b
e

Pede=se colocd-las de tal mode que exista iguslmente

uma diferencsa e wme 50 ns divecade indicada pelas Flechas?
3)0¢31izande tedas as placas Trimath do wna sé cor

goleca uma pega em cada aspacp ds tal modo que entre as placas ligadas
por estes flscha nfieo haje senme uma diferencga ¢ que entre as placas
ligadas por esta flecha existom 2 diferengas., ;

/__Qs?'ﬂ&
A

fgﬁf _ﬂj‘ s

: : ‘ ' h}Utilizande~tndas as placas Trimath de ums mesme eor,
celsca uLa placa em cada espage de a2l modo gue nido exisbta senfio uma di

ferenca hntra esta placa ¢ asguels gue se encontrs ao lade




§) As placas deo Trimeth ¢ do Quadrimaiipedem ser utili
zadas payra jodos deo denind.DeiZa=-se as placas em pilham,Cada jegader
por sua ves escolhe uma placa para eclocsyr em relaclo com uma placa j&
adleeada,de tal mode gue exi st entre duas placas sompre uma diferenga.

L\ bHesd o) m

(Observar que as placas assinaladas com uma flecha di

ferem de uma sé meneira porque slams tém um numereo diferente de fures,
mas #8m & mesma ferma @ a mesma COT, ).

Pode«se naturalmente, jogar outras variantes de dominé
utilizando 2 on B‘diferengas.

Relagees de ordem,

: £ uma ceiszas mestrar que dois objetes sao difventes
um de outrse ¢ uma coisa totalumente diferente coloca-kos em ordem.Na ma
ier parte des casos,as ordem é arbitraria.Nae ha,por exemplo,nenhuma ra
%;G que justifique gue as meninas deixem & classe antes.dcs menines , s8¢
isso hao esta se rnferindo as regraa da polidez Algumas ordcns sao con
vencionnis,per exemplo, a ordem alfahatica Entretanto, orders r objetos &
segunde sceuw pLse & mais praximo da ideia fundamental de ordem.Todas as
relacoes de ordem que se pode estabelecer com Trimath e Quadrimath s&o
arbitrarias.Isse significa qgue as criancgas terso que definir slas mesmas
um critéric de ordem, Por exemplo,utilizando todas as placas Trimath de
uma mesma cor,pode-8s decidir gue os triangulos precedem os papagaios e
estes precedem os trapezios "chapeus”,De outro modo,pode«=se decidir que
as placas sem furo vem asntes das placas com 1 furo e estas antes das pe
cas col 2 furos.Cis aqui o modelo de um arranjo segundo este critério:

A&O@Q@l@

A e

1) Utilizendo todas as placas de Trimath de uma 80
corgcolociqlaa nos diferentes espagos de tal modo gque tenmha umes ordem e

que forme um "modolo",




B 6 -

i vaturalmente uma tal orientacao permite uma variedade
e - iy 223 . o, L % - 3
de& diferentes interpretagoes. ,entretaunto,:Urpreendente constatar quane=

tas eriangas arrenjarioc as placas va maneira seguinte:
AN AN
B

1@

vermeind qzu) amareto
& ordem pode ser modificada,pedindo-se talves,que as

»

placas sejam definidas pelas formas dadas no diagrama acima.lode~se acei
tar nao importa que arra¥jo onde as linhas se jam definidas por uma for=
ma.Da~se o mesmo se houvesse escolhido o atributo "ecor",

£ importante reconhecer que nenhum arranjo & "mau®
mas que alguns sao melhores que ocutros. Se,por exemplo.&8s placas marca -
das A e B fossem mudadas no diagrama acima,o conjuﬁto das placas seria
ainda ordenado peles furos,mas nao pelas formas.Vemos ,assim, que a ordem
implica numerosas variaveis e talvez parcialmente completada se nos refe
rirmos a algumas destas variaveis,mas nao a todas, { :

2) Utilizando todas as placas Quadrimath de uma mesma

cor,coloca~-ias nos espagos para ter uma ordem, "um modelo” For exemplo:
i itie
£ IS
(e){{d] 3
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3) Utilizando as placas Trimath sem furos,coloca-las
dé um modo conveniente,uma placa em cada espago.
Este arranjo tera uma cor diferente em cada coluna,

mas a ordem destas cores é,de fato,arbitraria.

ARVCRE

ity

A utilizagao da arvore para por em evidéncia uma re <
lagao de ordem esta estreitamente ligada ao arranjo linear descrito aci
ma.Consideremos,por exemplo,a ordenagao das placas Trimath vermelhas e

brancas,nac tendo furo.Um sistema de caminho conveniente e o seguinte.
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ﬂ{\h U resultado pode ser o seguinte,mas,bem entendido, ha,
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\alnda,neste csso,varios solucgoes aceitavedls,
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Se se muda a arvore como abaixo,resulta um arranjo di

Lo N

Abaixo,descobrimos sisitemas mais complicados'que podem

ser desenvolvidos a partir das ddeias simpies que descrevemos,
: ‘l) Utilizando as placas negras e_vermelhas de Quadr;w
math,coloca=las na'extremidade de cada caminho segun&o o8 atribuyos ine

dicados,

Utilizando as mesmas placas,arranja-las ao término dos

¢caminhos indicados no diagrama seguinte:

Ny
\ ;

\
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§\§ Lsta claro que sxiste uma grande variedads de arran =
o8 de modo que um modelo pode ser reconhecido.Cada um destes arranjos
corresponde a uma owdem que se pode utilizar ‘para descrever o m®delo,
2) Utilizando 3 corgs daus placas Trimeth,arranja~les

na extremidade de cadg rua abaixo,com 0 mesme genero de regras que antes,

A arvore da uma excelente ocasiaoc para discutir ldedas
que se referem & figuras significativas.Suponhamos que o arran.ic seja o

seguinte:

Aa@ 4\,&.0 & A0 /M.\o @g@ &f.a AaG A Ao

pce\-ow qr.ul ,-’verme!ho\_'
y

azyl

: ~Imaginemos gque o diagrama represente 0 mapa de ruas ou
de caminhés em um jardim zoologico.A entrada se encontra na base do dia
grama .Cada placa representa um mure. :

C leao vive na jaula vefmelha £8)\ .Como podemos encon
tra-lo partindo da entrada e como nomeaxr os caminhos tendo como auxilio
seus momes? Naoc & necessério;digogdificil de ver gue®necessario seguir
a rua "1 furo"logo,ao primeiro galho tomar a rua "vermelha" e logo a
rua "chapéu”, Assim,as direcgdes sao: "um furo" - "vermelho" - “chapeu".

A primeira destas informacoes €& a mais significativa e a nltima e muito
menos. A ordem na qual as diregoes sao indicadas e importante porque 2
primeira decis&o deve se referir ao numero de furos,a segunda a cor e,
assim,sucessivamente.Todo ¢ erro Teito por ocasiao'da primeira dire§50
teria por consequencia uma warcha muito longa,mas as corregﬁes necessaws

rias,em casc de erro na ultima direcgd@o seriam relativamente curtas,



Relacoes de tguivalencia.

Coloquem as placas do Trimath e do Juadrimethem pilha
de modo que as placas de mesma cor estejam em conjunto.Uma tal atividaw
de deve dar sequéncia a atividades permitindo as cringas descobrir o
que @ igual ou nac igual,isto &,as relagaeé ég equivaléncia ou de difew
rernga,porque nds estamos no segundo nivel de abstragéo.A relagio "mesma
cor,mesma forma gue" & chamada relagado de equivaléncia.C resultado é que
duas placas escolhidas na mesma pilha satisfazem a feiag&oquma vez que
2 placas escolhidas em.pilhas diferentes‘nad a satisfazem.

‘ A particdo de materiais em classes de equivalencias e
um aspecto essencial da atividade matemética For exemplo?é exatamenﬁe @
esta idéis que se utiliza na adigao de fragoes comod ﬂ% 1 ., onde éncon
trar o demominador comum,é um instrumento para nos auxili&t a escolher

uma fracao conveniente da classe de equivaléncia conteumo 3 .

5

‘Esta claro que muitas outras relagoes de equivalencia
sao poss{veis com o Trimath ¢ o Quadrimath e, com efeito,todas as relas=
¢oes "ser semelhante"” descritas acima s8o relacgoes de equivalencia,quagi
do se as aplica as placas de nosso jogo¢Natura1menfe,n50 é sempre o Caso
que se utiliza outros materiais,

As classes de eéuivalancia estabelécidas segunde a re
lagdao "mesma cor" podem ser utili mdos para outras atividades.Por exemp
plo,escoihaidq somente uma placa de cada classe de equivaléncia,jog@x'o
jogo de diferencga descrito anteriormente, i igualmente‘ﬁtil ordenayr as
glasses de aduival&ncia segundo uma certa regra e logo ordenar as pia e
cas nas diferentes classes ﬁara gue elas formem uma seérie linear comple

Tta, ; s :

Capitulec 4

- .
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Simetria

As placas Trimeth e Quadrimath tem um grande‘nﬁmefo
de aplicagoes no.estudovdas relagdes geométricas,especialmentévéxaminan
do as diferentes formas de slmetria As criancas muito pequenas tem ja u
ma certa idéia da reflexao,todas as propriedades da refilexdc nao sio to
talmente conhecidas. ;
‘ Para comegas de maniera simples,pode-se convidar as}
eriangas a~tomar uma placa,vermelha por exgmplo,e a colocarvum espelho
de um lado,liogo a exéminar a reflexib:no eaﬁelhdwTomar uma placa branca
econveniente e coleocé~la atras de eqpélhb para que ela fique igual a ima
gem no espelbho,com excecao da dor.Logo colocar o espelho de acordo com
08 diferentes lados:outra placa'é,éntéo,colocada né-nova poéigﬁo conves

niente,por exemplo:
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Aespetho

espelho*’ﬁ :
16 placas no conjunto Quadrimath foram concebidas de

tal modo que sao assimétricas,.,Sac as placas com 4 FTures.Sao as unicas
placas gue 8 preciso girsr parae obter um arranjo conveniente de furos,
Este fato pode se facilmente descoberto examinsnde as simetrias das pe

gex com o auxilio de um espelhoc colocado de pe.

olo/ : Q

K espelho

R espetho

Podevse construir muitos modelos utilizando um espe

lho e formas de duas cores, Por exemplo:
| € espetho

Utilizando uma segunda linha de reflexao,pode-se cons
truir modelos ainda mais complexos.Colocar as placas corvetaménte e ma
is facil se se formece uma rede conveniente,mas se deve prestar aten =

gdo particular a posicé@o das placas tendo 4 furos.

Veirmiethe

&

d"?° N espe&ho
%

Anlacelg

& espetho
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liar a estabelecer a posigdo o reflex&o,

uii

& BT : ¢ =2 &
:‘:\ : Descobrowse as uropriedades

espelilic,..le
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. > e 1 oy
ca reflexao das Z manei

Jeve nos auxie

2¢ « sem espellho,quondoe se trata de imaginar a posi

¢So da reflexdoc relacionando uma placa dada e logo {talvesz)controlar eg

ta posicdo com o auxilio de um espelho.

Identificar corretamente a imagem sem o espelho uma

indicag@o importante & respeito das atitudes,de compreensan

principalsente nas situagoes mais complexas,

ada crianga,

Com as placas Trimath, & possival utilizar 3 eixos de

simetria a 60° um em relagdo aoc outro,Um dos arranjos possiveis é dado

abaixo:
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As placas Trimath e 1uadf{g$§ﬁ759 prestam utilmente
4 exploracido da simetria do reobagio.lestes ééscs.as mesmas redes podem
ser utilizadas como nos exercicios'sobre a reflexéo,mudando as regras
naturalmente,ara as placas ﬁ&adrimath 2 linhas no angulo reto oferecem
as mesmas possibilidades,mas é preciso,evidentomente explorar as linhas

gue se reengontram mes ousros angulos.Uma situegao pode ser a seguinte:

As placas Trimath que existem em 6 cores permitem o
estudo das rotagoes repetidas por 60°¢Ver ¢ modelo abaixo:

Descobre«se que estes modelos de simetria reflexiva
contem também algumes rotagdes.De fato,e impossivel construir reflexo-

es.As reflextces sucessivas em uma seérie de linhas paraleleas produzem
uma translacgao.

Utilizando as placas Quadrimath,pode-se demonstrar
que a simetria de rotagac para 13¢% o a roflexdo gobre um eixo implicam
necessariamente a reflexao sobre um seguﬂao eixo em anguloc reto om rew
lacBo a0 primeiro.lsse resultado pode ser sstendido para cobrir rota =

cdes a 120%° ou outras rotacdes 36¢°7
. s
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As criangas gostam muito de fazer mode}os com &8s pla
cas Trimathie uadrvmatneuntra as paauutas interessantes r91d31onauas
com as possibiTiuades de modelos ha un que e de saber quais sao a”
formas queguniliaadas sos aao um’ calcamento tendo um certo numerc de
formas wmais int erBSSanteq para. pavimentar que o quadrado trad101ona1?
Cutrs pergunta:é pOSQ{veI cobrir uma superficie uti iizando todas as pe
gas Trimath ou Juadrimath de tal modo que nao haja espago vazio cont &
excecaoc dos buracos?lsta perguntgvno caso de Trimath conduz & toda uma
variedade de molugoesz possiveis.

Uma destas sqlugaes permite colocar todas. ss pegas
em um quadirado deo quai o lado tém 5 wvezes o comprimento do triangulo.
0 perimetro minime para um tal arranao parece ser 19 vezes. o lado do

tiranguio, mas isto pcderia sexr muito riencs gue aquiloq
: Genglusdo

Este. livrinho nao tem’ pox finalidade tratar de uma
maneira exaustiva a &plicagao de jogos Trimath e ﬂuadrimath Se tives =
semos exito em dar ao 1eitor algumas ideisa sobre a. varleéage das uti-

lizagoes atingirmos nossa finalidadeéﬁ certo que o leitor descobriral

multas cutras possibll*dadesﬁ
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