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9, LES JEUX DE "QU...O0U"

9.1. Primeira versfo

4 e um conjunte n
Podemes jogar pedindo As gri::g:: :;r:u%:i:rpor'exonple. =i
ne qual eada peca &, ou uma dcterni:au: Tests #hln » vask vae f ou i
demes fagzer as urianqas_colopar;n ; Sudradlwis Bide 1> pura s Tolgn,ue
uadrade eu que § amarela. Se ela § q - € us quadrado anarelo, ela
:1: é amarela, também. Isto signifieca qg: ::&a il g igrattm i el
PRES NRMEMRANIOE *1 PEra 6 Awughs Quan‘l uer que seja a2 peca retirada d
lasnge foli celecada ndle, & clare que gqualg f o contefdo do lence
¢ g°» § WA SouE Wh ax qoabiate on WOl ARSAN- t terd o atribu
r:prozgntarl um eonjunte tal que cada um de seus elementos N u
te gg.aaezzléi%g’gg:azﬁggi um quadrade 8§, nut:rainen:;; :2 giiigzi: ;2.5
marela,Iste yarece a prinefpie um poﬁizi;::zt :: ;oggc ® escondidas e po
kg -: 3:”;;‘?;¢:: ;;:::a::rou amarela?” Blas voluntiriamente,con
SHRSS SRy » ' la € quadrade, ou amare-
cordam,Assim, elas podem olhar a pecu e ver se pam 2 < =g
la, eu o8 dois a0 mesmo tanpo.Ent!oi'%gagizir::;;: E;::rged;ager rogag,
SES Su S ﬂﬂ,quadrado s b t8n diante dé; olhos a pega, verifi
NEN eomo ela &, de Tato, quande elas t8m . ol (3
ean que 3da pessui um ou ouﬁr: mt:ihuto,dou o8 :;i; ;; :;;zggas :a;u'ti~
a parte do j8go, podemos pe
rarem de 1.&2: aziugicapquo nlo‘g fn;rela.ﬁvidentenento, t8da a pe¢a que
a8 o § amarela, & obrigatdriamente, um quadrade.Todas as pecas nSe amare
las serfle retiradas e as eriancas fiearflo surpresas ae aenatatarog que t
todas sfle wArades, Assim, as pecas do lence t8m o atributo "ge nie ana-
relas, ont‘g quadradas”".Rlas poden,entRo,ser recolocadas ne lenco s po-
demes pedir ‘l erianga s para pegarem as pecas que nfle s¥o quadradas. E-
las verfle lege q ue nfle sfo quadradas s®o amarelas, Assim, %odas as pecga
que estBo ne lence t2m o propriedade:"Se n%e quadradas, entle, amarelas",
Eata § aitdda un soduglo que as eriancas terfle feito de um emuncia.
de "ou,..ou", ,§%f¥§§§% 0,a88im,a8 deducBes rudimentares feitas quandoe e
la 8 jegaram o J8ge da Negac®e. Isto significa que se uma situac®e "ou.,
ou"” Propesta, entfeo, uma 8ituacRe de implicacBo node ger dwduzida, A g
situacfle "eu...eu", aqui, & que e¢ada coisa que eastd dentroe do lengo &
"ou um quadrade ou amarelo",
. A8 situacBes de implicagBe sfo "se nfto

do","genfle quadrade, entfo, amarele", Estas implicacBes 8%o deduzidas da
situagBe "eu bem ....eu bem", As implicac8es em si, sZ%o as propriedades
dol‘ooldustqnvno lengo e g dedugiio nlo & em si uma implicacfo. ¥és dedu-

£ uma implieag®o de um atribute "ou,..ou", E’a Primeira fes que serd
Teita una deduc® o de uma implicac®Hoe.

Serd interessante olhar as pecas que
pecas aflo 2o mesmo temn

amarelo, enjla,.quad:

n8c estfo no lenco. Nsga-
"0, nfo amarelas e nfle quadradas porque todas as P
(a8 amarelas assim como todas as pecas quadradas feram colocadas ne lene
¥ 09 estas que nRoo estfie ne lenco sfle "nBo amarelas & nfo quadradas”, gs.
. oim, o gonjunte gue fo: Asixado fora 4o lenco £ um conjunte "e". Bstas p
PeCas que nRe eatio no lenco t8m o atribute "nfe quadrado on n¥o amarelo"
que & o mesme g tribute que "ae mesmo tempo nfle quadrado e nflo amarelo",
Nés, aqui, neva mente deduzines um atribute ge outre atributo, fete atrs.
bute £ a negacfe do atribute "ou...ou" e nés vimes que esta ne B0 &
atribute "e" gag negacdes dos atributes constituintes d a4 Eo
ou”, | ® afribute "eu.,,



P i
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‘; rag de uma disjuncte € a canjungl¢'¢anegacle does atributes da dis-
junclie; assim, "aRe quadrade eu amarele"” £ id®ntice a "n¥o guadrade e #

anarele". ; o

: Podenos entretanto cemplicar um pouce mals construinde um ¢
eonjunto "ou...ou” no qual j& h4 atrihutes de negacHe. ¥ée rodemes dizer
que desejames que al:uém coleque ne lenco pecas que sejam "ou azuis eu n
nfe trifngules".T8da coisa azul pode ir pa ra o lence eu t8da ceisa gque

- nfe & trifingule. Tsto signifieca que se pagarmes de lengo um trifinguloe, 8-

[aas Y

le serf necesslriamente azul, e 8s nds tirarmos uma pecs que nfio & azul,
ela serf necess¥rismente, um n%e trifingule. Aqui ainda nés deduzimes im-
plicagBes a pa rtir dos atributes "eu...ou" e leva, de modo mais geral,
a sneontrar nesse caminhoe ne ecélecule de atributes. :

9.2. Versfe eompetititva

_ 0 j8go anterier pode ser ternado comnetititve Ada mesma man
meira que o3 outros pedinde para as eriangas colocarem as pecas, uma a -
pés eoutra, no lengo. Novamente cada Jegador tem o direito de criticar o
Jegader precedente e pretender que tal pega nBe devha ter sido colecada

. ne lenge.

Juande o lence estd completamente cheio, podemos decidir qu-
a8 eriangas deverflo propor certas perguntas ou dar esrtas ordens que im-
pliquem eceortes atributos que nf¥le estavam ineuides na ordem, Por exemplo,
a propfaite de lance que contém as pecas que sfo "ou azuis ou nfle trifn-
cules”, & pessfvel,formilar uma ordem tal g¥¥ come "Retira do lence u=ma
poca que & tal ou tal” de rmaneira a ser certo que esta que val ser retis
rada tenha um eutro atribute que nfle est4 incluido na orden? HE K evidente
mente, duas maneiras de fazer iste ne casc de um eonjunto Bou,.ou".Néste
easo ende t8da pece & "ou azul eu nfe trifngule" se alguénm pede um srifén
gule, entflo, 81e sord aznl. Se vedimes uma pece n¥o azul, entfo esta ser
uma peca nfle trifingule. Se ao contrério, pedimes uma peca azul, ela nece-
sarianents,nfe serd um trifingule, ela poderf ser um n¥o trifingulo. i
HE duas maneiras de pedir para retirarem asg pecas de um con
Junte " eu...eu" pa ra gue resulte que um atribute n¥le incluso na perguh
ta define a 8 peges retiradas. Para tais ordens nés podemos escolher, a
partir &Qtiois atributos azul e trifingule & de suas hezaq&es, entre as g
:3;3!04;r::noaqu: :;ﬁemldeeerrerzl) um azul, 2) um n¥e aztl, %) um trifn
. nfe trifingule. ' : G
Duas deatas perguntas conseguem & duas n¥o conseguerm, iste ¢
duas dentre elu s implicurfio alguns eutres atridbutos e as ouiras duas =X
nfle. B assim, que pegirzlRaniv%e un trifngule” significa que serf resiraé
de um trifingule que serf necessdriamente azul, mas a ordem "Resira um n% -
::i: ngulczuligzif:a; que se retirard nor certo um nflo trifagule, mas qu-
asul azul,
As ordens que darfie os pontes podem ser.
ue impliearfle inevitavelmente uas eQ;te atrgbute nﬁe'iz:{uggaizlg::::::a
AQ ui & erdem: “retire um trifinggle” »orque ela darf um tri&ngule‘nooc‘
sariamente azul: se trifingule,entfe,aszul.) Tste agucard o racioefnie das
:;%;:2a-§of=;::;;;r§ gragansi manisulacBo wue aenvre acompanha Asses exs
'y @ relacoes entre os atributes "ou...ou" e os atribud
tes "ge, ssOniRe", :
: Para torna r #sts jbze mais diffell seris
POT um eenjunie vermelho e quadguzo e de continuar e:a :.;z:v;ing;::c::
te sonjunte que 6 "ou nllo vermelho eu nfe quadrade", Negte ﬁin%ng-coujui
te %em ou bem pecas nfle vermelhas ou bem Pecas n¥o quadradas, Podemes ba
‘1§i por exemple,"Retire unma peca vermelha" e, enifle, naturainentn, 1::%
Ser& uma peca nfle guadrada, Ou, nés tambfm podemes dizer:Retira uma pe-~-

a quu " ;
z. q .‘!“I e, entlo evidentemente, iste serd também uma.peca n¥o ver-

N

O J8ge pede mer ternade ai a mala diff '
: VIR T e MAD AT IO T LD TUTE '?gjﬁnde na direpd
inversa e parsinds’ dewn oy ggﬁﬁgﬁﬁqggxﬁthf“ae gartir de un eonjuﬁtz

- et teds
®u.,..0u". Chamaremos atencle que_Yodo comjunto “e" tem um eonjunte com

plenentar "eu....ou" e todo confunte o Y
sws nie cemple "eu,..ou" tem um eonjunt
eomplementa r "a", Hstas regraa‘;ggghas 880 habitualmente chanadi.nr:gizn




" £ S .3- : Y
de De Mer, por sausa (d'aprés) o matenmdtiso A%ste noms. Podersmes Jo=
£ar on Jogzﬁ'unjn finalidade seria a sprendizagem das relagBes de De Mor

“l' 08 joges de “ou...ou" de "se,..8ntHo"” podem ser praticados
servinde-se de situagBes definidas verhalmente. Quande as eriangas thm s
- sufieliente prétieca dos bloees, elas se tornam eapazes de aplioar as re-
lagSes assim pprendidas a sutras nituacagi. Podesxos pedir-lhes para pen-
sarem om situacles "se,..entfe” gue elas dpliecarfio sem errar, |
' . Uma erianca poderf dizer:"Se chove nosssa garagen é imundada"
Nés pedemesn sugerir % erianga; & garagem estava inundada ums manh#, podem
nes dizer qualquwr esoisa s8bre a schuva dessa manhf? Se a arianga diz "sim
ehoveu", ela tem neecessidade de uma prétiwa suplementar de situagSes con-
eretas " me ,..entfo”, io eontrérie, se ela diz:™0 vizinho tinha molhado
& garagem” eou qumlquer eoisa sehelhante, nés #saberemos que ela compreen-
dou a nle-inevivabilidade das situacSes "se... entle". A ; |
 De sutra parte, se nés sugerimes que a garagen nfo estava i-
nundada, entle,n%o pode ter shevide, porque nés sabemes que @e tivesse ¢
- ehovide, entle & garagen teria side inundada, : :
. 0 desenvelvimente mais agentuade de um tal ragiocefnie formal
é deixade = o estado seguinte da sdueaclo »riméria,

9¢3« Canjunte GORPLKKSNTAR de um GOH?UN?O "ou,...ou"
. Temenea un'oonjunto "ou. . 0u”, por exemple:
‘ "eu vermelho ou redende",

Entrariam n®ste eenjunte todas as pegas que sfo vermelhas as
oim eome tedas as Pegas que alle redendas., Nesta maneira e atridbute ser
"ou vermelhe su redonde” meris Teyresentade f{sicamente »slo conjunte com .
poste ddstes objetos, Perguntemes, agors,quais ebjetos eat¥o no eenjunte
eomplementar? S%o as petas que nfo sfe nem vermelhas nsm redondas. Ou, de
eutre mede, o conjunte complementar eonténm a8 pecasa que 3o "ao mesme tem
pe nllo~vermelhes, s nlo-redondos", el : \

Podenos pedir s eriancas para fazerem o eoenjunio “eu verme-
lhe eu redende” », enifo, ver aome elas poderiam deserever o eenjunte deos
bleses gue foram deixades noe exterier de genjunte "vermelho ou redendo".
Podenes preper uma pergunta eomo: " ue podemes diger 88bre todog elemente
de eonjunte de blecos que nfie estle noe eonjunte "vermelho ou redende"?is
eri a8 deseebririam gue tode alemange de aonjunte eomplemantar nfo 4 v
Yernelho, Elas deseobririam tmehéx que todo elemento do eenjunte ecomple -
mentar também nflo & redondo. 2 »orgue fede elemente do eonjunte eomplemen
~%ar & "ao mesme tempo nfo-versmelho e n¥o-redondo®,

Outres eonjuntos "ou...ou" podenm ser realizados e es eonjun~
tos ecomplenentares ex nados. A primeira eirsnga que pode emuneiar o que
pedsnes dizer "ae mesme tenpo” dos elementos do eenjunte complementar § o
Yeneedor. Xla § que Prepera‘um eutre econjuante You...ou".Deate mede,as eri
angas se dfo hem conta de que o aonjunte eomplementar de um eonjunste “ou,
cecou” § um econjunto "e", Alguns alunes mais brilhantes conseguen desco -
brir que & & negac8es das propriedades que definem o eonjunte "eoun,....ou"
dcv:n ser $ra nsformadas e» eonjunte "e" para definir o eonjunte comple -
neasar,

9.4 Cemjunte COMPLEMENTAR de um GONJUNTG “ev |

: Censideremos um econjunte "e",por exemylo, *aznul ® gquadrade®,
Qual € ¢ eenjunte eomplenentar dtqts,og;;ugt,ivr“g , ‘ ,

: , - Bate oonJuﬁiﬁgﬁﬁﬁfiigjﬂﬁﬁ!;gﬁg@iﬁﬁhh quA e8o ou nYo azuis ou
nllo qu;lzulo:.?odgnau yroporhﬁl*bﬁrgggﬁni"unnia 88 700As do eonjunto coms
Plenentax?"se a erianca niie respen ® Bolemes ajudé-la werguntande "t8da a
veca §,.,.7" parando ante a Pequens BATAVra "ou"mas a Bugerinde, se for ne

eesnério.Assin, serd bem compreendida sue % Proprisdade possuida pelo conm




Junte eemplensniar ds um eonjunteo "e" pede ase sxprimir pelas negacBes de
"ou...0u" das propy riedades determinantes do eenjunto original., ¥m eutres
thrnes, dizer'nfle azul"e"nfe quadrade” £ a mesma eoisa que dizer “ou nfe
azul eu nBe qua drade”.

. O exerefecio pode ser transfermade em j8ze da mesma maneira
que © precedente, )

10. 08 JOGOS DAS TRANSFORMAQUES

10. 1. C J8go de reproducfo ou aépia. :

f£le £ jogade con duas eguipes que se defrontam, cads uma dis
ponde de uma saixa somplei: de hicees légiecos. Devemes cuidar para nfle =%
nisturar ea dois conjuntos de blecos e verifiear que nfo fzlte nenhuma pe
¢ca num eu neutre.

A primeira reproducfie seri svidentemente uma forma de resredu
¢le id¥ntiea, eu dite de outra forma, eépia: uma equipe farf uma determi-
nada eonatrucHe, nKe imports qual, cem o8 hloeos, e a outra egquive deverd

- reproduzf-la sxatanente, isto €, eopid-la.

; Algunas eriancas de einco anos e mesmo de seis anos acham ig
to na verdads muite diffeil. % prudente limitar a 5 ou 6 o ninere de peca
da primeira sonstruglo. Se um modelo & feito por uma equiye, a afpia exa-
ta, para a eguipe gque se enconira em frente apresentard alguma difieculdad
de.Para ajudar as eriancas nste exercfeio # neeessirio que elas possanm s
se coneentrar s8brs as relacBes espaciais enfire as pacas. Resulsard,entZo,
uKa aprendizagem importante. Nesde que as criancas saibam reproduzir ums
sonstrucle com preeisfo podemes cempliear o sxercfeioe; ror exemples, pode-
nes desidir gue 2 mesna construcBe deva ser Teita, mas cadas vez que uma
peca azul for coloeads de um lade, uma veca vermelha (mas da mesma forma,
4o mesme tamanho # di mesna espessura) deverf ser eoloeada em frente; e,
paralelaments se uma peca vermelha ol posta de um lade, entfe, uwra peca
agul (mas da mesma forma, do mesme hSamanhe e da mesma espessura) deve ser
eolooada do outre.ilemt Alfm de que a uma peca amarela gque § coloeada ds u
us 1la de daverd corresponder uma peca amarela de outre. Assim, a estrutus
ra serd refreduzida exatamente sem a diferenca das bimems pecas azuis ¢
das pecas vermelhas que serfie inZervertidas. Areproduc¥o voderf avideates
ments ser feita de uni maneira diferente, asecolhende uma outra sombinag%e
de adr. (Bde as eriancas comecam a pensar em usma troea de ebr, afelies,por
exenplo: eads azul de um lado poderd ser suhstituide de outre lade pela =
LT3 ES & A 8 vernelha, ecada vermelha pela mesea neca mas amarela » caé
da . pela mesma peca mas azul,efe... :

o s H& muitos outres jeges de raproducle mossiveis, por exemslo,
eadn pega grande de ux lade pode ser substituida POr uEa pequena, eada
PAq Uena por wma grandey ou esada esphssa por uma delgada, cada delgada
POT Uma esphasa eu bem podemes fazer duas destas trocas de atributos a0

nesne Sempe, eze,

0 J8ge poede complicade Sante quante as eriancas o desejem e

: :otg_qc*xgrnnr muiteo esompetitive. 2 uma intreducBo importante A id&ia de

que pede mesmo eonduzir as eriancas A descoberta de algunas
ades dos grupeos matendticos, :

las propr » &
de trés equipes jogam um jdg0 de reproducBo serf nSste easo,

~@em %rBs eonjunies de blooos légiees. EntBe A pods oonstruir o edirfelo,

.fﬁrjqih,atyrodnsiolo segundo uma eerta regra e depois C pode reproduszir B

uma eutra regra. Podsmes perguntar As eriancas qual & a regra gue

 permite reproduzir A em C. Bate axerefcio as fard entrar mo domfnio da x=»

© 10.2. Dessnvelvimento do j8go de resreducfie

i

Sesria das transfornaces,. Vaturalments, as quatre formas podem ser Lrocs-

das umas nas outras, e muitas poessibilidades poden ser tentadas,por exem-
ple, oa quadrades podem ser srosades em Srifingules e 08 radondos em retfna
gules; quatre eombinagBes efeclicas poden tanbén ser ensaiades, ete...

CNQLEY.

L. Yones olaramente que o {8z0 de peproducHo contdnm os germens
de uma a Sivikade’ watendty \ﬂugﬁaatm;fa&i. ¥ ”!!"8&%?%:“ ”tmafoma:ie, ou
funclie que eria uma situaclo a »:
néste j8go. ¥m outro, a eombi
eluse ceme, por exsmplo, se o

riir de uma eutra situacBo estd inelusa
o 8¢ tals transformacBes estd tarbém in-
A enti_roproluuidaqpu B de ur certo
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f : em C de nutra maneirs, a gquestfeo & saber como o rupe A foi
::::;f:;::‘f en U, B a ecombinacBe das duas reproducg8es. S & e
Talvez que niats estade, em lugar da palavra resreducde,pes

S2mes eomecaAr a empragar a palavra "transfermacBe”; nBe 2inds com as eri

t " : desericle des jeges. |
B “ . "fononcss por sxintio, a transfermacle que muda o azul em ve
melhe e o vermelho em aziul e deixa e amarelo ssm rudar e a outra transfe
fermac%e que repreduz tude exatumente., Certamente, se contiuuamoq,g faze-
uEa eu a outra dessas transformicBes, e Talvez uma dentre elas multaz ve
zes seguidas, depois eutra muitas vezes seguidas ete.. nés tcrcng:»a-nim
exesutade multas vezes uma sueessfo de transfermac¥es tais que o todo,dl
time eenstrucSe pode também ser obtida a partir ds primeira mas nfe uma
e una 86 dessas transformag¥es. Com efeite, a repreducfe "eopia" simples
mente, iste §, as edres fiecam exatamente as meswmas; de outre lade, a troe
ea & zul-vermelhe troea simplesmente o azul em vermelhe » o vermelho em
azul, deixande e ame rele sem trecar; se bem que quando essa treca azul-
vermslhie Tei efetusda duas vezes nés voltames X situacfio de origem, As
erianca 8 ae d%0 eenta que uma eépia seguida de uma treea azul-vermelhes
preduzirf uma transfermacfe cempleta de azul e do vermelho; e gque uma t
treea azul ou vermelha seguida per eutra treea azul en vermelho preduzi-
rd uma neva transformscfie que equivalerf X ebpia eu, se gquizermes, uma e
edpia seguida por uma dupla transfermacfoe serd evidentemente, equivalens$
%e a uma simples eépia.N80 &, por eerte, nesessérie sseolher uma treea a-
zul em vermelhe geixandeo o amarele sem treear. Pedemos esecolher a treeca
vermelhe em amarelo deixande o azul sem treear, a treea azul em amarelo,
doixande = vermelhe de ladé.R elare que s6 hf as tréa maneiras deseritas
de fazer as transformacBes de edr. : '

10.3. Jeges efelices e inverses. .

: HE naturalmente, transformag8es efeliecas, por exemple, o Vv
vernelho pede ser transfermade em azul, o azul em amarelo, o amarele em
vermelhe na transfermacfo de uma eonstrucle em uma segunda eonstrucse.

Se¢ nés transformames entBe Bsse segunde ediffcio em um ter
seire ediffeie, pela troea, desta vez de t8da a Peca vermelha do segunde
ok PpecR azul de terceiro ceme de t8da Peca azul em peca amarels ¢ de t8-
da peca ama rela er psca vermelha ne terseire, qual transfermacse reali
Zames guando passames da »rimeira eenstrugle A tereeira? : )

\ ' Entretante, n%e se trata mais de "transformacBo-cépia®,di-
Ve de sutre moede, ¢ tereceire ediffeie nflo tem, para cada uma de suas fer
Ras, as mesmas edres gque o pyimeire. : 2

Pedemos eonstatar, eem efeito, que as pecas amarelas de »r
meire feram trocadas em pecas azuils ne tereeire, e do mesnmo mede, as pe-
¢as azuis em pecas vermelhas e as Pecas vermelhas em pecas anarelas ne t
$oreeire,

A transfermacfe do ediffeio 1 em ediffeie 3 & exatamente o
epeste da transfermicfe do ediffeie 1 em ediffeio 2. Iste 8ignifiea gque
se nés aplicames ne ediffeio 2 3 transformacBo 1 -43 que yermite passar
lirc{glcnto do ediffeio 1 ae ediffeie 3, nés ebteremos a ebwia do ediff-
ele 1, : &

: - Cem efeiite, na transfermac8e 1 -33, o vermelhe nuéa em ama
rele, o azul muda em vermelhe, & o amarele muds »ara azul, 5
Se a apliecamos ae ediffeie 2 resulta: es azuis tpweam para

vermelhe, o amarele azul e © azul por amarelo;onde se v3 clara
8 veltou ae ediffeio 1 do prinefpio. f“‘”L;hﬁgﬁﬁaxg =

Em resune:
ediffeie 1 ediffeie 2 ediffeio 3 velta ae ediffeio 1

v > a SAN ~mm D> F .Pli.; t:‘anlfmg@ﬁg@]_ -3
- _f'm‘ e i aplimada ao ediffaoio 2
g PECE DRI DL ELTIn B PrecCT-DARRLGTEYC B COTIOEY .

Un par de tEi8 transfs
a esutra preduzem a "$ransformacty

,ii;¢t‘§ que gquande aplicadas fima apé-

» b=88¥ia" s8%e ehamadas inversas uma da ou-
tra. A matemitiea estd cheia de kaversas.A pritiea das overaces inversa-
» & sha ve da»com,rlonuio das relac®es entre as operac¥es tais come a ad’




SR

§ acBe » a divisBe, as wotinelas, as raisés,
iz.lizirgggzz:e:;;.f.gglzigii:agca. engentramn as SransfermacBes e suas 1-
verss 8 eede, elas terdc menes difieuldade em dominarf as situacSes nuil“
dirfeoin conecerrentes h adic%e & A subbtrac¥e, 2 wulsiplieacto e a divisli-
Tende eneentrade as inversas, essas situscBes ser¥o mals fhcilﬂentg co:;r
preoendidns, eom efeite, as relacBes entre as iaversas‘a as transrfermacde
direta s serfe para elas velhas amigas.

| mbinag¥e, us tabelas de ecomwmoston

s Jec.;a::r:;nento: p;dénoa ohter ftrans@ermacBes semslhantes com
eutrea etributes., De fate, wara a simples resvreducHe eu efviz e a troea
eompletu, & possfvel que o espheso 2 o delgade, ou o grands e o peguens

sejam ma is fdeeis de manipular, se bem que se Bsses atridbuitos s¥o apre-
sentades em primeire lugar, e caminhe para a generalizacfo arrisez de a-
presentar-se mais g4 diffeil, Assim, preeonizaves eomecar smela hreea de

edr na 8 primeiras experifneias de HransformacBo que serflo se uidas se »
possivel, pelas troeas de tawanho e de espessura, : S

Ne @a sc da espessura, pode-se fazer duas eoisas, seja eo-—
plar exa tamente: & a transfermacle per reproducio ou ebpia, seja substi
tuir uma pega delguda pela mesma peca espBssa. Ou ainda, vassxnde de edi
tfeie A para o edirfeio % as pecas es»dssas Sornan-se delgndas e as del-
gada 8 tornam-se espBssas, econservades todos es outres atributos. _

N%o # nesessfrie srender-se % s trocas de espessura.Para as
eriancas muite pequenas as troeas de tamanko podew ser mais f8cels de man
mnipular porque uma diferenca de tamanho & mais fheilmente pereechifa de ¢
que uma difereanca de esvessurs, Vas EepsE troeas de tamanho a3 pecas gra-
des troean-se por neguenas e as pequenas treeam-se por randes, Quando a
erianca 8 jegara m com a s treeas de espessura eomo eom as de tamanhe, @
las chegam & ter ventade de trecar deis atributes 80 meagme tempo,

. ' Nosté ease, uma peca grande e sswlssa & ireesia POYr Uma peo-
¢’ peq uena e delgada, ou uma peca pequena » espBssa em uma grande = de°
gada ete...5e8 nés eonsideranos 2 espessura e o tamanho nés temos quatre
tranafernac8es diferentes:

C: efpia;

P treea de Mamanhe;

B: treea de HEsplssura;

TH: treea de Mamanho e de Hspessura.

Seré interessante de ver a que pente as eriancas s¥o eapaze:

de eneontrar a s relac8as enire as TransformacBes aeima., lor exenple,se:

© ediffegio A & transformade em ediffeio B rela troea de Pamanho
e o ediffeio B & transfernade em sdirfeio C pela troca de Bspessura
depois o ediffeio A 6 transfermade em ediffeio ¢ mela 4rocs de Espessura
e de Tamanhe, ou se:
o ediffeie A € transfermade em ediffeie B pela %roea de Tamanho
e o ediffeio B & transrormade em edirfeio C pela $roce ée Tamanho ¢
de Espessura *

depods o ediffeio A & transrermado em ediffeie ¢ pela wroea de Espessurs

URa vez que & Mamanhe de eada reca terd side treeado duas vanes, UMa vesz
€e A em B e uma ssgunda vey de B em C & aue eada weca retorou seu Tama-
nhe de origem, eonstata-se que ’ froea de A sm 0 51 sdments uma treea 4~
Espessura,

: Cempresnde-se, apds um aerte terpo ane, se luas daa transfer
Ra cles aeima slo faiias ums anés outra, a frans Termagho eqaivelente cor
poata, serd seapre sdmente uma das quatre transformar®es indicadas. %

Liembra-se que essas troeas j4 foram enecontradas aa fltima 2
forma de j6fe de matrizes na secclo 7. Vi-ge aua: :

tre sa de Tamanhe seguida per treea de Tamanho r?atéﬁ%ﬁﬁahgituacao

o X : et AT EN a5’ £ H T nil aT Ak ak 4 2V e : 1“131‘1
. treea de Espasaura. nxagtwrmwgwg”gy wesslira“resfdira a situaciie
o PRLIBEL00 Yint SR TV 2 inieizl
freea de Tam.e BEsp. seguida por. % le Tam.e Esp. restauirs 2 situacie
_ inieial

2
1

Resulix gque t&da7af

"MAsTornaclo d%ste ybners se cta € repe.



tida restaura a situag®o inieial.® porgue uma %al suesssio de operacBes

te de una simples efpia.
T e ;ste serd tambhém fheilmente verifieade melas tris transfor

: E) e (78),
nagSes: (7) ( ;. duas entre elas s¥e feibas ums apés a eutra, o resultad

do serf eguivale nte % tereeira.
Formalrente:
(TB) (™) = (B (™ (8) = (28) , (78} (B) = (7

a ssim eome
: (2 {1%) = (B),(8) I?) = (T8}, (B) (1R) = (1)

A estrutura pesta am ffes wele eenjunte Aessas translerma—
¢3e 8 & eonhesiia sob 6 nome 48 grupe de Klein. Ceme 8¢ verifiearfi fheil
mente, a tabels eomnlets desans traneformac8es & a sezsninkes

e o aas b . C. PR R
Bo C m X Be Bos C B. 2= T8 'R o TE .9

i TeCa® Po B = TR O T. TR = R |
TBe C = TH | 5.8 = 7 i TE. P =B {TH, TR . i
Fig. 6 |

Poderos tambénm Jegar joypes semelhantes treeande Seja as eo
res, sejam as fermas, S8ejan tedes eutres atr ibutes., Per exemrlo, uma ¢
tra asfermactie »ode ser esta do vernelho & do azul, Tieando o amarelo se
treear, ¥sta poderia ser nossa treea d= edr; uma troea de ?orma poderia
ser esta na §ual o2 gquadrades 8eriam fransformades ~m triéngulos, eu be.

redondes em retingules. Nossa tergeira transfarmacao'seria aguela na
unl de esda vez duas dss troeas aeima seriam feitag 40 meguo temwpe, Se
wés intreduzimes tambénm a simples efpin como uma transformac®o,nés tere
HOS um eonjunte ds transforma ¢cBes que ohedsesn s mesmas resras indiea-
4as na fig, 6 taante quanto (aussi longtemes) suas relac¥+s foram respai-
tada 8.En lugar do tsmanho e ¢g espessura, nés vamnes simplasrente faz r
variar a ebr o g forma. Para assegurar gque ebtererss as Tesnas regras, 6
nesessirie temar aliumas rreeauctes. X neesssdrie tQMar.transfarmacaga q
jue faitas duas Yeues, sejau equivalentes A Sransformacio de reproducie
?i‘pin)a Esta exiglneia ¢ realizada por nessa noOva transrormecie de tre
¢a fe o8r do mesmo mode qus pela troes de formu, Sars instrubive eenstry
ir a tabela édaie neve eenjunte de trans : i

10.5. Estude Bais aesntuade dos Joges efelicos

Censiderercs por exarplo,a tranafernacae,eigliéa seguinte,
weleseionada abrients Mg Tormas

quudrade em trifnguloe, Trifingule en ret&nxule} N
retlngulo em redonde, reéondo em quadrade fRINEIHU GIGLO

e, depois o efele de sentido eposte: , DiLgroL go mxbegien e

uadrade em redende, redondo om rethngﬁlo :
roiln;ulo L tri&ngul.,tri&nznlo em guadrade B SEGUNDO CY0L0

: REgICY pripaimnmwwaﬁﬂ%ﬁﬂggf );aﬁﬁﬁiiinazﬁié a aituééﬁe%ini@ial~ porgqu:
@ prineire efelo Tesfaz tambim tude., »f;;ito p&lc'a-gunda.Qu; iosgln
8® aplicanes o mesme efels g FOLNida? Verifiog.ge fheil-

nente que ge aplicaros guas vezes o P
fermaolies 4 iy 0 efelo,obierames g trans




2 »

e

quadrade en pwtlngule, trifingule em rodoni.} PROCA
retfngule em quadrade, redende em trifingule

Censtatames a Treea des quadrades per retfingulos do mesmo mods
quu des trifngules por redondes.De mesme mede eem o segundo eicle se nés a-
Plisaames duas vezes em seguida e, igualmente eom o eicle compeste Treca C-
pia (T.C= P eu C.T=T).Teremes esgotade » j8zo ? Per exemplo, teremes nemes-:
sidade de intreduzir uma nova trunsfermacHe eome a eempesth de primeire ei-
éle e da Treea? eu de segundo eizle e da Treea? Ve-se, sonsultande a figuwra
7T q ue o jdge estd bem terminade. Se empregarmes as abreviacSes seguintes:
C= Cépia P = Primeire eiecle S = Segunée eidle ™ = Treea, verifieames gue
as relacles entre as transfermuc8es acima sfe expressas na tabela abaixe.

G. 0=t T G. 24P . S=8 C. =t
Po C =P P.2u® | P.B w0 P. T =8
s.cssgs.ch S. 8 =17 S. T=P ¢
Te C=T § T, P =35 ?. S =P T. T =0
Fig. 7 ‘

: A medida em que as ekiancas pessam jegar ¥ste j8ze, elas dese
wobrirfle a prewrredaie do zere na adicBe, do mesre mede gque os "fates" de

adicfe entre tedos os primeires nimeres. Podemes pedir que facam um efreuls
de nimeres eeme indiesdo na figura 8. Cem #ste efreule podemos jegar o j8ze
de nimeres da seguinte maneiraze pente de partida & nfo importa qual des ze
res; da-se nenhum passe, ou um passe, deis passes, ou tries Passes, ne senti
do das ﬂ”k“. =

i 0 j8ge %efelicoe®
?15. 8 eon quatre nfmeres

~ De mesme mede nés examinsmes o8 nimeres 0,1,2 ou-3% ril ecti
vanoltoy Supenhanes que demes um mpasse e que viemes ropo;a; ée 1 que szguo-“
¢ zZere de nessa pa rtida, Supenhames que fizemes um eutre passo ne sentide
da s f;oiha.l Chega remes X pesicBe mareada Por um 2, Pedemos dizer gue:

1H+ 1l =2, Iste eorrespendersd a P,.P=T BILef0L G0 BrBeaIelro

7 a8 supenhames gque partimes &> zers e Tizemes trds nassos Is-
o nos evarf ae 3. Supenhames que fizemes agera Fxmamsmsxa mais 3Apa-oo;
ués shegaremes a um 2. Iste signifiea gque ne" j8go dos ndmeres™ 3 . 3 =2 ’o
Qur eerresponde a S.35=T ne jBge das tranufornaggaa.lsto ea>rdsnonde ao r;to

q ue ne Jibge de transfermacdes, a aplies 2o suecsss d ,
¢%e efeliea duas vezes en 5o ’ P ¢ ¢s8iva da mesra transforma-

¢ duas vezes m;g,quiﬁz,wgpqﬁaﬁl;caxnmiztransfﬁrna Se Tr
ea (P.P=P)e $.59) “cons eom -8 aplie ‘dagemposta (O,7< . g
8 elaramente a oorrcsponitncigﬁg:? Do ¢ soaal hut Aeives, n

«apresentames o eonjunte f H
Tereneia a qualquer aplieacfe, pe encontra abaixuf 2 b o
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T8 por 4, De mesmo rodo os Jjoges ‘troeas de B

' " o - S s
Cépim 1 O eu menhum passe ao rsder de efreule
Primeire efele: 1 ou 1 wasae ne santide das fleehas

Trasa o 3 2 eu 2 masaes ne sentide das flechaq
Segunde eiele : 3 ou 3 passes ne sentide das flechas

Primeire eiele meguido por Primeire eiele esuivalente X Troca
: 1

. ;& = A,»_2
ou Primere eiele seguide por Segunde eicle eauivalente 3 Céyia‘o
| - - 3 © =
eu Treea seguida per Primeire eicle cq;ivalonte a Se;uudo aiala3
2 ' 4 _ =
ete,

: S a divisﬁa pér 4 foi estudada eom as eriangas pode-se pe-
dir para elassirficar os nineres em guatre elasses.

A elasse U, a e8ta elasse pertaneen os ndimeres que quande dividides per 4
: - deixam um reste igual a 0, isto &, 03 nimeres divisiveis por 4.
A elasse I, A esta elasse zerteneen o8 nimeres que snando 2ividides »or 4
- deimam um reste igzual a 1, 5
A slasse 2, A esta ¢lasas pertensen os nlmeres que dividides por 4 deixam
; . um reste igual a 2. !
A slasse 3. A esmia elusse periencex es nfmeres que dividides por 4 deixam
- uR reste igual & 3. : »

Vimes, »er exemple, que um nimere da elasss 1 adicienade a
um eutre mfmere da elasse 1 daréd um nimers da elasse 2. Pedemos exprimir
dste simbdlieanente #sersvends 1 4+ 1 = 2. Un nfimere da elasse 1 adieiona-
de a um wimere da elasse 3 darf um nimere da elasse 0, ete.. Vives que 8s
te” j8ge de adicBe” £ o meane que aqudle que eonsiste em dar passes 80 re-
der de efreule dos nineres o o nesme que o das transformacBes do qual nés
jé& falames. ‘ - EEl i
: Podenes realizar 2ste mesmeo j8go fazende as eriancas girare

a ® red or de eirtulq. Por exemplo, podemos temadr uma velta commnleta eome

regra de jBge, isto £, que uma erianga gire A direita até que volte asnde
estava, seja que ela gire sbhre 81 mesma ao reder de um aivo vertieal pag
8& nde pela eiranga Seja que ela viaje ae longe da eireunfer#neia. Pode-

- mas iambén fazer a erianga girar na direc%o des ponteires do relégie, isé

to 6, X direita, um suarto de velta (um Sngule rete), ou ne sentide inver
80 2o do® penteires de relégie, iste 6, 2 esquerda. O quarto movimente ss
rd ums meia vYolta; gqualguer gque 8eja a direc¥e na gual elas olha na parti
da, apés uma meia volta ela elharf na direcfio oposta. HE entfn quatre mew
vinenies nate "j8z0": 12 a volts eompleta; 22 o gquarte de volta X direis
ta da erianga; 39 ¢ fuarte de velta X esquerda da erianga; 42 a meia vel-
ta. Viwes que 3stes uwevimentes se eombinam exatamente do nesie mnede que A
ne jdge eom 0,1,2,3, ® Jj850 de adicle e o J8go de transfermacfio em deis ¥
movimentes Qiclieoagcanpertando um mevimento de troea, : »
A ftrangericio sers: :

O eorresponde a 1 -wolts eompleta,

1 eorresvonds a 1/4 de volta pela direita da erianca,

2 eorrespende g 1/2 velta,

3 eorresswendes a 1/4 de volta rela esquerda da erianca.

: S Podonos‘obter'uaa‘tranncriclo tambérw elara fagzerds eerrespo -

der o 1 eom o 1/4 ds volia X essusrda o o 3 gonm 1/4 de volta A direta,

As eorresponidneias eom o j8ge das treeas serfo:
Cépia serrespenie a 1 velta eomnlata, skt
Primeire eiele Sorresponde & 1/4 de volta pela direita da erianca,

ThRegIe e

- Treea cerrespendis a 242 velta

Segunde eiele eorrssvonde 2 1/4 de velta i esquerda da eriangae o

ender ae Primeire diolo © 1/4 de volta % ezsquerd 29, Je d :
g‘ volta & dipaiSfviis vy rorpo poz mooc o by CaLAres e a9 Sesundo eiele 1/4

: Este jdge econdir

'dos restes da divie%o de um ndme.
1 Spessura e Cévia, por e .
6 por 2, iste &, ao estudos dag »ropt

“‘nlq!gonduaon a 08 restos da div



-t

wal =

priedsdes des nfueros pares e iu#arci.vn admere par dividido vor 2 deixa

reste igual a zere, unm nimere impar dividido por dois deixs um rdite'i~
::al a l: g:toa 80 os dnieces restes wossfveis quando nds dividives um af.
nere nntu‘al PEr 2. As regras obtidas eomhinande as oparac8eas de ¥roea de

Espeabura de Cépia sfo as nesmas que as regras daraiigﬁa #0s nfreres pars

e “”o : ] :
i ik Nés temos as gorre:ponddneias:
Trosa de Espesiu orrasnonde a nimeres fmpares, ‘
Cépia eerrespende a mimeros Pares, : 3
Por exemple; treea de Zapessura sepuida de (8pia & equivale

~te a treea de Hspessura e um ninere ‘mpar mais um minero par d4 um adnere
impa r,Pede-se verificar gue as eorrespenddngdas s¥o v4lidas en tedes os

» Mais tarde as eriancas eneentrarfle ssta mesma estrutura quaa
do alas chcgar-n 2 aprender os nimeres positives e neratives,A multiplica
¢%e des nimeros positives ¢ negatives segue as mesmas regras q1e a adicls
dos lﬁn'r.gwparcs e fupares ou a eombinagle de tranaf.rna¢3es tais come a
Cépia e a "reca ie Espessura, o iy :

+e+=4+ QOTrespende X Cépia seguida de Cépia que df C8nia: C.0=0
“ew=4 @errespeonde L troea de Espessura seguida de uma outra tresa 8e Espes-~
sura que eguivale s uma @8pia: H.B=C., ; :
s Verifica-se de neve que & eorreswondfneia gomhing igualmente
*n $0dos o5 eutros easos, Loy
. Se as ériancas sfe ainda muite pequenas para apreeiar a "ma-
&la", pode-se dizer-lhes que as transfermaces sfe mégieas guando elas 8o
exeeutadas per barrinhas nfgieas, pristicaments por eartazes sbhre os quais
4¢ eswreve, por exemple; ! : : '
~ : "Espesse troea em delgade
"Delgade troza em espesse” :
A palavra "COPIA" wederd spr eserita s8hre uma outra plasa.Ne
688 das ebres, elss pederian ger eonvenienterente representaias per maneha
¢oleridas eu pelos nomes éessas elres, 8e elas j& slNe familiares hs erianea
¢82. Fleehas podam ser e80loeadas entre as ebres na direc%e da treea indicad
42 pela "barriahs" partieular, as eriancgas 1nvan$ar§a,iaudiatamento nevas
"barrinksss eada Uka indicande as espéeies de "magias" diferentag
blemas que resulsariie das relac8es entre suas nevas “barrinhas" as econsuzi-
r8e a muitas RogBes matemdticas muite Uteis, ' : :
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