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6, 4DIGXO T SUBTRAGAO DE FRAGURS (pag. 32-37)

6.1. Adicao de estados obtidos por meio de operadores fracionarios
Admitamos que as crlancas J; tenham compresndido a possj
bilidade de¢ iuterverter a multiplicagdo e a divisao num operador fraciong
rio @, que elas tanham, igualmontc, compreendido que certas sucess@es de
multipiieaqooa ¢ de divisdes s3o squivaleantes - por cxaaplo. que uma divi
830 por dois seguida de uma multiplicagao por tres @ realmente cquivalnn-
te a uma divisde por guatro seguida de uma multiplicagio por seis, c,iqg
sim por diants, ¢ © que significa a equivalencia das fragdes como tres g;
ios @ sels quartos, stc.. -

Suponhamos, agora, que desejamos "adicionar" tais frnqao;
Que significa s adicionar fragdes? Podemos considerar fracaes seja como |
estados, seja como operadocres. ’or sxemplo, = consideramos dois tarqos
como um estado, 4 o resultado obtido aplicando ao Oporadorbunidndc a divu
830 por trcs, seguida da multiplicagao por dois. Isto @ o estado dois tqp
3OS,

Suponhamos, agora, que queremos adicionar trés quartos b
dois tergos. Qusremos formar o conjunto reunido do conjunto que rtprcacpw
ta dois tergos com o conjunto representando trés quartos. Ora, tres quar-
tos & o resultado de duas oncraqoos aplicadas ao estado-unidade de origcmk
a saber, uma divisdc por guatro seguida de uma multiplicagao por tres,.Péo’
exemplo, se nosso estado-unidade ¢ vinte e quatro, o estado dois tercgos ¢
dezeselis, Paraleliagente, o cstado tres quartos e dczoito. Que quersemos,epn
tao, quundo procursmos quanto ¢ dois tergos mais treés quartos? O resulty '\
do sera obtido reunindo o conjunto representando um estado ao conjunto re
pressentando o outro sstado, Tomemos o conjunto representando o estado de-
zZeseis, em seguida o conjunto representando o estado dezoito, Formamos
com esses conjuntos um conjunto reunizo que represcnturi o estado trinta
¢ quatro. liosse estado final ¢ trinta e quatro e nosso estado de origem 1
vinte e quatros 4ssim, quandéo nosso conjunto de 2l objetos representa nog
so estado-unidade, que operador devemos utilizer para obter trinta e qua-
tro% 5,cviﬁentcmentc, uma smuwdidplieaghe divisao por doze e uma muitiplicg
gao por dezeset, Assim, o estado final gue nos procuramos ¢ dezesete dos
Z¢ avos ¢ a soma das duas fragOes dois tergos & tres quartos ¢ a fraqio
dezesete Goze avos,

Fxaminemos ,cuidadosamente, o0 que [fizemos,3e¢ partixos de
estado~-unidade que chamamos, neste caso, um conjunto de vinte ¢ quatro ob
Jeios e se operamos com o operador x'§ s Chegamos a dezeseis objeétos num
novo conjunto, De outro lado, se partimos de nosso estado-unidade de vins
te ¢ quatro objetos e, se operamos com o operador trés quartos,Ch®8amos a
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ao novo estado de tres quartos do estado-unidade, o que, neste caso ¢ a
presenca de dezoito objetos no nosso novo conjunto,

Ora, podemos atribuir uma significagao qualquer ao fato d
de adicionar x% e X «E ? Certamente, o sentido que ¢ preciso ligar a uma
tal "adigﬁo" de operadores ¢ o operador que devemos aplicar ao estado-y
nidade para nos conduzir ao estado:

§ + E, isto ¢y a soma dos estados % + ‘Z; esta soma sera o operador x g

L4

polis 1 x E nos conduz ao estado %% que e o mesmo estado que % +§ .

Estado 1 Estado %
VA '
/fmz /;;// Operddor x % VIAYIA"
AR
Estado 1 Estado ﬁ

Operador x E

Estado §+mu® ﬁs

Assim, o operador x§ + o operador x ‘E = operador x %%
Podemos dizer xé*x = xﬁ porque 1 xz-c- lxic 1x

Assim, "adicionar os operadores"™ nio ¢ de modo nenhum a
mesma coisa que "multiplicar os opcradorcs" 0 que temos considerado como
sendo equivalente a nplicar um operador apos o outro, Por exemplo, "multi
plicando os operadores” nos aplicamos o operador x 3 ¢ a seguir o ?pca
rador x 7y &0 estado que resultou e encontramos o estado final, Simboli-
camente, se a cadeias x§ x§

Estado Oper, Estado Oper, | Estado

[ =3 |3 =% |5

pode ser sempre substituida pela cadeia:

Estado Oper, Estado

entao, nos dizemos que x§ ﬁ

! = 1 ,
A x(éyg) | (é ﬁ) neste caso 3. Um operador
e aplicado ap primciro estado, conduad
zindo a um scgundo estado e o segundo operador . aplicado a este segundo
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cstado.‘c operador unico que fara o mesmo "trabalho" o"produto™ dos
dois operadores,

A adigao de operadores ¢ um trabalho inteiramente difg
rente, Aqui nés temos duas cadeiass

Estado Oper, Estado
‘.& —————
A x§ lB
A x ¢ lc

Se¢ um estado B +C asta definido, entido, o operador
x % + &‘-:: &0 operador que convem a cadeia,

|Estado  Oper, Estado

lk' x Oper, ‘B+C‘

Aqui os dois Opcradoros agiram sobre o mesmo estado ia
nicial. O operador que produzirn a soma de dois estados assim obtidos sg
ra "a soma" dos dois Opcradoros.

Aqui nos tomamos, por exemplo, dois tergos como o resul
tado de uma operagao efetuada sobre um estado, Tomamos tres quartos como
0 resultado de uma outra operagao mas, efetuada sobre 8 m sstado ini-
gm Em outros tgrmoa, tomamos B =§ eC = i» « Depois, nos "adicionamos"
¢stes resultados e o operador x Oper, que conduz no estado finals
B+Cs= § *i s @& partir do estado inicial este e o opcrador que ¢o0 re
sultado final desta "adigao", Vimos entao, que a adigao o, neste casoj,uma
nogao muito mais complexa do que a multiplicaqno. Na multiplicagao, o fato
de utilizar um operador apos o outro ¢ uma ideia facil de compreender por-
que nos simplesmente trocamos um primeiro estado em um segundo estado com
um operador, depois trocamos o segundo estado em um terceiro estado com um
segundo operador, Perguntamos, entaosy que operador trocara o primeiro es-
tado para dar dtretamente o terceito? E esse operador ﬁhieo ¢o produto
dos dois op.radorus separados, Adicionando os operadores nos agimos para
cada operador sobr. O mesmo cstndo inicial e procuramos o operador que po-
de nos levar désse estado inicial a soma dos dols estados gque obtivemos u-
tilizando nossos operadores,

Uma dificuldade suplcmcntnr provcm, sSeguramente, da ne-
cessidade de preparar as fragoes ydrfa adicionar-o que chamamos denomina -
dor comum porque sem isso os estados nao poderao ser adicionados™edénforme

isto que chamamos Qgggmiagggg‘_gggm aprOpriado dc modo que podemos cons -
truir conjuntos representando estados tais due nosso estado dois tergos e
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nosso estado tres quartos a partir de numeros de objetoes nos conjuntos
que representam esses estados. Nos podcrfumos, por exemplo, ter tomade
doze como nosso estadp A e dois tergos como nosso estado B, o que teria
sido representado pela presenca de oito objetos e, tres quartos como ©
nosso estado C, o que teria sido representado por nove objetos, A soma
dos estados B e C teria, cnt:o, dido representada pela presenca de des
zesete objetos e, assim, para passar do estado A, de doze objetos ao eg
tado B mais C, dezesete, teriamos ainda passado por uma divisao por do
ze ¢ uma multiplicagao por dezesete, O estado apropriado A pode ysempre,
ser encontrado se assegurando que as duas divisOes que estavam indica -
das nos operadores fracionarios possam se fazer, Num caso s Se divide
pot tr:s, no outro se divide por quatro.,Entao, o menor estado A no qual
estas duas divisOes podem se fazer seria doze, e este ¢o0 depominador
gomum, L *

A divisao comum aos dois operadores fracionarios na
qual cada operador pode ser expresso ¢ a "divisdo por doze",

Podemos dizer que o estado '§ pode ser obtido a par-
tir do estado 1 n3o somente pela cadeias

Estado Oper,| Estado Oper.| Egtado
1 $ 3 ‘% 2 | §

mas, tambem, pela cadeias

Estado Oper, Estado Oper, | Estado

-+ : ]
l s 12 12 x 8 17

porque o estado Ig ¢ um outro nome para o estado '§ « E isto porque,

qualquer que seja o estado-unidade do qual nos partimos, a operagao de
uma ou outra cadeia nos dara um estado representado de modo concreto e-
Xatamente pelo mesmo numero de objetos em cada caso, Uma divisao por do
ze seguida de uma multiplicagao por oito tem exatamente o mesmo efeito
que uma divisao por tres seguida de uma multiplicagao por dois. ¥ por
isso que os estados que resultam podem ser identidicados como "os mesme
mos" ou "equivalentes"”,
Exatamente do mesmo modo, a cadeia:

Estado Oper, Estado  Oper., Estado

1 s 4 ﬁ x 3 f

tem o mesmo efeito que a cadeia:

!
J
12

1 :12’1% x 9
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porque o estado 'ig ¢ um outro nome para ¢ estado '§ « E isto porque
qualquer que seja o estadp-unidade do qual partimos, a operagao de uma
ou outra cadeia nos dara um estado representado de modo concreto exata-
mente pelo mesmo numero de ohjetos em dada caso., Uma divis3o por doze sg
guida de uma multiplicagao por oito tem exatamente o mesmo efeito que u-
ma divisdo por trés seguida de uma multiplicagao por dois. ¥ por isto
que os estados resultantes podem ser identificados como "os mesmos" ou
"equivalentes"”,

Exatamente do mesmo modo, a cadeilas

-

Estado Oper., | Estado Oper. | Estado

1 s Iy <ﬁ x 3 'E

tem o0 mesmo efeito que a cadeia:
' -
1 2| 2 xo9 l 2

perque o estado ~£ pode ser chamado pelo nome de Ig o Isto . possfv.l po
porque partinde de nao importa qual "estado-unidade" arbitrario ou "es~
tado A" uma ou outra cadeia nos levara a ur estado represantado de modo
concreto pela presenga, exatamente, do mesmo numero de objetos em cada
caso, Uma divisao por 12 seguida de uma multiplicagac por 9 tem exatamep
te o mesmo efeito que uma divisao por 4 seguida de uma multiplicagio por

. <
£ por isto que podemos considerar os estados '3 e <t§

como "os mesmos"™ ou "eauivalentes",
Podemos ver que " levar (amener) uma fragao a um outro

dendminador” significa substituir uma dada sucessiao de uma divisdo e de u
uma multiplicagdo por uma outr a sucessio de uma divisdo e uma multiplie
cacao., Reduzir duas fragoes a um “denominador comum" quer dizer fazer is-
to para cada fragao, mas de tal modo que a cadeia de operagoes reduzindo
cada um dos estados fracionarios contenha em cada cadeia uma divisao exa-
tamente pelo mesmo numero, Em nosso caso, nos substituimos as cadeias de
operadores:

t3 x2 ® sly X3
respectivamente, pelas cadeias de operadores:
s12 x8 % 212 x9

¢, nas duas cadeias nos temos, agora, uma divisac por doze,
A maneira mals convencional de exprimir essas cadeias se-

ria: 2
x3 e x'i

que sao substituidas pelas cadeias equivalentes:
*T T O

Vimos %uu podemos identificar os estados resultantes das
cadeias x '§ ¢ X y5 . Escrevemos, entao, convencionalmente x'g = X713

e B s -4
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¢, paralelaments xz‘ﬂ X ig s O0 sinal de igualdade podendo designar, seja
a equivalencia das cadeias indicadas pelos algarismos nessas fraqacs, se
Ja a identidade dos estados obtidos como resultanted da operagio sobre o
estado-unidade, por uma ou outra cadeia. Pode-se escrever de um modo mais

apropriados § : 1% . 3' Tg .

Estamos, agora, preates a "adicionar" os estados assim
obtidos, ;‘

Se nosso "estado A" inicial estava representado pels ny
mero de objetos de um conjunto de 12 objetos, nosso estado s sera repre
sentado de modo concreto pela presenca de um conjunto de¢ 8 objetos num ng
vo conjunte, Do mesmo modo o estado sera representada pela presenca’
de um conjunto de 9 objetos num outro novo conjunto. X

Qual ¢ o "nome do numerc fracionario” déste novo estado
resultante da reunido de dois conjuntos? Se encontra estabelecendo como ¢
preciso proceder para passar do estado inicial representado pela presenca
de doze objetos ao estado final representado pela presenga de dezesete ob
jetos, Tsta claro gue uma divisso per 12 seguida de uma multiplicagao por
17 nos levara de um estado de 12 a um estado de 17. ¥ esta, entdo, a ca -
deia que dz ao nosso ultimo estado seu "nome fracionfrio", e éste sera

» Assim, nos executamos a adigaos

§+ -8

porque esta adigao e equivalente a adigdos

2=

A techica para "reduzir a um demominador comum" pode se
sere exedutada por meio da tecnica de alongamento de uma cadela como vi -
mos no capftulo sobre a comparacao das fragdes, As criangas saberao que a
cadeia de operadores:

$3 | x2 | pede ser alongada em:

3 | sh4 | x2 | x4 |

que pode, por sua vez, ser abreviada em:
112 | x8 |,

A notagio mais convencional pode,tambem, ser utilizada,
isto ;, pode ser alongada em x . 9epois, abreviada em iz * Na no
tagao convencional, podera ser menos evidente, para as criangas, que a d
divisao deve ser feita por 3, depois por L4, porque o sinal x4 podera na
verdade, ser interpretado por elas como "multiplique por 4" bem como no
denominador ele significa "divida por 4", 0 "multiplique por 4" se refere
ao 3, A divisdo podera ser executada de uma so vez, apos ter calculado
(3 x 4). A divisdo a fazer, entao, sera por (3 x 4), 1sto e, por 12,

Apos ter tratadc da adigao, a subtragao nao deveria ape
presentar nenhuma dificuldade, Os conjuntos representando certos estados
podem ser obtidos de conjuntos representando outros estados e condugir,
déste modo a subtragdo Ge um estado fracionario de umg outro estado fraci

nn‘rio.
£ preciso, contudo, estar atenta para que as criangas
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possam dizer qual,de duas fragoes quaisquer, ¢a maior, antes de 1 ‘q;-

las na subtragao, _ 2 .
Evidentemente, niio sera poss{vel subtrair ﬁ de § .

ML

6. 2, 0 emprégo de recursos auxiliares. X

Reconhecemos que abstragOes de uma ordem bastante ele-
vada entram em Jogo no sstudo das fragdes, As criangas peguenas nao cong
truirao facilmente essas abstragoes a partir de outras abstragoos Ja a
sua disposigao; uma tal construgao des conceitos abstratos ¢ uma atividad
de que exige maturidade para a qual as criancas tcrio,mais tarde, neces-
sidade de muito treinamenteo; mas, nas etapas elementares, as criancas,
em conjunto, aprenderao de modo muito mais eficaz partindo de uma profu-
s@o de experiencias concretas, tio variadas e tio numerosas quanto seja
possfbal dar na escola,

Vimos que para adicionar fragOes nos encontramos dian-
te de um modo de manejar s estados e 0s operadores diferente dajuele
com o qual se mane java para multiplicar as rraQS-s. ¥ muito importante
que estas relagOes se tornem claras para as criangas se gquisermos que e-
compreendam a significacgao matematica das quatro OporaQEos fundamentais
aplicadas as fragdes,

Os estados podem ser representados concretamente por m
meio de conjuntos de objetos que podem ser postos sobre a mesa, ou por
meio de conjuntos de criangas que podem ser agrupadas em diferentes paré
tes da classe, O sentido da visao e o sentido do tato deveriam, tanto
quanto possfvol, ser postos em JSgo a0 mesmo tempo, Os representantes
dos estados deveriam nio somente ser vistos mas , tamb‘h, manipulados pe-
las criangas, Compreenderao, pouco a pouco, que um estado ¢ uma proprie-
dade matematica de qualquer situagao presente, passada eufutura, De ou -
tro lado, o operador ¢ qualquer coisa que ¢ preciso fazer para passar de
um estadeo de coisas a um outro estado de coisas, Assim, os estados devem
ser rcprosontadoa por situagOes e os operadores por agoes, fste modo de
proceder a&ggara as criancas a compreender o sentido da relagao: estado-
operador dem mais eficazmente do que todas as explicagOes ou demonstra -
¢oes feitas pelo professor,

¥ preciso, de outro lado cuidar para que as situagOes
reais nao sejam confundidas com as propriedades matematicas dessas situg
9303, nem as aqus ®eais com as propriedades matematicas possuidas por e
essas agOes,

» Uma situagao nao e¢,em si,um estado, uma agao nao €,ppo
si so, um operador, Uma situagao representa um estado e, as acdes podem
representar os operadores, Uma situagao que nos utilizamos para represep
tar um estado pode ter uma propriedade matematica mas, a prépria situa -
¢ao nao ¢ idéntica a esta propriedade matematica. Uma ag@o pode ser utid
lizada para representar um operador matom;tico, mas, a agao nao :, em
idéntica a eéste operador matematico
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