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4 .1. A divisdo como inverso da multiplicacao (trad, A.B,Krebs)

Nos casos das operagOes tais como as multiplicaqSos e as
divisGes, ou as adigdes e as subtragOes, os inversos ja serdo familiares,
Antcriormonto notamos que os inversos dos operadores fracionarios podiam
tambem ser 1ntroduzidos. Assim, o problema da divisao esta quase resolvi-
do, porque a divisdo ¢ exatamente o inverso da multiplicagao, Suponhamos
que temos um estado fracionario dois tercos, O quc devemos fazcr a este
cstado para obter um cstado fraeionario cinco setimos? fsta ¢ o problema
que ¢ normalmente expresso pors cineo setimos divididos por dois tergos,
Para fazer a pergunta de um modo marcante (frappante) dizemos: “"quantos"
dois tercgos"fazem™ cinco setimos? O"quanto" pergunta que operador ¢ pre-
ciso aplicar aos dois tercos para obter os cdénco s;timos. Fazer a pergun-
ta dessa maneira e faze-la sob a forma "estado-operador-estado", Natural-
mente, nos poderfamos faze-la sob a forma "operador-operador-operador”,

Podor{amos, com efeito, perguntar: se temos um operador d
dois tergos, que outro operador devemos utilizar conjuntamente para torni
lo equivalente a um operador cinco setimoos ? Ora, isto e um pouco mgis c
complicado @ alguns professores podem considerar como mais prudente come-
gar pela primeira 1ntorpr¢taqio. Mas se lhes parecer que o segundo modo
de encarar o problemg « melhor, cabe a eles decidirj nao ha regra de ouro
sobre o que deva ser feito sm primeiro lugar.

Consideremos a primeira maneira de encarar a questaos“es-
tado-operador-estado”, Temos um estado dois tergos como estado 1n1c1a1.ﬁg
te estado foi obtido por uma multiplicagao por dois e uma divisao por tres
aplicgdos a um estado-unidade, Quer dizer que temos uma cadeia:

| Bstado Oper. | Estado Oper, | Estado
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Dege jamos, agora, encontrar a multiplicagao e a divisao
suplementares que ¢ preciso fazer para chegar ao estado cinco setimos,

Evidentemente, um estado de cinco setimos se obtem partip
do de um estado-unidade e fazendo uma multiplicagao por cinco seguida de
yma divisao por sete, ou ainda, partindo de um estado-unidade fazendo uma
divisao por sete deguida de uma multiplicagao por cinco. Egtamos, em um
sontido,voltando a formulagao: "Opas‘goinggcrador—opcrador" do mesmo pro
blema, isto o, que nos temos a cadeia imcompleta de operadores:"multipli
que por dois, divida por trcs, multiplique por qualquer coisa seguida de.

divida por qualquer outra coisa" o que e equivalente a uma multiplicacgao
por cinco, seguida de uma divisao por sete.
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Temos duas janslas vazias para encher.Como fazer uma
multiplicagao por cinco de uma multiplicag:o por dois? Nao podemos fazer
se multiplicamos somente por numeros inteiros. Tambcm, dcvcrfamos, talvez
no princfbio, colocar quatro janelas no problema e, sugerir que podcrfa-
mos fazer uma multiplicacao e uma divisso a fim de troaar ums multiplica
gao por dois em uma multiplicaqno por cincoj; podemos a seguir ter duas
Janelas a mails como operadores para trocar a divisao por tres em divisao
por sete, Nossa cadeia"incompleta™ se sstabelecera como segues
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Devemos nos lembrar que as Janelas, aqui, substituem o-
peradores e nao estados, Os operadores sao as incognitas do probloma;nn‘
experimentamos encontrar qual sucessao de operadores devemos Jjuntar a sy
cessao de: "multiplique por dois" seguido de "divida por tros”, a fim de
obter uma fila de operadores que, reunidas, equivaleriam a cadeia curta
x5 | s 7. Para trocar uma multiplicagao por dois em uma multiplicagao
por cinco, podemocs, por exemplo, dividir por dois e multiplicar por cine
co.

Isto nao aproscntar; dificuldade se as criancas jogaram
muitas vezes com essas cadeias. Visivelmente, uma multiplicacao por dois
segulda de uma divisao por dois, seguida ainda de uma multiplicagao por
cincc equivalem, ao fim de contas, 3 uma simples multiplicaqio por cinco

Assim, entao em lugar das duas primeiras janelas vazias
nos temos agora quatro, devemos colocar primeiro uma divisao por dois se
guida de uma multiplicagao por cinco,

Voltemos para a divisao, Dese jamos encontrar os operado
res quc, com a divisao por trcs equivalerao a uma divisao por sete, Isto
sera obtido danulando” primeiro a divisao por tres por uma multiplicagao
por trcs, depois, fazendo a divisao por sete que . orique gueremos ,Colg
camos, entao, na terceira janela uma multiplicacio por tres e na quarta
uma divisao por sete. Agora, temos completa a nossa cadeia e colocados o
peradores nas quatro janelas vazias, A cadeia de operadores se lera ago-
ra como seguesg

Multiplique por dois, divida por tres, divida por dois,
multipliquo por cinco, multipliquc por tros, divida por sete.

Idto c:
x2|s3|s2]x5]|x 3 | ¢ 7

Ha, visivelemnte, nesta serie de operadores uma multipli
cagao por doia . uma divisao por dois; estes dois operadores podem ser sy
primidos, Ha, tambcm, uma divisao por tres ¢ uma multiplicngao por tres
que, igualmente, podem ser anuladns;

Assim, nossa serie de operadores equivale a uma so multl



piicagio por cinco seguida de uga-sé divisao por sete, ¢ isto . precisamen
te o que nos queriamos,

Examinemos ,agora, 0 que se passou. Tomamos um estado dois
tergos @ o aplicamos a cadeia de operadoress divida por dois, multiplique
por cincoy, multiplique por tr‘s, divida por sete, a fim de obter o estado
de cinco s:timos.

Em linguagem formals

Tstado Cadeia~oparador Fstado
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Assim, a serie désses quatro operadores fornecem a solugao
ao nosso problemaj isto e o que nos devemos fazer ao estado dois tercos a
fim de obter o estado cinco setimos. Esta serie de operagoes que nos te -
mos de fazer pode ser considerada como comportando duas partes: a primeis
ra pode ser uma multiplicacgao por tr?a, seguida de uma divisao por dois e
a segunda uma multiplicagao por cincé e uma divisao por sete, Na notagiao
fracionaria habitual, uma multiplicagao por trés seguida de uma por dois
Se escreves gc se le: tres meios, A multiplicagiao por cinco seguida da
divisao por sete se escreve '; e se 14: cinco setimos. Assim, para obter
a resposta ao nosso problema, 1 preciso "multiplicar” poizstr:a;mioso por
circo s‘%imos, ou multiplicar cinco setimos por tras meios.

4.2, Analise do problema

Re-examinemos o problema resolvido, Tratava-se de partir d
do estado dois tercos e encontrar um operador fracionario que nos levase
se ao estado de cinco setimos, Esse problema foi resolvido por um opera -
dor fracionario de uma multiplicagao por quinze e de uma divisao por qua-
torze, Como esta solugao do problema fol obtida a partir dos dados? Os dg
dos sao um estado original dois tercgos e o estado final einco setimos, Pa
ra obter a solugao, devemos multiplicar & inverso do estado dois tercos
por cinco s‘fimos; 0 inverso do sstado dois tergos e trés peios ¢ a multl
plicagao dissto por cinco setimos nos da a solugao, a saber, quinze qua -
torze avos, Procurar o operador que troca um estado em outro estado ¢ uma
divisdo, Neste caso nds procuramos o operador fracionario que troca o es$§
tado dois tercos no estado cinco setimos, ¥ isto o que habitualmente sig-
nifica "a divisdo de cinco setimos por dois tergos”, Quando nos pergunta-
moss "Que fazem cinco setimos divididos por dois tergoa?”" o que nes quere-~
mos dizer ‘t"Qno devemos fazer a dois terces enm materia de opornqio; para
obter cincd setimos?". Nos vimos que o que devemos fazer a dois tergos pg
ra ter cinco setimos o aplicar o operador fracionaric guinze Quatorzeawos.
Salientaremos que isto e exataments a regras™inverta e multiplique™, Para
dividir cinco setimos por dois tergos, multiplicamos os cinco setimos por
trés emios,

Ia maioria dos casos 4 g esta regra que se reduz o ensino,

nem mesmo se explica o que significa dividir uma fragdo por uma fragao.
0 que significa semsihante divisio,portanto, niao e de todo
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uvidontn. Isto se torna um pouco mais claro quando se relembra que a divi
siao ¢ o inverso da multiplicagao. Se nos ja estabelecemos uma multiplicn-
¢ao para fragocs, isto c, se podemos ter multiplicadores fracionnrios,dit
to de outra manaira, operadores fracionarios que podcmos aplicar a esta -
dos fracionarios para obter outros estados fracionarios, ontao, o8 inver-
s0Ss dcsscs operadores fracionarios serio 08 divisores fraeionarios. B iss

to o que ¢ conhegido sob o nome de ggiinggglg das fragoos. Nos Ja vimos

que dois tcrgos e a inversa ou a reciproca de tres meios, Evidontnaontc,
tras medos e a inversa ou a rccfproca de dois tergos, Por conscquoncia,d;
#idir cinco sctinos por dois tergos ¢ fazer a p-rgunta: por qunnto deve -
mos multiplicar dois tercgoa pnta obter cinco setimos? Quanto e prociso de
dois tercgos para fazer cinco setimos? Quantas vezes dols tergos esta con-
tido em cinco setimos? E veremos que esta contido quinze quatorze avos de
vez, isto c, um pouco mais de uma vez,

. 5. COMPARAGXO DE FRAGOES
5.1. Comparacao de fracoes
. Consideremos, agors, o problena da desigualdade entre
as fracoes, Quando dizemos que uma fracao e menor do que uma outra, ou qu
que uma fracgac o maior do que ocutra?

Podemos dizer que ima fragao ¢ maior do que outra se o
rosultado da aplicacgao de um dos operadores fracionarios ao estade unidad
de ¢ uma quantitade maior do que o resultado da aplicagao de outro opera-
dor ao estado-unidade, Mas e isto, Justamcnto, 0 que « preciso dcmanstrar
Como reconhecemos que uma quantidade e¢ maior dé que outra? Na pratica isc
to pode ser pesolvido escolhendo um estado-unidade compreendendo um nume-
ro 8ntte1cnt¢£ de objatos para que os estados fracionarios consistam em u
um numero dofinido desses objetos., Por exemplo, no caso de dois tercos e
de cinco sctimos, podorfamos tomar um grupec de vinte e uma crianqas como
estado-unidade, A fim de comparar dois tergos do cstado—unidadc, s0 tcr{g
mos de operar por meio do operador dois tergos sobre o estado unidado de
vinte e uma criangas, depois operar por meio do operador cinco sotimos ag
bre o estado-unidade de vinte e uma criangas e var qual estado da mais
criangas, Tomar dois tergos de vintc e um nos da como resultado um estado
de quahorxc criangas, Isto sera dois tergos do estado-unidade, Tomar cine
co setimos de um cstado—unidadc de vinte e uma criancas nos dara quinze
criangas, 0 que ¢ mais do que quatorze criangas. O estado quatorze criang
cas ¢ dois tergos do estado-unidade vinte e uma criancas, O estado quinze
criangas e cinco setimos do estado~unidade vinte e uma criangas.

Fntao, dois tergos valem menos do que cinco sstimos,sc-

ja, simbolicamente § < ; ‘ U/"‘/
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0 problema da grandeza relativa pode semprs ser resolvido
adhdtindd que se possa escplher sstados-unidade apropriados, nos quais a
as divisOes possam se fazer de tal modo que tenhamos sempre um certo nﬁhg
ro de objetos separados representando estados fracionarios, Mandar as eri
ancas encontrarem estados-unidade onde um numero dado de divisdes possam
ser executadas, consistira um exercicio interessante. Aparecera de modo c
claro que as multiplicagOes podem sempre ser feitas. Mas, a menos Que se
precise cortar os objetos em pedagos, as divisces S0 serao poss{vois se h
ha ceros nume ros especiais de objetos no conjunto que representa o estado
unidade, Por exemplo, suponhamos que numa determinada serie de multiplicg
gOes e de divisdes, nos temos uma diviSao por sete, uma divis@o por cin-
co, uma divisao por dois, e diversas multiplicagles, Se nos queremos cri-
ar uma situacao na qual tudo isso possa ser materialmente executado, o me
nor numero de objetos que devera compreender o estado-unidade sera seten-
ta, Isto porque nos teriamos de separar nosso conjunto representativo do
estado unidade, em sete, Fm seguida, torfamos, ainda de separar cada um
desses conjuntos em dois subconjuntos equivalentes, de modo que as tres
particOes sucessivas equivalessem a uma particao em setenta subconjuntos
squivalentes, A unica operagao que podor; recolocar as partigOes sucessiw
vas primeiro por sete, depois por cdnco, em seguida por dois sera uma di-
visao unica por setenta .

Entao, a menos que se tenha setenta objetos ou um maltisi
plc de setenta objetos em nosso conjunto, representativo do estado-unida-
de, a agao de repartir em setenta subconjuntos qquivalentes nio se podor;
executar materialmente.

Esta csp‘éic de cxpcrisncia prepara o caminho ao processo
conhecido sob o nome de :"pesquisa do denominador comum", Suponhamos que
temos duas fragGes, sejam tres setimos e dois quintos e por uma razao qual
quer nos queremos compar‘Llas. Precisamos um conjunto representativo do es
tado-unidade o qual tenha trinta e cinco objetos, porque devemos partir
nosso conjunto em sete conjuntos equivalentes em um momento dado e em cine
co conjuntos equivalentes em outro dado momento, Trinta e cinco e o menor
numero que pode ser divididec por sete ao mesmo tempo que per cinco, Ora,
quantos objetos tcri num eonjunto que representa tres setimos de um conjun
to de trinta e cinco? ‘

E preciso lembrar aqui que se trata concretamente da equiw
valencia de uma divisdo por sete deguida de uma multiplicagdo por tres de
modo que nof conjunto resultante havera quinze objetos, Ter{amos igualmepn
te podido repartir nosso conjunto de trinta e cinco objetos em trinta e
cinco subconjuntos equivalentes e, tomando quinze desses subconjuntos te -
tfamos, ainda, chegado a quinze objetos.
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Assim, quinze trinta quintos ¢ um outro "noms" para o operg
dor trés setimos porque a sucessiao de uma multiplicagiao por tres ¢ de uma
divisao por sete e equivalente a sucessio de uma multiplicagao por quinze
¢ de uma divisao por trinta e cinco,

Mas, o0 que ¢ dois quintos de trinta e cinco? ¥ uma divisdo
por cinco seguida de uma multiplicagao por dois, A divisao por cinco nos
da sete e a multiplicagao por dois nos da quatorze, Um conjunto constitul
do por um objeto @, naturalmente, o resultado da divisio (partage) de nog
80 conjunto em trinta e cinco subconjuntos equivalentes, de modo que um
conjunto de quatorze objetos representa o resultado de uma multiplicaqih
do estado correspondents por quatorze. Assim, uma multiplicagao por dois
e uma divisao vor einco podem ser representadas por uma multiplicacie por
quatorze e uma divisao por trinta e cinco, Fm lugar de comparar os tres s
4»ée setimos e os dois quintos, podemos,agora, comparar os quinze trinta
quintos e os guatorze trinta quintos,

Os trinta quintos sao todos os mesmos porque cada trinta
quintos a representado por um conjunto compreendendo um objeto e, e facil
de ver qual eo conjunto que tem mais objetos, E claro que quinze objestos
¢ mais que guatorze objetos de modo que o estado quinze trinta quintos .
considerado comc "maior” ou "superior" ao estado quatorse trinta quintos
chos,cntio, que O processo que gonsiste em encontrar o denominador comum
¢ na verdade a mesma coisa que encontrar mddos equivalentes de exprimir o
o8 operadorss fracionarios para que ¢les se tornem mais facilmente compa#®
raveis,

5«2 Resumo
Chegando a fsse ponto, os conceitos seguintes teraoc sidé eg

tabalecidoss "
12 A possibilidade de modificar as multiplicacoes e as divis

sOes numa cadeia de oporaqaos de nultipliclq5cs 4 de divisCes,

20 A possibilidade de substituir uma sucessao de multiplica-
gOes por uma s0 multiplicacdo, e a possibilidaded de substituir uma suceg
sao de divisSes por uma so divisao,

32 Dos princ{pios a cima extraimos a regra da multiplicagdo
de uma fragao por uma fragao,

; e A fragao racfprocn se obt;n substituindo uma divisao por
um numero pala multiplicagac por usscmggmgro e, substituindo a multiplicyg
gao por um numero pela divisao por esss numero,

Pm linguagem formal isto significsa que o inverso de uma fra
gio se obtem fazendo de Seu numerador o denominador s ds seu denominador
0 nuzs.ador da fragio inversa. Os inversos sao tambem apieadss crhanades
rocfproeoa. 0 cnnhccimonto do inverso nos permite encontrar uma rasgra pa-
ra a divisdo,

52 A divis@o @ o inverso da multiplicac3o., A regra da divi-
sao ¢ multiplicar pelo inverso, Fsta ®a regra:"multinlicar pela frngio d
divisor invertida",

62 A comparagao de uma fragao com outra se torna poasfbll
quando se transforma cada fragao a comparar 4¢ tal modo que cada uma con-
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tenha em sua cadeia uma divisao pelo mesmo numero. Aplicando esses operg
dores fracion‘iioa transformados mas equivalentes ao estado-unidade, obtg
mos em cada caso um mﬁltiplo do mesmo estado fracion;rio, @, podemos as-
sim, comparar 8sses estados.

Veremos que o terreno esta agora pronto para o estudo da 3
digao e da subtragao de fragdes. Reconhecemos que foi preciso muito trabg
lho para permitir chegar a asss estado, Compreande-~se que tnudo o que foi
axplicadeo antas deve ser abundantemente acompanhado de exercfcios conere-
tos, nao somente de demonstragdes magistrals no guadro negro, pelo profeg
sor, mas de expariancias pessoasddde parte de cada aluno,

Ate cerca da idade de onze anos, a aprendizagem e muito mna
is eficaz nas criangas, se apresentada como resultado de suas préprins X
periencias. Nada, verdadeiramente, pode substitulr a experiéncia se quers
mos que © estudo seja uma compreensao das coisas em profundidade e, ndo 3
penas, uma sucessao de respostas aprendidas de cor, maquinaimente, Sem dﬁ
vida, . possfbnl ensinar as eriangas, as regras necessarias para obter »re
respostas corretas a certas situagdes matematicamentes 1n1ntnligfbcis por
si§ mas, ndsse caso, lhes sera muito diffcil aplica-las a situagbes con -
cretas, o praciso ensinar separadamente cada lplicaqio e, quando um pro -
blema novo se apresentar, uma crianga a quem nao se tiver ensinado deste
modo nio sera capaz de resolvé-lo. Fla dira:s "nos nao fizemos esta espee-
cie de problema ate agora."

Em outras palavras, ela nao compreendeu a natureza abstra-
ta das estruturas matematicas que supunha ter aprendido, Somente aprendeu
um conjunto de regras relativas a manaira de mudar certos conjuntos de
sfhbolos em determinados outros conjuntos de afhbolos, assim comoc & manej
ra de aplicar essas acrobacias a certos exemplos particulares, habitualme
mente conlocados nos #xames passades e, simplesmente para chaegar em boa cl
classificagao nésses exames, Cada professor sabe bem que e posafbai "pefa
gar" a maioria da classe sdbre qualquer parte da matemztica tomando exem-
plos gque n@o sao habituais, Isto, de fato, deveria ser prativamente impog
s{vel. Ko sdo as criancas que fracassan, ¢ a maneira de ensind-las que ¢
insuficiente. As eriangas deverlam ser capazes de descobrir a estrutura
matematica aplicival a cada sxemplo Seé elas Tivessem aprendido essa estry
tura matematica num processo de abstragio a partir de sua propria experie
encia. Flas 12 nio chegarao simplesmente escutando cxplicu;&a on mesmo
demonstragdes concretas, dadas pelo professor,

SS90 CSOoGRIISQROEOSS
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tr3s,dopoia uma multiplicagao por dois. Fm outras palavras, tendo obtido u
um ewtado de trés meios, para voltar ao estado um, devemos fazer uma di-
visao por tres que trara como resultado o estado um medo e, para voltar
ao estado um, precisamos ainda fazer uma multiplicagao por dois, Assim,
a cadeia seguinte equivale a operar "1 para 1" ("1 pour 1"):

!-£f3 1213131 x2)=x1 e, nio tera para resultado nenhuma

srsca de estado, Isto devera ser inteiramente evidente para as criangas
que reconheceram a reversitilidade da ordem das opcragﬁos, e as proprie-
dades inversas da multiplicacao e¢ da divisdo dos numeros maturais. Em
nosso exemplo, nos temos uma multiplicacao por trés numa parte da cadeis
e na outra uma divisao pot trés., Se essas duas operagOes sao postas lado
a lade trocando a ordem das operagdes, nos teremoss

‘:x,} 131382 |X2| a5 operagoes combipadas para multiplicar por
trls « dividir por trés niao tem o efeito sdbre o estado sobre o gmal nos
operamos, Assim nossa cadela equivale ag

l x1]js2ix2 Nos temos ainda uma divisdo por dois e uma multipii

cac@io por dois na cadeia restants.Juntas elas n3o terio o efeito sobre o
estado sobre o qual nos operamos, de modo que nossa cadela ;,finalmnnto,
equivalente a x 1| x 1|, 1sto ¢, a x1.

0 operador tres meios seguido do operador dois tereo
g%g equivale ao operador peytro, a saber, a uma multiplicagao por um ou
x

®

Pode-se tnmbéa, fazer isto na notagao convenctonal.
Podemos escrever, por exemplo, X g como sendo o operador que indica que
devemos fazer uma multiplicagao por tres seguida de uma divisao por dois.
Sera claro, neste momento, que um segundo operador fracionario que se so~-
brepos ao primeiro e indicado por uma multiplicagao. Assim, nos multipli-
camos por x'§ a fim de obter o operador neutro, que ¢ o operador "multl
plique por um", Isto-das 3 2

X b 4 , S x1

Se nos quizermos considerar isto nao como um jOgos
opsrador-operador-operador, mas como um jago: estadp-operador-estado, e
preciso conddderarmos os "tres meios" do princfpio nao como um operador,
mas como um estado de coisas obtido operando sobre o estado-unidade com
o o operador x'§~. De modo que entdo, trés meios sera um estado de coisas;
tomamss dois tergos como o operador que aplicaremos ao estado trés meios,
e obteremos de novo o estado-unidade.

Sob uma forma c}iﬁsica, uma vez ques

Fstado _ Opers | Fstado isto es | Estado Oper. | Estado
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Estado Oper, | Estado) Estado Oper. | Estado

g . § 3 isto e g % § Y
deveria ser claro que o que nos disscmos . que dois tergos de tres meios
fazem um, isto c, que o estado-unidade ¢ obtido operando com o operador
dois tergos sdbre o estado trés meios. Paralelamente, se nos temos um eg
tado de dois tergos, o operador trés meios aplicado a éste ultimo torna-
ra a dar o estado um, Aqui, todas as multiplicagGes saoconsideradas como
operando sobre estados e dando outros estados,

3¢5, Expori?ncial concretas para compreender 6s inversos,

Insistimoss para a maioria dos alunos sera importante
exscutar (o0 equivalente material dessas) operagdes com objetos reais,fs-
ses objctoa podendo ser a s propriaa criangas, Por oxouplo, o "estado um"
podorn ser um grupo de seis crianqas, isto sera nosso estado-unidade, 88
dese jarmos criar o "estado tres meios", podemos fazer de duas maneiras,
Podemos multiplicar gor tres e dividir por dois, Neste caso teremos prime
meiro um estado de dezoito criangna, obtido a partir do estado de seis e»
criangas, multiplieando por trcs, isto ., aplicando o Opcrador "3 para 1¥
Podemos criar este catado de dezoito criangas colocando tres conjuntos de
seis criangas em frente a classe. Podemos em seguida executar a divisao
* por dois dividindo o conjunto dos alunos que se encontram em frente a ela
classe em dois conjuntos equivalentes e scparando um désses conjuntos, Is-
to resulta num estado de nove criangas o que ¢ evidentemente o estado de
tres meios aplicado ao ostado—unidadc. Podemos mesmo ver gopde est@o os
trés "meios", dois meios &hm grupo representam o estado-unidade e um ous»
tro meio no resto do grupo de crianqal composto de nove criangas. Assim,
um grupo de nove criangas indicara o estado do trés meios,

Tomemos, agora, o operador x‘§ Uma vez, ainda, podemos
fazer primeiro a divisdo e em seguida a multiplicagdo, od vicc‘Vtrna.Elqg
lhemos fazer primeiro a divisao, Aplicando uma divisao trés a um estado
de nove crianqas, obttvumos um estado de tres criancgas. Bavcrn cntao,:o -
mente trés criangas de po diante da classe, o resto estara sentado, Aplie
cando a multiplicagao por dois ao estado de tres criangas, obteremos o eg
tado seis erianqas, que ¢ prccisamcnt- o estado de nosso grupo-unidade,Ag
sim, operando sGbre o estado trés geios, ilustrado em nosso caso por um
estado de nove erilnqa:, com o operador dois tergos, obtemos o estado de
sels cttancas que 1 aqui, por dcfiniqao, 0 estado-unidade, Isto rustra qu
operar com O operador x sobre o estado de '3 s torna a dar o estado u
um,

Do mesmo modo poderiamos tomar o estado de dois tercos,
Um estado dois tergos teria sido obtido fazendo uma divis@o por treés e u-
ma multiplicagao por dois, ou vice-versa, Partindo de um ostado-unidado
de seis citangas, podemos fazer nma divisao por tr-s, cujo resultado ¢ um

estado de duas eriangas ( isto ¢ o estado de um tcrqo se utilizamos est
dos fracionarios), Depois fazemos uma multiplicagdo por dois, isto nos da
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um estado de quatro criangas que e o estado fracionario de dois tergos do
estado-unidade de seis criangas, Termos, agova entao, um estado de dois
tergos ilustrado pela presenca de quatro criancas diante da classe. Pode-
mos agora aplicar o operador x'z o Isto e, podemos multiplicar por tres
¢ dividir por dois ou dividir por dois e multiplicar por tres, Fagamos,
neste caso a multiplicagao primeiro., Temos um estado de quatro criangas,
multiplicando por treés obteremos um estado doze criangas, que ;, eviden-
terente, um estado de duas unidades.Temos ainda de dividir por dois, o qu
que a partir do estado doze criangas, produzir; um estado de seis crian-
¢as, Fm outros t3rmos, sobre um estado de duas unidades, uma divisao por
dois produxiri um estado de uma unidade. Assim, ainda uma vez, o operador
x'g'aplieado ao estado '§ ’ d;,a estado unidade ,um,

Sera preciso, sem duvida, fazer um grande nimero de exercic
cios semelhantes .n@#i‘qu. as criangas estejam inteiramente familiariza -
das com a ideia éa inverso, 0 inverso de um operador fracionamio e o ope-
rador no qual a divisio e substituida por uma multiplicagao e a multiplie
cagao pela divisao correspondente, A maneira formal de idzer isto e que
nos trocames o numerador em denominador e o demominador em numerador, Nos
reviramos a fragao “=m°&¥5088$i-9'§§$£ prefer{vel niao empregar exXpressoes
puramente formais antes que a compreensao em profundidade esteja bem esta
belecida. ' ;
Dizermos muitas vezes aos alunos, desde o princfpio, que os
inversos, ou r.cfbrocos, das fragOes se obtem revirando,simplesmente, a
fragaolem desordem’,"de cima para baimo" ("sens-dessus-dessous”), Resulta
pouca compreensao matom‘tica, a reviravolta nio tera nenhumg ligagao par-
tigular com a opcraqio em causa ¢ sera mal utilizada na maior parte dos

casos,
Ainda uma vez, o inverso pode ser considerado como um pro-

cesso "Oporador-operidor—ostado", Ou como um processo "operador-estado",0
operador dois tergos e o operador inverso do operador tres meios., Provawve
velemente, nesta fase sera mais facil considerar todas as fracoes como o-
peradores; os estados correspondentes podem sempre ser obtidos fazendo o-
perar os operadores sobre o estado-unidade, O modo de mane jar este probls
ma deve ser deixado a criterio do professor, Alguns professores pensam qu
que as criancas sao mais capazes de considerar as fragGes como estados de
colsas, outras podem ser mais levadas a considerar as fragoes como coisas
Que se faz para trocar os estados em outros estados, ﬁ'claro que devemos

levar as criancas a considerar as fragoes sob seus dois ingulos; mas por

razoes de téénica 08 professores podem preferir o emprego de uma ou de oy
tra dessas interpretacdes,




