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- Mathematics for Elementary School Teachers

‘«Capitulo 5:

& 8 ¢ n-oac X0 Biba3.

1. Como podemos explicar a'subtrégao
a) Pelo uso de eonjuntos? A
| b) Usando as idéiess da adigso?
2. 0 que. slgnlfica "D - 32

Voceé ja deu a seus alunos exercicios de. subtragan‘e'

pediu gue ®les tirassem a prova, adicionando? Talvez fOGsse um exer-

ceicio aseim: 46
. P
27 . |
Se o aluno achou gue a resposta era 27, Ble deveris

schar a prova sdicionando 27 4 19. Tle procuraria obter 46 se a /.,.
_resposta 8o exercicio de aubtragao estivesse correta. 27 '

§ .19 & :
Isto" &, ele adicionaria a reepoata a27; aq\'__méhor'

dos numeros dados (19) e procuraria obter um maior (46).

Evidentemente, a subtraqao tem alguma relagao com

~adigdo. Qual & esta relacio? Como deve ser apresentada &s crisacas?

Quais 8s coneequenclas desta relacao° Este capitulo expllcara egtas

e outr;s perguntaso

A relacto acima menc*onada ge refere 20 verdadeiro/
slgnnflcaao -de subtragao. Enginamos as crlanqas que "sete mencs :

~‘tres é igual a quatro® mas, também, necessitemos ensiné-las poraue.
' Se ume erianca diz: “cete nenos trés é igual a cinco", devemos 28 =
tar aptes para mostrar-lhe porgue esta errado. Em outras palavras

devemos tranemitir e criangas o gignificado da subtracio.

- Expliczndo a Subtragio:

Recordeﬁds.brevemante,como a adigao é'geralmente'dg
finida nos nNOvVos programaé’de natematica. Primeiro mostra-se 808 8~
lunos como encontrar a unigo de dois con,juntos disjuntos.Mais tarde' '
anrendem que o mimero de elementos de tal unifio. é chamado some dos
elementos dos dois conjuntos. Da definiqaoo entao sao deduzidas cer

e proprledades da adigeo ! tais como a propriedade comutativa) .

B subtragao podera ser tambén baseada em conjuntos,

_ peld usb'da nogao de um sabeon junto . Entretanto. mesmo guando a sub o

tragdc é deflnlda em t3rmog de conjuntos, rapidamente se Torna apa~

rente o fato de gue a ‘ubtragéo esté ligadae b adigdo. Déste modo oJ

Sléﬂl&ﬁcado da subtragao pod gar abordado de duas meneiras:
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s
em térmos de conjuntos

2, em t8rmos de adicHo :
Como ilustragdo de abordagem através do uso de con~
junto, consideremos a seguinte situacBo: os irmaos de Maria 880 :

Miguel, Jo8o, Maximo, Roberto, Iuis e Jorge. Designando-se o conjun
to de iraos de Maria por A, teremos iy
A= {Miguel ,Jo80,Maximo ,Roberto, Luis, Jorges Emild X

Consideremos também o conjunto de irmsos de Maria,

- cujos nomes dados comegando com "HM", é designado por B ‘
‘ 3= { Miguelgnaximo}

Ume vez que todos os elementos do conjunho B 880
tambem elementos do conjunto A, dizemoes que o conjunto B é um sub -

onjunto do conjunto A. :

Os J.maoa, cujoa nomes Nzo comegam por "M*, formam
outro subconjunto de A; chamemos éste conjunto C.

o={ ’Joao,Luis,Jorge,Roberto,Emilio}
~ Agora, fagamos uma pergunta numérica simples,que po
dera ser spropriada pars o8 primeiros anos.

Maria tem 7 irm8os, sdmente 2 tem nomes gue comegam

com "M". Quantos irmd@os maie tem Maria?

Se o aluno apresenta os conjuntos A, B e C como aci
ma, entg@o para responder a pergunta, poderia dar o conjunto C como
o dos irmaos, cujos nomes nso comecam com “"M",

Evidentemente, ste exemplo pode ser smalisado por
dois pontos de vista, :

l. Os conjuntos A e con;]unto B s@o dados.

0 conjunto B é subconjunto do conjunto A.

Qual é o subconjuntoc de A, cujos elementos nd@o /
estao em B? COn;]unto C. ;
| 2. B dado um conjunto de sete elementos e um dos se
us subconjuntos consistindo de dois elementos. Quantos elementos do
conjunto de sete elementos nso est2o neste subconjunto de dois ele-
mentos? Cinco. = : s .

Chamamos &ste tipo de problema de ‘axbtrag'éd .N%le re

presentemos o numero de elementos que ndo foram dados no subcon jun~
to por "T - 2" (leia.‘-se "sete menos dois"), € nos referimoe a éeste
pimero como a.ﬂd_iferem}a de 7 e 2%, Porgue esta diferenca é 5, es -
crevemos 7 - 2=5 (as crisngas podersio, por exemplo, remover dois /
blocos do conjunto de sete blocos e entdo contar os restantes, Es -
ereveriam 7 - 2, ou 5, para expressarem os resultados). Dizemos que
2 subtrag@io d4 ao par de nimeros 7 e 2 a diferenca 7 - 2 ou 5.

Qualquer problema sdbre objetos que "regtan” ou sfo
"tJ.rados" ou que "sobram” podem ser resolvidos pela su'btrac;ao como
€ indicado aqui.
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Uma espéeie-de problemsa, chamado, muitas veézes, de
"comparac;ao" entram com menos evidéncia no padrdo de subtragio. A -
qui esta um exemplo’

Fugénio tem 13 bolinhas de gude,

Hubert tem 5. Quantas mais tem FEugénio do que &

Hubert?

Nesta aitu.aqao, as 5 bolinhas de Hubert ndo sso um

subconjunto das 13 de Eugénio, entao teremos que simplesmente pro -

curar o conjunto que resta. Mas o 'procgssb requerido ¢ obvio (tal -
vez ndo as criangas, porém): Comparamos as 5 de Hubert com 5 das de
Eugénio. Ent8o procuramos o subconjunto restante das de Eugénio.

Conjunto de Bugénio Conjunto de Hubert

0 ndmero do conjunto que resta é 13 - 5. Isto nos
diz "quentas® bolinhas “"mais® tem Eug®nio.
: Usando~ge conjuntos, podemos dar una definicéo for-
mal de & = 'b, a diferenga de 2 e ‘b, no seguinte:

‘ Se A fOor um con;;unto que contenha 2 elementos e B
£86r um subconjunto de A gque contém b elementos,en ~
t80°a -~ b & o mimero do subconjunto de elementos de
A que ndo est@o em B. '

A diferenga a - b n3o depende da selegao de conjun~
tos A ¢ B; desde Que 8stes conjuntos preencham os requisitos especi
ficos. Desta definigZo. aparece uma restrigao aos némeros envolvi -
dos em subtragfo. A definicd@o diz que para oue se subtraia b de a ,

b devera ser o nimerc de um subconmmto de um conjunto de a elemen-

tos. Claro gue b niio podera ser maiocr do oue a. Entso, expressses/
como 3 - 5, 17 = 18, ete., ndo tém sentido niste estagio,

- Conjunto de Exercicios 1:

1. Para cada um d8sses exercicios, responds s per-
. guntas: ’ :
- £ B un conjunto de A?
- - Se é, qual é o subconjunto de A compesto de e-
lementos _x_z:é_o_ em B ?
ao. A= ' a,e, f,i,j,0.p.1
D 8, e,Ai’,o s

b A= {vemelho,branco, azulgverdejs
B= i_v‘erda?}
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Co A= iAcre, Minas Gerais,Guana_baraycea,régAmapé}

B= {Ceara, Amapa |
d. ..A.= (x,ye 31}
B= {ery 3}

e. A= § }
. {A}D O

2. Para cada exercicio acimaa escreva uma sentenca/
de mbtraqa.o. A sentenga de subtragéo para a primeira é 8 - 5=3 por
que,. dado um conjunto de 8 elementos e um subconjunto de 5 elemen -
tos, o subeonjunto restanta tem 3 elmentoaa

L Se B é unm auboon;junm deA, como acima,e se c éo
suboon.}unto de A composto de elementos nao em B, ent3ao que conjunto
é BU¢?

Até aqui, no desenvolvimento da su.btraqao, nio men~
cionamos a adigBo. Entretanto, a subtragdo & muitas vézes chamada /
de “operagao inversa" da adigd@o. Porgue?

Nos exercicios e texto acima, comegamos com um COD-
junto e subconjunto de um conjunto; entdo recorremos ao subconjune

to reerl:ante° No Exereicio la, o conjunto dado foi:

B= a,e,i, : :
0 conjunto restante encontrado foi'
c= frant ,
Agora, uma vez que C é um conjunto de elementos de
A que nBo estao em B, o conjunto C e B sao disjuntos. Podemos for -
mar a sua uniso, B {J C; esta claro que B C=A. Isto é:
{f, »P}U {agevit ,u} = {393 f,i,j.0,050
" T8da a vez que efetuamos a unifo de dois conjuntos/
disjuntos, temos uma situac;ao de adigao. A uniso acima implica a
sentenga de adicao 3 4 5 = < 8 : _
: A sentenga de subtragso no Exercicio Ja 68 -5 =3
Entgo, a adig@o esta por certo relacionada com a

A= ga,e,f,l,j,o,p,u} e 0 subconjunto era

subtragso. » _
: = Mas demonstremos 'es‘ta relag@o de modo _mais esplici~
to, voltando =os conjuntos nos exs..las
5 : A= jase,f.i,]),0.D; u}
B= {a,e 1,0, u?e : :
Em vez de perguntarmos; "Qual € o conjunto de Ay

 ocujos elementos nao estdo em B"? poderemos perguntar: "Qual € o con
Junto ., dlsmmto de B, que completara corretamente ests e;entengac

B U {j =A?
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A resposta a cada pergunta & s mesma: ‘{f, ,’p}’
Agera, fagwme una pergunta mmérica 8bre éste e - 5
xanplo Poderiamos perguntar- "Qual é o mimero de elementos do sub-
conjunto de A, cujos elementos ndo estao em B*. Ou, podemos fazer /-

& pergunta assim: "Qual é 0 numero ~que adicxonado a0 5 da:ra uma 80-

ma de 87" : : : e
: Em outraa palavrasg pa:ra se achar a diferenqa e

8 e 5, paderemos conpletar a sentenga 5 & D =8, Aseim a sentenga
5+D ~8temomeano significado que D—~8-5c
- O mimeéros que eao adicionados s@o chamados adendos :

Completar uma aentenqa como 5 ¢ E] =8 pode ser ohamado "completar
0 adendo que falts (ou desco_nhecido;h Assim, a subtragao é,a8 v8 -

zes, chameda “s operagio de se encontrer o adendo que falta". Né.

adig#o, procuramos & soma de dois adendos, enquanto gque na subtra -
' GBo procuramos wm dos adendos de uma soma dada. £ por isso ’qu,e nui-
- tas vézeai, & subitragso € ohama.da de inversa da adigao,

T i R subtragao significa o adendo que faltae, o que /
significa 8 - S? 8§ = 5 é o numero que, quando adicionado a0 5 da 8

- ‘dsto 59 3. Entdo 8 - 5=3. A diferenga 3 pode ger schada completendo
—-8€ 5 ¢ Lj - 8, Nesta sentenga, 5 é, muitas v‘&zes, chamado de aden

do conhecido ou dado, € 8 é chemado s soma. Note-se que a expressso

*8 - 5% 1ida de esquerda para g direita primeiro mostrs a soma 8,
depois menos, entio o adendo dado 5.

Claro que ee o adendo dado for maior oue a soma de- -

' eejada, nio serd possivel encontrar-se um adendo que falts,aproprig
~do, entre os mimercs inteiros. Por exemple: 6 4 D =2 e D-ﬁ-g =8

neo poderao ser completados com nUmMeros inteiros, Assinm, expressoes"

tale como 2 - 6 ¢ 8 -~ 9 nBo tém szgniflcado ouasndo se trabalha com/

o con;nmto dos nineros 1nte1roaq , : : : .
: Déste modo, aomos levadoe hs mesmas reetric;oes vis-
taes na definigio de subtragBo ussndo-se conjuntos: : '
0 adendo conhecido n#o pode ser maior &o gque a eoma
- {Quando os alunos chegam ao ginas:.o, entretanta des

- cobrem que exiatem mimercs - especialmente os mimeros negativo 8-que :
. se a.plicarao para completar acntengaa como 6 4 D 2). A sbordagem,

adendo~qua-falta; para a subtragao, eplica-se; portanto, para gran«» _
des classes de nimeros do gue para a abordagem de. conjuntos - POT e

~ xemplo,. para uma classe que inclua nBo sdmente mimeros inteiros mes
utambem numeroa negativoe e :tracionario B8, : ;

Agora usamos a 1deia de. numero—oue-falta pa.ra des -

_‘crever a subtragéo como ae eegue-

A mbtraqao atribue ao par de minero s inteiros ’ :
& e Db o mimero gue falta na sentenca b + ] =a
.0 mimero-que-»falta & nomeado "a - b" A iss0,também



se chama diferenga de g e b. A expresszc "a ~ b" indica um nimero /
in‘beiro somente quando b n8o & maior que B : :

: Segue-se que quando completamos uma sentenga tal co

[3 # 619, nés con eteito, “mbtrainoe” 6 de 19, e sabemos que

fo nome para o adendo que falta & "19-6". Dai. pelo nosso eonhecmen :

to da adigho, $ 6=19, obteremos 13-19-6.
: Se introduzimos a subtragio atraves do ademdo que
falta,, ngo sersa estritamente necessario que sejam decorados o8 “fa-

tos da subtragéo”. Por exemplo, 8¢ pedlrmos & crianga que complete/

& sentenga 11 - 4= D (isto &, pedimos a subtragac de 4 de 11 )
ela deveris pensar livremente: 11== D $ 4 ou 11= "4 .}D

@ entao completar qualquer das sentengas atraves do seu conhecimenn--

to dos fatos da adigB@o. O adendo que falta, encontrado, é a diferem
¢ca entre 11 e 4, 11 - 4. A crienga deveria. aprender que "onze menos:
quatro equivale a 7", porque "sete mais gquatro iguala onze".,

Pode-se agora explicar como a adigZo pode ser prova
da subtrag'é'.o? ' ' s

- Conl_ta de Exerc:.cioe 2z

i Escreva duas. aentengaa de subtraqao de cada uma
dessas sentengae de adigBo: ;
a. 6 4 4= 10 6;‘410‘-4.', 4= 10 - 6

bo so0s e . ] ; ceoaseoea e *ev oo e
.

20 Esereva uma sentenqa de adiqao parsa eada uns des
sas sentenqas de subtragso: ‘

8. 12-7=5 1zz~5§7(ou12»7§~5)
bo 6"' 6-’-’50 . s esecébeneo
co.oo'c.ocooooq.' 6.000.0'700

3, Oonverta cads uma dessas sentengas de subtragdo.
Entao complete a8 sentencas:

e 34 LF el M8l saras

bc_noco..oboo ® %528 8000

.40 Converta cade uma destas sentengas a uma senten-
ga de adic@o. Complete ambes as sentengas:
a. D,=16~9 _9-}@%—16(011[3-&9;16}»

bo' 9S00 oweee8 oo o0 - ceeecesec

ngi'iedades da Subtragso

Ifoe’novoa'pro.gramas de matematica, as criangas n#o
aprendem s0 a significeg8o da adigdo e multiplicaglo mas, também,as
propriedades dessas operagoes matemé.t‘iqaso‘l)ua;s das propriedades im.



portentes da adigZo e multiplicagao 820 as propriedadea associati -
va e a comutativa.

~PROPRIEDADES ASSOCIATIVA E COMUTATIVA DA MUITIPLICACEO E ADICKO:

L2 _OPERAGKO | PROPRIEDADE ASSOCIATIVA | PROPRIEDADE COMUTATIVA
' Para todos os mimeros in- : Para todos os mimeros/
teiros a, b e ¢ ; inteiros a e b
Multiplicag#o| (a x b) x c=a x(b x ¢) ‘axb=bxa
' o Exemplo: | Exemplo: '
(3x6) x4=3x(6x4) 12x7=T7zx 12
Para todos 0s numeros in- | Para todos os nime =
: teiros g, b e g, : ros inteiros a e b,
Adicae | (at®te=ai(®te) | apb=dja
o : Exemplog : Exemplo: :
(3@».6)%4:3%(64@ d24 T =7 4312

F
Tem a subtragao também essas propriedades‘? Conside~
remos dois exemplos: ' :
i v i 1. £ a subtradso comutativa? £ 8 - 3 = 3 - 89
' : £ obvio que 8 - 3. = 5, porque 5 completa corretamen
te a sentenga 3 4 E} =8, Mas “3 -~ 8" nao cromerdara 53 de fato
nzo & nome para nenhum ndmero inteiro, \'\\)c\Loaa que ne%.& nimero in‘
teiro se ajusta & sentenga 8 ¢ D =3, 808 ~ & ;é \g 8.0 simbo
lo "#" gignifica "ngo & igual a" (Usan ﬁbmm@&‘éﬁ ﬁegativoe, pode
remos achar que 3 = 8 & -5, e ndo 5, entdo aqui também, 8-3#£3.8) .0u
tros exemplos como ©sses, sao facels de se encontrar mas nao sao ne
cessarios para o nosso objetivo. A subtragso seria comutativs sdmen
te se a - b - b -~ a assim o fdsse para todos os numeros inteiros a

€ b. 0 exemplo acima mostra que ha so menos uma exeepgan - isto &, -
que a -~ b néo iguala a b - & para todos os nimeros inteiros. Mos =
trando~se que 8 ~ 3 n3o & igual a 3 - 8, achamos uma excecdo. Entdo
R a sabtragéo nio & comutativa.
2.. £ a subtragao associativa? Por exemplo:
9v~ (5 - 3) igual a (9 - 5) - 37
9= (5+3)=9-2=17T
Mas (9 -=5) =3=4-3=1
Entd8o 9 = (5 = 3) # (9 = 5) = 3. Esta excegdo nos
mo s8tra que a subtragso nso & associativa. (Porque para a subtraqao/
ser associativa, seria necessario que a = (b~ ¢)=fa = b) = ¢ para
todos os nmimeros inteiros 8, beg)

i -
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: Entretanto, 8 resposta foi em verdade calculada oo--
mo<3o 10)4(16-9) . |
¥ valido questionar como sebemos | que esta "mudanga/
de termos® leva so resultado correto. A resposta esta incorporada /
na seguinte generalizax;am '
: Para todo o mimero inteiro a,‘n,o,dg onde 8 nao é me
nor que ¢ e b ndo é menor que 4,

(ai-b)-(c-&d) (a+0)-(b'+d)
(Incluimos a seguinte Prova para as profassoraa gue
estiveran interessadas em ver uma). :
De acOrdo com 2 abordagem de admdo-que—falta para
a mbtragao (Veja pg. 72): ,
Sea=-¢=x; entio e= ¢ § x e
Seb-d=y, entéo D= d 4y

: Dessas equagdes, e pelas propriedasdes aasociativa @
comutativa da adiqa.o, temos:
(ai-b) (egx)$ (47
~ =(e4d) ¢ (x4¥) ot
o que s:lmplesmente aiglifica que (a 4 b)- (o{-d)~ X475
Substituindo-se x e y,temos (a 4 b) - (¢ 4 d)=(a =~ ¢) 4 (b - a)

Esta € a igualdade que procuramos esta‘belecer.Um ca
so especial é obtido tormando 4 = b, :

(a,i-b)~(a+b)_=(a-c)+(b-b)

=(a~e) 40
= (a = @)
0 resaltade é expresso como
(24 b))~ (e4d)=(a~0)

0 que simplesmente significe que 0 reemltado de uma
subtragdic é invariavel ee o mesmo mimero & adicionado a ambos 0s nd
.~ meros no problema de subtragsgo. t
Por exemplo: 241 - 97

H]

(421 4 3)

424 - 100
: 324,0

i
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=0¢ 16 _
0 ¢ 65 =65 leva 865« 65=0e 65 - 0 =65
0 ¢ 2 =2 IWaa2~2=O e 2~0

nero:{o:.os Con;pnto jz

10 Ingerir "= ou ";é" onde neceseario, em cada oirn-. :
culo: :

8. 3 = 2 O 2. 3 subsescese

2. Inserix paréntesue pera tornar verdadeira cada /
sentenga. e _ '
8c 8 - 4 - 1 = 5 bﬂ;‘ob.oz.:o_o : : cao.uo:-c"

Lo s o S 0 Eapel do sero na. subtragio

Savic e que o0 O tem pepel especia.l na a.digao,, |

momzpmz DO ZERO NA ADIGKO

Para cada nunero S :
a-&-O—an{oavwa'
rExnplosv
540 =15
0O 4 16 =

Esta ledi aspecial leva a alguna fatos intereasantes

@dbre o0 O na mbtraqaoo Retes fatos, ainda que apresentados aqui,

de maneira mais ou menos sbstrata, s&o melhor comunicados & crianga

através de exemplos e axercicioao

A propriedade de adigao do =zero leva. & aentangaa ta

-fia como 5 4 0 =5, O + 16 =16, 0 4 65 =65, 240 =2, ete. De cada 1

po de sentenga de adigao acima poderao se formar dois tipoe de sen-
tenqas de subtragzo. : ' e
540=5 leva'a5'~5=’0'e.5-._ozs,

16 leva a 16 -~ 16 =0 e 16 - 0 =16

W
i

2

L

Eates remlta.doe sugerem a possibilidade de genera-.
lizaq'iog , :
- 1. 0 fato de que 5 - 5~0 16 ~ 16=0, ete, sugere /

que "qnalquer minoro inteiro az.btra.ido de si mesmo leva a 0",

2. 0 fato de que 5 - 0=5, 16 - 0=16, etc., sugere

quo "© mbtraido do qualquer mimero inteiro leva a &ste nimero in -
“teiro."

, ~ Essas ganeralizaqoea conetituen o papel do 0 na sab .
: traqao; @les podu ser p:l'OVados com & pmpriedade de a:ncao do O.
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._;&ra_ ceda mimero inteiro a |
g ‘a- g =0

" 4
(e

L ]
_{, ‘ Paras ‘cada nimero 1nteiro a
* a=~0 =a

[

.

& »
¢ #
& .
'
® 4
<
-

QAJJ- Que sig.nificab‘-B" 5-3éonumero

W sentenga 3 + [J - | |
a soma de do admdos um dos adendoa é sub

Lo dlendo remandpente,
A - ndo & comutativa ou associathra.
Qo “mimero sub&aido de i mesmo resulta O.
_(: sradio de qualguer mimero leva ao mesmo mimero,
32335 2
.~,v:£¢: §. "}ludanqa e Termos" na Subtrac'éo.~
N TS

)

 en % ainda permsnece o problema de se efetuar /

. ’- 1 - .a :
by ﬁb“ :}iepois 3 a&iﬁea&o da sabtragso estar in -

| efici ‘tementd“‘o eaI’ o da subtraqao Num problema eimples como
’If’b- D "o adendo que faltar por exemplo 11= 4 4 £ '

pode ser usado, efic:.entemente, pela crianqa qne oon.hece 08 fé.toa

}elementarea da adigdo.

; Entretanto, em problemas de mesmo pouca complexida
de, o uso direto da abordagem adendo que falta, nem eempre é prati-

‘ca. Por exemplo, pode ngo asuxiliar muito o prineipiante, se 8le ten
~ tar calcular 46 - 19=1 ]  escrevendo 46: 19 + 0O '

A crisnga aprende como fracionar éste problema em

; _partes simples que poderso ser usadas . com © conhecimento jé adquiri

do. Para coneeguir isto, poderi usar um algoritmo de subtrsgso por
meio do qual calcula a dlferenc;a.

Vi T  46==.40+6==30+16_
ok T - 19=10 $9=10 49

Podera usar entfo a abordagem adendo~que~falta. para

_obter 0 - 10=20, 16—9—-7; aseim sua resposta se torna 20 ¢ 7 = 27,

Note-se, entretanto, que ¥ste cdlculo torna tacito/ 5
uma'prmsda que é raramente apontada nos textos elementares. O pTro
blema original foi: 46 - 19. Por ¢z<:nm'en:l.%nc:l.a§ foi expressado pri -
meiro na forma (30 & 16) - (10 ¢ 9)

Ume discussSo meis detalhada s0bre algoritmos de subracéo a

parecerd num capitulo poateriora Aqui introduzimos brevemen
te um algoritmo da subtraga,ogpara desenvolver unma pmpmedade impor
tante da subtraqaoa '



