Mathematics for Elementary School Teachers

- Capitulo 33 '
‘ ADICXO E SUAS PROPRIEDADES
1. 0 que eignifica.uma uniso de um pai' de conjun =
tos? i : ;
2. Como pode ser a soma dos mimeros inteiros defi =
- nida em térmos de conjuntos? s gt
3. Quais 830 algumas das propriedades da adicho?
4. 0 que significa a expressao "2 4 3"7
Conhece alguma crianga que eejavcapaz » 623 821
de executar o trabalho ao lado, mas 4 108 - 538
tenhe dificuldade com problemas ver - 731 283
bais? Imagine que voce tem un aluno 362 414 | g
gque faz ®ste trabalho apresentadc. De %27 23 Tg
pois imagine que voc? lhe deu o seguin 2534 184
te problems: “Quentas cadeiras ha num 724 184 -
guditorio no qual ha 15 filas de as = 9774 ¢

sentos e 12 assentos em cada fila? : = :
Agora, suponha que ¢le escreva no pepel 12 e diga que a resposia/
e 27. : 4 15

' | | 27

Como se enalise essas difiguldades? X 8le descuide-
do ou lhe falta compreensdo de adigfo e multiplicagdo? Sera poesi -
vel gue uma crianca possa fazer o trabalho apresentado acima, cem
compreender o significado das operagies matematicas?

Concordamos que %0das a8 habilidades computacionais
do mundo, nfo serdo de muito eux{lic se nao forem acompgahados da
compreensio dos resultados. Se uma crianga souber como multiplicar
mag ndo guando multiplicar; seu conhecimento é bamtante indtil.

0 ponto a gue gueremos chegar é que ha uma diferen-
¢a entre seber o significado da adicao e saber comc executer vs pro
cegsos conputacionals relaoionadose Ainda que seja possivel ge a -
prender o dltimo de cor, ¢ de se duvidar que assim fagzendc, se ob -
tenha objetivos educacioneis que valham a pena.

Nas péginas que se seguem, procuraremos esclarecer/
0 gue queremos dizer por adigso . A adigBo sera desenvolvida atrevés

do ueo de conjuntos, Queremos ver se conseguimos apresentar certos
principios ou pi‘opriedade.s.da adicdo como conseguéneis do seu desen.
volvimento. Essas propriedades em dltima insténeis nos levam 208
precessos gque ussmos em calculos. P ‘?

i

Preliminares b sdigo - Unifio de Conjuatos




0 que queremos dizer quando felamos em "adioionar "
3 a 5"? Geralmente, a professdra no curso primério explica mostrane
do um conjunto de 3 objetos e um conjunto de 5 elementos, juntendo/
os dois conjuntoe ge produz um novo conjunto de 8 elementos. 0 uso
de exemplos concretos § na verdade uma boa téonica mas ¢ professor
por certo quereri conhecer as idéias matematicas que fundamentem ta
is exemplos concretos.

Examinemos a =ituagso ¢ vejamos se po s estabele
. oex nmoimcn-h o que & adigdo. Cologuemo-nos sob convengées e va
 moe nomear cada conjunto acima com uma letra maidscula, Pbdc_-o-,u\-
.~ bitrarimmente, chemar o conjuntc que aparece a esquerda de A e o da

. direita de B. O conjunto que contém todos os elementos apresentados
' @e ohsmard de unific de A e B e sers representado por AUB (leia -se
"A unidio B"). i

Considerenos meis alguns exemplos cue ilustrem o
conceito de unido:

1. Se E 6§ un conjunto de t6das as loiras da nlnuo
e F,0 conjunto de ruivas, entdio E\U F & o conjunto de todos na clas
se que tiverem tanto cabelo loire como ruive.

: " 2, ‘Suponhsmos que M é o conjunto constituldo de Bob
e Joe e K é o conjunto constitufdo de Beti, Jane e Maria. Usando-se
chaves a meneira costumeira, poderemos escrever:
= {'.Boh e Joo} o N= {Beti,Jeme,Marid] mntio MUE-

%'\ 8= §Bob, Joe,Betl, Jans, Meris} .
3. Seja X o conjunio de estados no Brasil, cujos no
mes comegam com "S*, isto ¢, X= iSmta catari.na.s Pmlo,Su-giy

Seja Y 0 conjunto de estalos, oujos nomes taminm com g".i.m &,
Y= {sorga.po,gm} ‘Enté0 s

XV Y= {senta catanna,sw Pmlo.smp.,mr?,

.4, Be P-= it,b,o'i -3 Qz’ a,o,o,% entao
PU Q= jab0,0

Provhvelmente, foi notado gque os dltimos dois exem-

plos diferem dos doia dois primeiros. No exempio 3, 0 comjunto X

contém Sergipe como o contém também Y. Mas Sergipe nio & registrado

meis de uma ves. No 4, os conjuntos P e Q +&n dois elementos em



comum, a saber, a e C. fetes s@o de novo anotados sdmente uma vez,
em PV Q. Estamos querendo afirmar que a uniZo de gualquer conjunto
A e gualquer conjunto B € o conjunito constituide de todos os elemen
tos em A junto com todos os elementos de B. Entre 0s elementos in =
clufdos na uniso estdo, por certo, qualquer elemento que porventura
sejem comuns a A € B. Entretanto, um elemento da unifio é enotado ®
mente uma vez, independendo de pertencer a um dos conjuntos ou a am
bog. Esta idéia esta resumida no seguinte: »A uniZo dos conjuntos/
AL eB éo conjunto constituido de todos aguéles elementos que eshe-
Jem em A ou em B"”. (Como € usado agqui, a palavra “ou" ngso exclue a
possibilidade de gque um elemento da uniZio posea pertencer a anbo 8
os conjuntos)., Note-se que o ato conereto de juntaer ngo estéd impli-
Lado no conceito de unizo de dois conjuntos. ¥ certamente o caso do
exemplo 3 acima.

- Conjunto de Exercicios 1l:

Seja:

{a, nc}- B= {age i, ogu} ng’o s g} e Da{u,xgwgmyg z}

Distribue em tabelas os seguintes conjuntos:

¥ 2

ks A\ B 2« BA) A : 3 AU C

4, BUC 5. A4 D 6. {(AUB)U ¢©

To- AV (BU €) : Primeiro,determine a

8. BUS unizo de A e B,entdo =
Note i } ¢ o conjunto vazio;o  uniZo déste dltimo con
conjunto gue ndo tem membros. Junto e C.

& b D - a..F O

Retornando agora pars a explicagto da "adigio 3 e
5%, podemos dizer gque o professor seleciona um conjunto A com 3 ele
mentos e 0 conjunte B com 5 outros elementos. Podemos escrever 7
a(A) = 3 (18-se "o numero de clementos em A é ') e n(B) = 5.0 cone
junto constituido de todos os elementos em A, assim como os de ' B,
é A4 B. Entéo n{A {) B) - o nimero de elementos em A{/ B - &€ o
‘que chamemos de soma de 3 e 5. Esta soma & Tepresentada por "3 3 5"
- (leia-se "3 mais 5"). E, ume vez que contando, encontramos que
n(AW B) € 8, escrevemos 3 4 5 = 8.

Fm geral, gostarismos de poder dizer:Parva qua'}.squer
dois mimeros g e b, escolhe-se um conjunte A gue centenha a elenen-
tos, isto &, ni’é}ca - @ um conjunto B com b elementos ~ isto & ¥
n(B)=b, Entdo a 4 b= n | gxu B). Eatretanto, tal definicZo sapresenta
uma difieculdade., Suponiemos gue dese:jamos detem:.nar & soma de 3 e
5 ¢ pars nossos sonjuntes escolhemos A e B do exercicio acmaa Umg
vez que A = {a@b o} e B =4a,e,1,0,u , & claro que aifi)=3 e



.n (B) =5. Entao A B= {aﬂ,e;e.,i,o.u% . Portanto, n{A U B) J&{as
por certo reagiriem desfavorhivelmente a 3 4 5 = 7.
. Claro gue se reconhece o fato de que 0o dltimo exem
plo, a difxculdade surge do fato de que no Wltimo exemplo, selecio-
namos conjuntos que tém um elemento em comum. Quando um  profescor
usa objetos concretos para demonstrar em classe, &sse problema n3o
aparece; mas deve ser considerado ao ser enunciads umsa dei’inig‘éo; I
Quando dois conjuntos n@o tém elementos comung s30 chamados disgjan
Yos ou mituamente exclusivos. A definicBo da soma de 3 e 5 poderia
entzo ser enunciada da seguinte maneira: Sejam A e B conjuntos di s~
'jmmtos,, de modo que n(A) 3 e n(B)=5, entao 3%5=n(A ) B).
; A definiqao da soma de qualquer par de mimeros in-

teiros sera @ seguinte- ; :

Se a e b sio mimeros inteiros, se;igm AeB con;L_ -

tos disjuntos, tais que n(A)=a e n(B)=0. A soma de

a ¢ b demongtra que "alb" & n(AV B).

Note-se o papel importante qpresentado pe}.os con:;un
toe na definigao de uma soxa .

: A soma a ¢ b nao depende da naturaza dos g elemen -~
t08 que comple o conjunto A. nem da natureza. dos.f_q € emento s, que
compde o conjuatc B, desde que ®sses dois conjuntos sejam disjuntos

A atrituiclo de uma soma a um par de mimeros & es -
- smcialmmte 0 gque gueremos dizer por adigao.
Outra abordagem a adicao, que esta se tornando ropu
lar nos programas de matematica moderna, usa & “linha numérica"

e

Gy 3 s 4, | 4, a > e Y A
Yo £ % 3 e Y P e

- Por exemplo, a soma 3 ¢ 5 pode ser i_.nterpretada a8-
sim: Comegando-se no 0, segue-se até 3 unidades & direita e entio

vai-se mais 5 unidades jreita;
/"E\V :
y i ‘ ; . s N e
\ . 4 4

ré’é? é.' %

9-4;0 44

: 0 remltado é 0 mesmo que um 86 movimento a8 unida
des & direlita. A vantagem de comegar-se no O é que o resultado 8 &
obtido imediatemente pelo estudo da linha numérica.

N
" i

vatm

- Conjunto de Exereicios 2

1. Diga o que significa 7 4 2 em t3rmos de conjun -
- tYos. :
e - importante que se dietinga entre a linguagaﬁ e



- sfmbolos aplicada sos conjuntos e a linguagem e os simbolos aplica~-
dos a mimeros. Se as letras maidsculas i'epreeentarem econjuntos, [/
quais dos seguintes itens se tornam sem significado, de ac&rdo com -
g definicao dada?

a. A upiso de M e N,

b, A unido de 6 e 5.

v e, 3V 4

d, 74 6

e, n (E) U n(F)

f. P4 Q

& n (P) ¢ n (Q)

h, A soma de 8 e 3

i. A soma de R € S

J. BVPF

3. Suponha que A & um conjunto tal gque n(A)=5 e B &

- um conjunto tal que n(B)=T.

se n( AUB)=10, gue se poderi dizer sdbre os con -

juntos A e B? e '
4, f:. possivel 8e encontrar dois conjun‘boa A e B pa

ra os quais n{A) 4 n(B) =n (AU B)? Explique.

5. Use uma linha numérica 6,0m as seguintes somas:
A4 b 432 e 56T 43D

A Propriedade Comntativa da AdigHo .

0 desenvolvimento da adig@o,através do uso de con -
juntos, torna possivel deduzir-se algumas das propriedades caracte -
risticas da adigBo. A primeira propriedade a ser diaeutida & exem-
pl:.ficada pelo enunciado: 7 ¢ 2= 2 4 7

Este emuneiado iluetra a propriedade comtativa da
adigBo. Apesar do fato T4 2= 24 7 ser ébvio a qualquer pessoa.
femiliarizada com a adigEo, ndo & tHc evidente ao principiente. De
fato; a maioria das criangas de primeiro ano, prontamente determina
T80 que 7 4 2=9 mas terdo dificuldade com o 2 ¢ 7. Comsequentemente
a propriedade comutativa deveria ser enfatizada cddo na aritmética.

 Em termos gerais, a propriedade oomn‘ta‘biVa da adigao @ enunciada do
- seguinte modo: '

'Seaeh s@o mimeros inteiros entso a.} P=Db ¢ a.
Por essa propriedade dizemos que:s "A adicio é comue

tativa®, ; : : : o :
: Podemos Justificar a propriedade comutativa, usando
usando a definigdo de soma. Voltemos aos Exercicios 1 e 2 do Conjun



%0 1. Verificou~-se que A = {a,b,c} eB = {a,e,i,o,u} Poderiamos /
ents8o escrever:
A U B {aeb cy8,1 BOsV-‘&
BU A= {age i;osu,b,c :

¥Mas nd@o imports a maneira comoc s8o regis‘t:rados,AUZB

eBVU 4 contém exatamente os memmos elementos. Entdo escrevemos:
AV B=BU A

‘NS0 & diffcil de se verificar que isso é verdadeiro
para qualquer dos conjuntos A @ B. O conjunto de todos os elementos
encontrados tanto em A ou B (incluindo, claro, qualquer  elemento
 que seja comum s amboe) é o meésmo que o conjunto de t0dos os elemen
tos em B ou A {ou ambos).

Do fato que, psra quaisquer conjuntos A e B,A {J B=
" BWU A, a propriedade comutativa da adicSc aparece. Para se Verifi -
car; por exemplo, que: 7 4 2= 24 7, selecionamos um conjunto A Fo
com 7 elementos e um eonjunto dis:unto de A, seja B, com 2 elemcn -
tos. Entdio, 7 4 2 = n{(AlU B), enquanto 2 § 7T=n (BUA), Mag ums
vez que AU B = BU A, segue-se que n(AU B) = n (BWU A) e, portan-
to, T4 2= 2 -g- 7. Em térmoe gerais, se a e b forem dois mimeros in
teiros gquaisquer, selecionasmos conjuntos diajuntos A e B, tais, que
- n(A) =a e n(B) =b, Entéo a ¢ b =n (AU B) e b} a = in(BY A).Tenos
novamente AU B = BU A, do qual segue-se que n(AU B) =n(BY 4)e,
entdo a+ b =D ¢ a.

o Com criangas nos graus élementares, esta proprieda-

} 'de pode ser expressa com as seguintes casas;

it A .

Ao se tra‘balhar com essas casas, concords-sc que O
mesmo mimero deve sexr usado pare a casa de um formato particular;ca
da vez que essa forma aparecer na sentenga dada. :

A importancia dessa propriedade seé torna maig e ma-
~ is evidenter a medida que a erianga se adianta na escola. Eniretan-
to, o professor primirio deveria se dar conta de que o simpies fato

de que isto reduz grandemente o itrabalhc de memorizar que o aluno /
~enfrente, & raz@o suficiente para se reforgar cedog, a propriedade 2
comutativa.

A Propriedade Associativa da AdicBo

H& outras propriedades importantes da adigBo e es -
$as podem tombém ser usadas pelas criangas no comdgo do estudo da
aritnética. Quando se pergunta a algumes criangas qual € a soma de
8 eT, pensam como o0 faz o menino na figura abaixo:

t



8{-7 D fSe eu.pensarem'l como 2+ 5, 'ooderei somar 2808989-
\eim terei 10 {- 5, ou 15, 3

_ ‘Eate menino estd taticamente usando a 1déia de agru
. pamento, que os na.tematicoa chamem de Eopriedade associativa da '

\ aaigao. Rle pensa em 7 com 2 $ 5 e raclocina que

’ 3'}(?—*5) (842)%'5

A aﬁmativa geral da pesquisa aaeociativa seria:
Se a;b e c s0 nimeros inteiros, entao
(a¢4Dd)4c=a$ (b e) | :

» Por causa dessa propriedade dizemos; "A adigdo $
‘associativa®. Novamente, a relagao pode ser justificada pelo uso da -
 definigso de soma. No Conjunto de Exercicios 1, exemplos 6 ¢ 7, de-

wveriamos tar desecoberto que (AU B)Y C = A0 (B Y C)

Vemos que isto seria verdadeiro para quaisquer econ =

Juntos A, B e ¢y, porque a expressac em ambos os lados da equagdo re :
- presenta o conjunto de todée oe elunentoe em A ou em B ou em C. Ago
‘ra, dados quaisquer mimercs a, b e ¢, podemos esoolher conjuntos A,
BeC sem nenhun elenent: em comnm;, de modo que n(A) = ay h(B) =
28 n(C) =e. Entdo: ' '
n KAUB)Ua =n(A\J B) 4 n(C) - (a ¢ b) $.0, 8-
nfaU(BUQO) =0 () + n(8UC) = a4 (b4 o)

- = Portantos e .
(a-}b)-&o a#('b-}o)

Pode-se tambem expreanar isto com casos:

( *&+D~ . +(A +®
' Devido & propnledade associativa, nfo haveré resul-
tados amb:[gu.os.. se forem: omitidoe oS8 pa.r‘én'beees de uma expressao de

" soma. Por exemplo, uma vez que (5 4 3) $ 9 =5 ¥ 3 4 9),poderia -

‘mos escrever:; 5 ¢ 3} 9, para representar cada expressao. Note-se en

tretanto, ‘que nem sempre é assim na matematica. Congider-se & div:l : :

Noto—u que (24 $ 6) ¢ 2=4+ 2= 2 mquanto o
; 24 ¢ (6 ¢ 2) = 24 ¢ 3 = Una_von que
, (24;6)-.-2#240(502)
a divieso n%o & aseceiativa e ndo podemos escrever 249642, sem que ‘

haja certo acardo de ggzupammtoo 7 _
: As criangaa podem se rarerir as propr:ledadea asso -



ciativas € comutativas simplesmente como propriedades de. "ordem” e
v"ampamento-"o _ ’ ’ e i ‘
o : Muitee vezes, as propriedadea associativas e comuta
tivas podem ser usadas Juntaa com muits vmtagem. Por exemplo,nc

‘galenle T 4 (9 4 3), serd maie fécil se 0 B 20T agrupado como 7; /

mas isso emnvolve reorganizag.ao e reagrapamento lainda que se 0 es -
ereva ou nao ). : ;

T+ (943)= '7 4 ..-(3§9)pela prbpﬂedade-comtativa da

 adigso 9
= (7{-3) -} 9 pela propriedade asaooiativw' |
' - da adigso i
= 10 '|' 9 . porque T 4 3 =10 e
=19 = porque 10 & 9¢ 19 pelo noseo

sistems de DUMErsgE o _
Quando ped:lmos a ums crianga que "gonfira pela adi-
930"9 sstamoa utilizando ambas a8 propriedades. consideremae, por ;
eqcamp.'l.<>Sip & ooluna das unidadas do exanplo a'balxo: e :
54
38

Trahalhando-se de c¢ima para. baixo, devemoa pensar
na some de (744) 4 2. Trabalhando-se de baixo para ¢ima, = teremos

(24 4) 4 7. Sabemos que 830 a mesma coisa, por cansa das proprieda

des comtativas e associativaa' ;
(T44) $2 = 2 4 (744) & adigio & comutativa (7¢4 & intercalado /
24 (447) a adigdo é comutativa -

(244) 47 & adigBo & associativa
. ‘Para se calcular a soma de 23 e 45, algumas crian =~ .
gas pensam "23440 & 63 e 63 45 & 68", Analisemos., Primeiro; '
25445=234(4045) porque 45=4045,pelo nosso sistema de numeraqao,,
«-(23440)%5 a adigdo & associativa .
AgoTa,para deteminarmos que 23440=63 (ou 60 4 3)ra

#

L

i

eiocinarmosz
23%40=( 2043)%4 porque 23=20 -5» 3 pelo noseo sd.stema de mmeraqao :
=20 -}(3-}40) a adicdo & associativa
=20 $(4043) = adigio & comutativa
=(20440) }3 a adigdo & aasociati\fa |
=60 $ 3 porque 20 § 40=60
S . Se mudarmos 23 # 40 por 60 . 3 na expressio
(23}40) -%-5 teremo s o



(60 $3) ¢5 .
= 60 ¢ (3%5) a adi¢@o & mssociativa
=60 $ 8  porque 3 $ 5=8

= 68 : porque 60 ¢ 8=68

Depois ¢e se trabalhar algun tempo neste sentido.em
geral nos convencemos que as propriedades sssociativa e oomtativa/
Justificem o reagrupamento (de gualquer modo que quizermos)dos t&r-
mos numa SXpressso de somsa. Isto pode ser demonstrado o Adlnda que .
ngo queiramos apresentar provas detalhsdas, ussremos livremente a
idéia de 'reagrupmnento pars a adic@o. Por examplo, poderiamos digzer
e {(T4+1) ¢+ (49) + G#6) = (me  [(981) + (644)
esgim o € pelas Propriedades associativa e comutativa. TFntretanto,.
uma vez que mEo importa, na soma, COMO est80 agrupados os- nimero s,
‘nem como estBo ordenados,os simbolos de agrupemento podem ser omiti
‘dos e o ealeulo Pode ser feito em guelquer ordem.,

(23 4 40) & 5

- conjpn‘bo de Exercicios 3:

-1, Identifique a propr.ledaﬁe exanpliﬁeada em cada um
dos seguintes: :

ap'i. =947

b. (24 3)+’8=2+(3+8)’

. (447N 41=(7T44) 41

& (2494 B4+ =(341)¢ (249
e. 64 (449 =(644)¢9

f°6+(5+4)-—(5+4)4-5

: Mo stre como as propriedades assoclia tivas e comi ta~
tiv:aa podem ser usadas 'para aimplif‘icar o oalou.lo destas eomaso

a. T4 (34 6)

b, 84 (54 2)

e. (449 ¢1

d, 17 4 €8 3 )

e. (16+7)+(3%4)

; 3 Suponha-ee que a¢ b sigufi@xe "2 vizes a eoma,/
de a e b". Exemplose

14 - 44 0-8 34> 7=20

a. & a operaqao indieada por * " comutativae?
Como justiﬂcaria & resposta?

bo Para calcular (2& @ & rimeiio - caloulamos
2 3, Uma vez que o resultado & 10, (2 3)*4:10* 4=28
Calcula 2?’(3v4_) -



iy s e w

¢. £ a operagso represemtada por 'ﬁ" agsociati -
va? Explique.

-~ A Propriedade de 0 na Adicao:

No Exercicioc 8 do conjunto 1, na pagina 36, encoskra
mos que B \J { }-B@ Una ves que o conjunto vazio nso tem elementos,
8 uniao de qualquer conjunto A com um conjunto vazio sera Asisto &,

su gl o=

Isto nos leva a outra propriedade importante da adi
¢a0 que envolve o mimero 0. Para cada mimero 8, podemos selecionar/
um conjunio A com a elementos. Agora{ ‘6 um conjunto sem elemen -
tos, e & claro, nao tera slementos am corum com nenhum outro con jun
to. Pela definigdo de soma, & § 0 = n(A Ui 1’

Mas se AY{)
entdo n(Au{})= n(A)
daf afo0o=a

Chemaremos a isso de propriedade de 0 na adigso.Por
que o nimero 0 se comporta de maneira especial, e esta é chemada /
elemento de identidade para adigso ou identidade aditiva. 0 elemen-

to de identidede & tembém chemado elemento neutro,

Deve ficar bem compreendido que o & um mimerp per -
feltamente Validn. “Zero" nao significa "nada”.

- COnlunto de Exercicios 4:

1. Ha 100 fatos na adigso - de 0 4 0=0 até 9 4 9=18
que as crisngas devem memorigzar. Se a crisnga aprende as propriedes-
des comutativas e as propriedades da adigao do O, quantos fatos es-
sencialmente diferentes ha?

24 Expliqué o significado de a< b em térmos de
adig8o. (Supondo-se gque a e b sejam mimeros inteiros).



