thematics for Elementary School Teachers

-~ Capitulo 33

ADICXO E SUAS PROPRIEDADES

1. 0 que significa uma unifo de um par de conjun il

tos?

2. Como pode ser a soma dos numeros inteiros defi -
nida em termos de conjuntos? ;

3. Quais 830 algumas das propriedades da adiggo?

4. 0 que significa a expressao "2 4 3"7 '

Conhece slguma crisnga que seja capaz 623 a2l

de executar o trabalho ao lado, mas 4 108 - 538
tenha dificuldade com problemas ver ~ Py | ' 283

baig? Imagine que voc?® tem um aluno 362 FLOL e
que faz éste trabalho apresentado. De %27 23

pois imagine gque voc® lhe deu o seguin ‘“““gg?;”” 184

te problemas "Quantas cadeiras ha num 724 . 184
suditério no qual ha 15 filas de as = 97784 ¢

sentos e 12 assentos em cada fila? i
Agora, suponha que &le escreva no papel 12 e diga que a resposta’
& 27, : 4 15 :
e

Como se snalisa essas difiguldades? ¥ &le desculda~
do ou lhe falta compreensso de adigBio e multiplicagdo? Seré poesi -~
vel oue uma criasnga possa fazer o trabalho apresentado acima, sem
compreender o significado das operagies matematicas? '

Concordamos que t0des as habilidades computacionais

do mundo, ndo serso de muito auxilio se nao forem acompsnhados da

compreensio dos resultados. Se uma crianca souber como gultiplicar
mes nso gquando multiplicar, seu conhecimento é bastante indtil.
0 ponto a gue gqueremos chegar é gue hs uma diferenw

ga entre sgber o significado da adicso e saber como executar 0s Pre

cessos computacionais relaciorados. Ainda que seja possivel e 6 -
prender o ultimo de cor, é de se duvidar que assim fazendo, se ob ~
tenna objetivos educacionais que valhem a pena.

Nas piginas que se seguem, procuraremos esclarecer/
0 que queremos dizer por adigio. A adigBo sera desenvolvida através

do uso de conjuntos., Queremos ver se conseguimos apresentar cerios
prineipios ou propriedades da adig&c como conseguéncia do seu desen
volvimento. Essas propriedades em ultima instancia nos levam a0 8
processos gue usamos em calculos. '

Preliminares & adicgsw - Uniao de Conjuntos




0 que queremoe diser quandc falamos em "adicionar *
3 & 5"? Geralmente, a professdra no curso primério explics mostrane
40 um conjunto de 3 objetos e um conjunto de 5 elementos, juntendo/
 os dois eonjuntoe £6 Predusz ur novo conjunto de 8 elementos, 0 wumo
' de exemplos ooncretos & na verdade ume boa técnica mas 0 profeseor
Por certo querers conhecer as 1déias matemiticas que fundameniam ta
| im exemplos concretos.

A B | .

Exeminemos a situagio ¢ vejamos ee podduds utubclo
" oer precisasente ¢ que & adigiv. Cologuemo-nos sob meiqp eve

. moe nomear oads conjunte acima com uma letra maidecula, Podm-.am-

© bitrhrismente, chemar o conjunto que sparece & esguerda de A e o da
... direite de B. O conjunto que contém todos os elenentos apresentados
' se chemard de unidc de A e Be perd representado por AUB (lg}a -88
w4 unido Be),
2 Consideremos meis alguns exemplos que :I.luatrn o
omuto de unido:
1, Se E & um conjunto de 5das as loiras da-» M
. @ P,0 conjunto de ruivas, entlo B\ P & o conjunto de todos pa clas
e que tiverem tanto cabelo loiro como ruive.
, 2, ‘Suponhamos gue M 8 o oon;lnnto oonmtnido de Bob
e Joe e N & o conjunto constituido de Betl, Jeme e Maria. Usendo~se
' ohaves @a meneirs costumeira, poderemos esorever: g
| ._Ia{'no‘h 8 Jqo} e H= {:Bou,.rsm,naﬂ.a} Entdo M U N=
| ¥\ K= {Bob,Joe,Beti, Jane, Meris} . «

, 3. Seja X o conjunto de estados no Brasil, pujoa no
nes comegam oom *S*, isto é, X- ySenta Catarina,S,Psulo,Sergl
Sejae Y o conjunto de eataaoe, oujos nomes tomimu com "q“.i.m é,
¥~ {sergipessore} EmtE . - - - 1 ” AL

XY Y= &m‘h catsrina,Sm Paulo.smpo,mra‘, o 0

PU & jayb.0.8
Provhvelnente, foi notado gque os fltimos doia exXem
plos diferem dos dois dois primeiros. No sxeapic 3. (] ocumw X
contém Sergipe como o contdm tswbém Y. Maes Sergipe nio ‘& registrado

mais de uma ves, No 4, os conjuntos P e @ t8m dois elementos em

O R "o ‘ !' .49 'B‘ P= {a;,b,o} & 3 Q=~ Qv@,’g% mt& 2




comum, 3 saber, g e ¢. Estes s30 de novo anotados sdmente uma vesz,
em P U Q. Estamos gquerendo afimmar que a unifo de qualquer conjunto
A e qualgquer conjunto B & o conjunto constitufde de todos os elemen
fog em A junto com todos og elementos de B, Entre 0s elementosg in =
‘clufdos na unifio estdo, por certo, gqualquer elemento que porventura
sejam comuns a A e B. Entretantc, um elemento da unifo & snotado 20
mente uma vez, independendo de pertencer g um dos conjuntos ou a am
bos. Epta idéia estsd resumida no seguinte: “A uniZo dos con juntos/
A 8B éo conjunto constituido de todos aguiles elementos que este-
jem en A ou em B». (Como & usado aqui, & palavra "ou"” nio exelue a
possibilidade de gue um elemento da uniaoc possa pertencer a anbo s
' os conjuntos). Note-se que o ato concrete de junter ngo esta impli-
£ade no conceito de uniBo de dois conjuntos. ¥ certamente o caso do
exemplo 3 acima.

- Conjunto de Exercicios 1:

Sejas

Azgagbge} B:= 38, egigrawu} C:{bwf,g} e D-a{ugxgw,x?,yg. Z}
Distribua an 'tabela.s o8 seguintes conjuntos;

1. AUB 2. BU A 3. AU C

4. BUYC 5. AU D 6. (AUB)U ©

7. AU (BU Q) . Primeiro,determine a

8c.33u§§ i uni%o de A e B,entdo &
Note % & ¢ o conjunto vazio,o  unifo déste ¥ltimo con
conjunto gue nao tem membros. . junto e €.

A D I ¢ X O

Retornando agora para a explicagdo da "adigiio 3 e
5%, podemos dizer gque o profesesor seleciona um conjunto A com 3 ele
mentos e o conjunto B com 5 outros elementos. Podemes escrever P4
a(A) = 3 (1lé~se "o nimero de elementos em A &€ ) e n(B) = 5.0 con-
‘jun'i;o congtituido de todos os elementos em A, asgim como om de B,
é A% B. Enteéo n(A Y B) = o nimero de elementos em AL/ B -~ & o
que chamemos da soma de 3 e 5. Esta soma & representada por n3 L §¢
(leis-se "3 mais 5%). &, uma vez que contando, encontramos que
(AN B) & 8, escrevemos 34 5 = 8, :

Em geral, gostariamos de poder dizer:Para gqualsquer
dois nimeros & eb, escolhe-pe um conjunto A que contenha a elanm-.-?
 tos, isto &, n{A)=a - 2 um conjunte B com b clementos - isto & T
n(B)=b. Entéo a 4 b= n L J B). Eatretanto, talﬂ'ei’ini@'é& spresenta
umna dificm“ldadéa Suponiemos gue desejenos determiner a soma de 3 e
5 ¢ para nossos conjuntes escolhenos A e B do exercicio acima., Uma
vez que A = gaqﬁbge} e B =¢{a,e,1,0,uy , & claro que nfA)=3 e




n (B) =5. Entdo A B= %agbgcﬁegigc@ug . Portanto, n{A U B) -7UMas
por certo reagiriem desfavoravelmente alé b= 7 .

Claxre que se reconhece o fato de gue no ultimo ex em

plo;, a dificuldade surge do fato de que no Gltimo exemplo, selecio-

nemos conjuntos que tém um elemento em comum, Quande wm profescor

~usa objetos concretos para demonsirar em classe, @sse problems nHo
sparece; mas deve ser considerado ao ser enuncieda uma definigso. /
Quando dois conjuntos ngo tem elementos comuns s@o chomados disjun

- Yos ou miztuamente exclusivos., A definicdo da soma de 3 e 5 poderia

entso ser enunciada da seguinte maneira: Sejam A e B conjuntos di s-
Juntos, de modo que nf{A)=3 e n(B)=5, entdo 35=n{A\S B).

A definigao da soma de qualquer par de numeros in-.'

teiros sera a seguinte:
Se a e b sfo mimeros inteiros, sejam A e B con; -
tos dis:}untos@ tais que n(A)=a e n(B)=b, A soma de

P

a e b demonstra que “"afb" & ngAu B)

Note-se o papel importante a.presentado peloa conjun

tos na definigao de uma somza .
' A soma a ¢ b n3o depende da natureza dos g ‘elemen -

toa que compde o conjunto A, nem da natureza dos & e’ ementos, que

compde ¢ conjunto B, desde que %sses dois conjuntos sejam aisjun‘boa;

A atriduigZo de uma soma a um par de mimercs & es -

sencialmente o que gueremos dizer por adigso. -
‘ outra abordagem & adigHo. que esta se tormando voru
lar nos programas de natemética moderna, usa a “linha numérica®.

6 7 5 3 4 F ¢ I B B
Por exemplo, a soma 3 § 5 pode ser interpretada as-
sim: Comegendo-~se no O, segue~se até 3 unidades B direita e entio

val-ge mais 5 u.nidadig_:g_%]%
/T\V '

'& 4 A
L
3

2

0 resultado & o mesmo qlie um o6 movimento & 8 unida

des h direita. A vantagen de comecar-se no 0 & que o resultado 8 é
obtido imedigtamente pelo estudo da linha numéricao

- Gonjunto de pxercfcios 2:

"l. Diga o que significa 7 &+ 2 em t2rmos de con;;un o

tos.
2, B impo'rtarme que se dictinga entre a linguagem e



N

A

gimbolos apliceda sos conjuntos e a linguagem e os simbolos aplica-
dos a mimercs. Se as letras malisculas representarem conjuntos, [/
quais dos seguintes itens se tornam sem significado, de acdrdo com
g definigao dada? :

2. A unigo de M e N,

b, A unizo de 6 e 5.

voes 3U 4

d, 74 6

e, n (E) \J n(®)

. P4 Q

g n (P) ¢ n (Q)

h, A soma de 8 e 3

i, A soma de R e ©

jo BVUP '

3. Suponha que A @ um conjunto tal que n(A) 5eB e
- um conjundo tal que n(B)=T.

Se n( A{/B)=10, que se poderd dizer sdbre os con -
juntos A e B? '

4, B possivel se enoontrar dois conjun'aos A e B pa-
ra o8 quais n{A) ¢ n(B) =n {A & B)? Explique.

5. Use uma linha numérica com as aeguintes'eohaag
a. 24 4 bo 442 e.54%1 de 343

A Propriedade Comutativa ds Adicao

0 desenvolvimento ds adig@o,através do uso de con =
juntos, torna poseivel deduzir-se algumas das propriedades caracte =
risticas da adig@o. A primeira propriedade a ser discutida é exem-
plificada pelo enunciado: 7 ¢ 2= 2 ¢ 7

Este emuneiado ilustra s propriedade comutativa da
8dicBo. Apesar do fato 74 2 = 24 7 ser obvio a'qualque:r pessoa
femiliacizada com a adigBo, ndo € t8o evidente ao prineipiante. De
fato, = meioria das criangas de primeiro ano; prontemente determina
ric gue 7 4 2=9 mas terso dificuldade com o 2 & 7. Consequentemente
a propriedade comutativa deveris ser enfatizada c@do na ariimética.
Tm %8rmos gerais, a propriedade commtativa da adigso & enunecisds do
seguinte modo:

Se a e b g8 mimeros inteiros entdo a & = b 4 &

Por essa propriedade {digemos gue: “A adiqao é COomuwe
tativa®, ' :
' ~ Podemos justificar a propriedade comutativa, usando
usando a definigBo de soma. Voltemos 20s Exercicios 1 e 2 do Conjun




to 1., Verificounse que A = ia,b,c} eB = {a,e},igo,u} Poderiemos /
entdo escrevers _
AUB {ag'b.c e i,o,u}
BY 4 = {a,e,i,0,u,b,c
| Mas nao importa a maneira como s8o regietradoagAéJB
e B\ A contém exatamente os mesmos elementos. Ent8o escrevemos: -
AV B=BU 4 e '
N&o & diffeil de me verificar que isso & verdadeiro .
Para qualquer dos conjuntos A e B. 0 conjunto de todos os eiemeniaos '
encontrados tanto em A ou B (incluindo, claro, gualquer  elemento
. que seja comum a smbos) & o me=smo gque o conjunto de todos os elemen
tos em B ou A {ou embosg). :
Do fato que, para quaisquer conaun'hos AeBAU B=
B W A, a propriedade comutativa da adigSo aparece. Para se verifi -
car, por exemplo, que: 7 4 2= 24 T, aalecionamo:a um conjunto A /
com 7 elementos e um conjunto disjunto de A, seja B, com 2 elemen -
tos. Entdo, 7T &4 2 = n{AU B), enquanto 24 7 =n (BU A), Mas uma
vez que AU B = BU A, aegue-se que n{A{U B) = n (BU A) e, portan-
toy, T4 2= 24 7. Em Em termos gerais, se a e b forem dois nimeros in
te::.ros guaisquer, selecionsmos conjuntos diaauntos A e '.B, ‘tais, que
n(A) =a e n(B) =b, Entéo a ¢+ D=0 (AVU B) eb $ a=tn(BY A).Temos
nmramente AU B =BUA, do qual segue-se que n{At} B) = n(B UAe,
entdo a £ b = b v 2.
Com ecriangas nos graus elementares, esta propriedao
de pode ger expressa com as seguintes casas;

+N= A+

Ao se trgbalhar com essss ¢asas, concordaose que. o0
mesmo ndmero deve ser usedo para a casa de um formato partiaulargca-
da vez gque essa forme aparecer na sentenca dada.

A importéncia dessa propriedade se torna maie © Mo~
is evidente» a medida que = eriange se adianta na escola, Entretan~
to, o professor primirio deveria se dar conta de que o simples fato
de que isto reduz grandemente o trabalhe de memorizar que o aluno /
enfrenta, & razdo suficiente para se reforgar cedo, a propriedade /-
comutativa. ' E ‘

1

i

A Propriedade Associativa da Adiqao

: H& outras propriedades importantes da adicdo e es s
tas podem tembém ser usadas pelaa eriangas no comégo do estlldo 'da.
aritmética. Quando se pergunta & algumes criangas qual & o some de
8 e 7, pensam como o faz o menino na figura a‘ban.xsq.

o

-



/w"’--—"“' '
8 % '7 D fSe euw pensar em 7 como 2 ¢ 5, poderei somar 2 a0 8,as- -
\sim terei 10 4 5, ou 15.

fete menino esta taticamen te usando = idéia de agru
pamem'ho@ que os ‘matemiticos chamem de propriedade essociativa _4‘_13_.
adigdo. £le pensa em 7 com 2 4 5 e raclocina que :
84245 =(842 %5

A afirmetiva geral da pesquisa asscciativa seria;
Se a,b e ¢ s30 nimeros inteiros, entio '
(a§gb)4e=as(bse) # =i
Por cauea dessa propriedade dizemos; "A adigdo . @
associativa” . Novamente, a relagao podeé ser justificada pelo uso da
definigso de soma. No Conjunto de Exercicios 1, exemplos 6e7, de-"
ver{amos ter descoberto que (AU B)\Y C = AL (B C)
Vemos que isto seria verdadeiro para quaisquer con
Juntos A, B e C; porgue a expressao em ambose os lados da equagao re.
" presenta o conjunt«o de todos o elementos em A ou en B ou em C, Ago
ra;, dados guaisquer mineros &, b e ¢, podemos escolher cenjuntos A,
B e C sem nenhum clemento em comum, de mods que n(A) = a, n(B) =D,
e n(C) =e¢. Entao: | | » :
n [AUBIVQ =n(aUB) $1(c) - (a4d) 4.¢, e
n(AU(BUC) =n () $n(BUC) =83 (bge)
. Portanto: :
(a 4 b) te=a4 (v § ¢}

Pode-sge tambem expressar isto com oasos-

O+N+0=-0+«a+0)

. Devido & propriedade associativa, nfo havera resul-.
tados ambiguos, se forem omitidos os par®nteses de uma expresséo de
‘soma. Por exemplo, uma vez que 54#3)4%49=54¢(34%9), poderia =
| mos escrever: 5 4 3% 9, para representar cada expressao. Note-se en
tretanto, que nem sampre é assim na matamaticae Consider-se a divi
sao . Note-se que (2_4 % 6} ¢ 2=44¢ 2= 2 mquanto que
24?(592'F’=24?3'—=8 Uma vez que
(24 ; 6) ¢ 2 # (5 + 2)
a divisdo nao é nesociativa e ndo ;podemoa escrever 24061»2@ gem que
haja certo acérdo de agrupamento. : :
Am erisngas padem Be r*e:te:m.r as propriedadea asso -




‘ciativas e comutativas simplesmente como propriedades de "ordem® e _
"ggrupamento® . | |

Muitas vézes, as propriedades massociativas e comutg
' "tlvas podem ger ussdas juntas com muit 8 vantagm Por exemplo,nc

galeale 7 + (9 & 3/, sera mais fheil se 0 % Por agrupado eom o 73 /
mas 1880 envolve reorganizag.an e reagrupanento {ainda que se o eB. -
ereva ou N0 ). -
T4 (9%3)=T % (34-9\1)913 'propriedade comutative da

adicdo -
= (T43) ¢4 9 pela propriedade associativa/,_'
da adigao
= 10 4 9 porque 7 & 3 = loe'.
= 19 porque 10 ¢ 9= 19 pelo 10880

sistema de numeracso .

Quanido pedimos a uma crianga que "confira pela adi- :

gao", estamos utilizendo smbas es propriedades. Considere-se, ,por
~exemplo; a coluna das unidades do exemplo abaixo; ;

2T
54
32

, Trabalhando~se de c¢ima para baixo, devemos pensar
‘na some de (744) $ 2. Trabalhando~se dé baixe pare cima, teremos
(2 4 4) 4 7. Sabemos que a&o a mesma ccuaa;, por cemga daa proprieda
des comutativas e assoclativae: .
(734) 42 = 2 § (T44) & adigdo & comutativa \7-41-4 interealado F %
N .
= 2 4 (447) a adi¢Bo & comutativa
(2¢44) 47 =a adigdo é associativa
Para se calcular a soma de 23 e 459 algumas crian -
cas pensam "23440 & 63 @ 63 4 5 & 68". Analisemos. Primeiro:
25%45*23-}(401;5) porque 45=4045;pelo nosso sistema de numeragdo..
=( 23440 )45 a adlgan @ agsociativa _
Agora,para detpxminamos que 23440= 63 (cu 60 -3- 3)ra

i

4

ciocinaremos: .
23%40=( 2043)+4 porque 23=20 4 3 pelo nosso &istema de mmeragao
=20 $(3440) = adigdo & agsociativa
=20 $(4043) & adicdo é comutativa
=(20440) 43 a at_ii‘q'é.o. @ assoclativa
=60 4 3 po‘rque 20 4 40=60
Se mudaymos 23 ¢ 40 por 60 & 3 na eXpressao
(23540) +5 teremos ’




(23 ¢ 40) ¢ 5

it

(60 +3) ¢

= 60 ¢ (3#5) a adigséo é assoeiativa
=60 $ 8  porque 3 4 5=8

= 68 porque 60 4 8=68

Depois ¢e se trabalhar algum tmpb n%ete' sentido; em
geral nos convencemos que as propriedades associativa e comtativa/
Justificam o reagrupamento (de qualquer modo que quizermos)dos tox-
mos numa expressso de soma. Isto pode ser demonstrado, Ainda que /
nao queiramos apresentar provaes detalhadas, usaremos livremente @
idéia de reagrupsmento pars a adig¥o. Por exemplo, poderfamos dizer
qe [(741) ¢ (49) + (346 = (T4s  [(91) 4 (644)
asgim o & pelas propriedades associativa e comutativa. PEntretanto,
uma vez que nEo imporia, na soma, como estdoc agrupsdos os mimeros,
nem como estdo ordenados,os simbolos de agrupamento podem ser omiti
dos e o edloulo pode ser feito em qualquer ordem.

- Conjunto de Exerciecios 3:

' W .Ldentifique a propriedade exanpliﬁcada em cada um
dos seguintes:

397{- =9~%-7

b (24 3 $48=2¢(348)

e, (44T 41 =(7T44) 41

d, (24 9)%(3+1i==(3-%1 + (24 9)
e 6 & (449 =(644)¢+9

£. 64 (54 4)=(5%4) %6

| Mostre como as propriedades associa tivas e comute-
tivas podem ser usadas para simplificar o edloulo destas somas:

a. T4+ (34 6)

b. 8% (54 2)

e. (44 9 ¢ 1

d. 17 4 (28 ¢ 3)

e. (16 4+ 7) & (3¢ 4)

3. Suponha~se que. a% b signifigue "2 vézes a somsg/
de a e b" » Exemplo s

14 =12 44 o0-8 34 7=

a. £ a operagéo indicada por " gomutativa?
Como justificaria a Tesposta? gk

b. Para ealeular {2% 3)& 4; primeiro caloulamos
2 3. Uma vez que o resultado & 10, (2@3)&4-:10* 4=28
Caloula 2 ¥F (3 Xx 4)



c. £ a operagso represemtada por “@" gssociati -
va? Explique. -

- A Pro_priedade de 0 na Adicao:

No Exereicio 8 do congun’co 1, na pagina 36, enconrsa
mos que B \J { }-;Bc Uma vesz que o conjunio vasic nso tem elementos,
8 unifio de qualquer conjunto A com um conjunto vazio sers Aj 191:0 8, _

AU i I =

Isto nos leva a ouira propriedade importante da adi
¢80 gque envolve o mimero 0. Para cads mimerc @, podemos selecionar/
um conjunto A com & elementos. Agorag }é um conjuntc sem elemen -
tos, @ é claro, na&o tera slemenitos am comum com nenhum oum oonjun
to. Pela definigao de soma, a § 0 = n{A U{ }

Mas se AU{ ‘
ent8o n(Aui})-—- n(A)
de{ a $o=a

Chamaremos o ieeo de propriedade de O na. adigSo.Por
que o numero 0 se comporta de maneira especial, e esta & chsmadas /
elemento de identidade para adicaoc ou identidade aditiva. 0 elamen-
%o de identidade € também chemado elemento neutro.

| Deve ficar bem compreendido que o & um nimerp per -
feltamente Validoo "Zero" Nnao aignifica "nada” .

~ Conjunto de Exercicios 4:

1. H& 100 fatos na adigfo - de O 4 0=0 até 9 & 9=18
que as criancas devem memorizar. Se a crianga aprende as proprieda-
des comutativas e as propriedades da adic¢ao do O, quantos fatos es-
sencialmente diferentes ha?

2, Expligue o significado de a ¢ b em téxmos de
adigro. (Supondo-se que a e b gejam mimeros inteiros).




