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MAQUINAS

Entre as nogdes as mais importantes estudadas neste nivel (C,E,2), encontra=
mos o que temos chamado de "maquinas ". Esta nogdo ¢ importante sob varies pontos de

vistas

T - PONTO DE VISTA MATEMATICO

12 Ela corresponde a no§'éo matematica de fungBos um conjunto de partida e um con_
junto de chegada g@o dadoss a todo elemento do conjumto de partida uma mé,qui_na faz cor-

responder, no maximo, um elemento do conjunto de chegada.

Exemploss

Tomemos come conjuntos de partida e de chegada, o conjunto de numeros inteiros na=

. < . 4 . £ .
turais (ai compreendido o zero), como maquina a maquina _= 3 >

Partida 01234567893l
[“ oz

- 3 !\ ) W W oTie o
Chegada 01234567891011

Cada elemento do conjunto de partida tem no maximo uma imagem no conjunto de chew
gada, os mimeros O, 1, 2 nfo tem imagem; os numeros superiores ou iguais ai 3 tem exa‘b_g
mente uma imggem, Se designamos por N o conjunto dos inteiros naturais N -‘-5\_ Op 14 2 ;io
éo conjunto de ¥ definigio de nossa fungéo, Tomemos Os mesmos conjuntos péra partida :
e chegada, como méquina. 4 + 53 todo elemento do conjunto de partida tem exatamente

uma imagem no conjunto de chegada,

Partida 01l23456789101112
i .*.\."--:\\.‘\R\.\. e o e s o
+5 \\\\\
\ OSSN
Chega'd-& Ve o o o oMM *“"o*'ﬁﬁ\'h > ° °

0 conjunto de definic®o desta nova fungdo se identifica a0 conjunto de partida ¢

diz-se que esta fungdo é uma aplicacg@o,
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£ vem evidente que esta linguagem especializada (conjunto de pa.rt:.da, conjunto
de chegads, imagem, fungBo, splicagBo ) nZo tem seu lugar na escola primaria, mas se
nés quizermos gque estas palavras tenham uma significag@o quando forem introduzidas mo
secundario é necessario que atividades tenham sido feitas previamente a fim de que eg

tas palavrag designem, efetivamente, conceitos adquiridos,
28 Um dog ramos importantes da matematica se relaciona com a composig@o de fun
ges ( agui no nivel que nos interessa seré apresentada como a de cadeias de maquines) o
Retomemos os exemplos precedentes e coloquemos em cadeia ag duvasg maqmna.s

- 3 4+ 5

Partida 01l
- 3
+ 5 (

Chegada ¥

0123456789101l

Todo elements de N que tem uma imagem em N a um tempe por _ = 3 > © +5 5

tem uma imagem em N pela cadeia _= 3 > + 5 > No esquema precedente & relagdo
do conjunto de partida para © conjunto de chega.da. 6  indicada por flechas pontilhadas,

Se ‘tomamos como conjunto de partida o conjunto de definigdo da fungdo - 3 >
a relag@o representada pelas fleohas em pon'bn.]ha.d.o.

Para todo elemento de N ":L 0y 1, 2 "’ems*be exatamente 1 imagem em N para a
G&deia - 3 - o+ 5 ) )

Esta cadeia & euivalente & maquina *2 5 .

Igto significa que qualquer que seja o elemento X de N - (0, 1, 2) w8 temws
o esquema seguinte ‘




E este tipo de esquema que se vai encontrar no nivel do C.E.2.
Ele n8o estd no nivel das possibilidades de uma crianca de 8 anos ex-
plicita como vimos de fazer o conjunto de definigdo sobre o qual os
equivalentes tem um sentido isto poderé;entretanto, se traduzir em
uma linguagem muito mais pragmatica por alguma coisa como " se as cadej
as ndo se quebram, Se ponho o mesmo numero na entrada, encontro o mes-
mo mimero na safda'.

. . ~ e . .
Sobre os conjuntos numéricos ndo se podera ir mais lon
ge na explicitag@n,

Entretanto as criangas descobrem rdpido “truques" para encontrar
como alimentar uma cadeia dada para qgue ela nfo se bloqueie. Ao contra-
rio,se trabalhamos com conjuntos finitos, podemoS enumerando todos os -
casos possiveis, demonstrar que duas cadeias s&o equivalentes: se toma-
mos o exemplo das maquinas F, G, CF | R, agindo sobre quadrados verme-
Ihos ou azuis, redondos vermelhos ou azuis, podemos (as criangas) de-
monstrar que qualquer que Seja o objeto colocado na entrada CF T = C
(Reencontrar-se-4 este tipo de pesquisa nas Pichas do caftulo "Esque -

mas" por exemplo S1,82).

Além disso, procurando convenientemente os conjuntos de cbjetos
sobre os quais gperam nossoconjunto:de méquinas, teremos, qualquer que
seja o objeto colocado a entrada, cadeias que funcionam (que ndo se blg
queiam) .

Ve-se aqui prolengamentos possiveis para o trabalho nos conjuntos
numericos: " procurar um conjunte de partida tal que, qualquer que seja
a cadeia escolhida de méquinas de adicionar ou de subtrair e qualquer - <
que seja o mumerc colocado a entrada a cadeia funciona", ( € o cenjunto
Z dos inteiros "relativos"), ou bem procurar um conjunto de partida tal
que, qualquer que seja a cadeia escolhida de maquinas a multiplicar ouc
dividir e qualquer que seja o mimero colocado na entrada a cadeia fun -
ciona ( € o conjunto F das fragbes) . HEsta pesquisa podersa ser efetuada
no secundario sobre bases sdlidas.

LY
Retornemes as cadeias de maquinas "numéricas" para as quais a en_
I .
trada e " bem e scolhida".
. . # 3 . . 3 .
Se utilizamos maquinas de adicionar ou subtrair toda cadeia de

’ . . . . ’ L3 v
duas maquinas pode Ser substituida por uma cadeia de uma SO maquina .

COML e snns




Ixemplos

+2 . e + .- o - Y
+5 @ - o Lt s _['; > - @
T \\ SRR A B SO
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™ e - ~ . o e il REE alt
+17 +1 = -1
Nao e o mesmo para as maquinas de multiplicar ou de dividir.
Fxemplos
/ o // o «_ £
~ P i s - P - - //
e o __ o il S = ‘_>_> - ~ _> L e
X)a ;(” 2,
(. oy x3
L 4 ) - » == - ~

‘Nos dois ultimos exemplos, nao existe maquinas de multipli -
car ou dividir por um numero inteiro que possa substituir as cadeias prepos
tas.

No nivel do C.M. é a partir desta descoberta que introduzirg
mos as " méquinas fracionarias™, .

Por definicao a maquina x 13/25 & aquela que & equivalente

a cadeia x 13 v B B,

ol >

. ,/' .\ \/t.
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XZ E
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Isto introduzira um novo conjunto de maquinas, as maguinas /
do tipo xa/b_ onde a e b sho nimeros inteiros naturais. Toda a ca -
. ’ o . . s et Y

dela de duas destas maquinas pode ser substituida por uma sO destas maqui -

) o . 4 . . -~ il . &
nas. Dir-se-a em linguagem matematica que a composicao das maquinas e uma,

~ . . ’ " " ’ . &
operacao interna no conjunto das " maquinas fracionarias". O Calculo desta/

-’ . . ” ~ . .
maquina equivalente sera descoberto.entao, pelas criangas sem necessitar de
conhecimentos novos, & suficiente para isto ter descoberto as propriedades/

o
°

que permitem reduzir as cadeias de maquinas

°
°

1. propriedade em uma cadela pode-se permutar duas maqui-
nas sem que isso modifique a saida,
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2. propriedade : em uma cadeia pode-se substituir toda
sequencia de duas maquinas pela ‘mAquina equivalente
£em que isso modifique ‘a saida. Esta linguagem prag- -
matica que sera utilizada pelas criangas -correspon-
de a uma linguagem matematica ( que .eles utilizarao
no?secundério) '

1. A colocagao em cadeia de maquinas e comutativa.
2. A.colocagéo em cadeia de maguinas & associati-
va.
X %% -%? Exempla : encontrar a maguina fracionaria equi
' valente a x 3/23_ x 7/9,

//\\ //\\ per JEFﬁncﬁo

X3 2
—>
>< ‘}'er odireito de Per‘mu‘l‘dh
x3 x‘;
20N 4T ___;7 N
\/ \/ ter o direito de oaissociar
x.i4 |

por definicdo
2]

1o ~, Compreende-se qual & a importancia de todo o traba-
1lho preparatdrio que vai se estalar sobre tres anos (C.E, 2,C.M.1,C.M.2) /
trabalho que vail permitir compreender a significacao das méquinas de adicig
nar ou subtrair, das méquinas de multiplicar, logo a partir dai de desco -
brir as propriedades sobre as quals se ap01ara o calculo. E, aleéem disso, evi
dente que, gragas ao trabalhc sobre as cadeias de maquinas numéricas as cri
angas vao ser levadas a desenvolver uma aptidao (capacidade) para o calcu-
1o mental. Ora, é absolutamente indispensavel que as criancas saibam bem /
calcular e comp calcular. Ouve-se, por vezes ,dizer que " se as criancas fa-
zem matemdticas desde o primario, nio saberfe mais calcular, Reconheco nao
compreender muitd bem aqullo que 0sS que tem uma tal crenga entendem por ma-
tematica. Se a matematlca fosse fazer batatas, "fazer conjuntos" creio ben/
que eu estaria pronta a aprova- 1os mas a matematlca & toda outra coisa. Ela
& antes de tudo o estudo de estruturas e se calcula tanto melhor.quantoe 4de
tome consciencia da estrutura dos conguntos nos quais se calcula. No case /
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particular dos conjuntos numericos, as propriedades das relacOes entre os /
nﬁmeros, descobertas a partir de numerosas eXperiéncias devem conduzir a um
maior dominio do calculo sobre os numeros., Além disso,é importante que as /
criangas descubram desde o inicio de suas atividades calculadoras que se po-
de calcular sobre outras coisas alem de numeros. Constatel, ou, tenho consta
tado em meu trabalho com adultos nao tendo tido formagao superior em matema-
tica que o desconhecimento desse fato & um grave '"handicap!', £ por isso que
tenho introduzido situagOes (maquinas de mudar a forma ou a cor dos objetos,

por exemplo - ver tambem o capltulo "Esquemas" onde se encontram muitos exer
cicios desse tlpo) situagOes que permitirdo no C,M, praticar o calculo em /

conjuntos nas numéricos e de descobrir assim regras gerals de dedugao utili-
zadas no calculo,

3. propriedade : encontramos desde o inicio a nogao de "mg -
guina inversa" (isto é, que faz retornar ao ponto de par
tida, que desfaz o que a primeira fez).

Assim a maquina inversa da miquina =~ 3 & a maquina + 3 _

a maquina inversa da maquina + 5 & a méquina =5 .

Uma cadeia de duas maquinas inversas " nao faz nada", " é
equivalente a uma maqulna que nao fagz nada", as maqulnas se neutralizam" di-
zem as criangas em uma linguagem pragmatlcéi"”“mk

| Estas duas nogOes : maguina neutra, maquina inversa de
uma outra méquina s20 nogBes extremamenﬁghimportantes. Ora a experiéncia'me
provou que elas estao entre aquelas que as criangas dominam melhor, Isto tem.
do ponto de vista pratico consequencias 1mportantes £ assim que as criangas
do C.E, 2 transformaram eSpontaneamente problemas que lhes foram propostos /
para utilizar a nogzo de maquinas inversas e eis aqui um exemplo que me ser-

viu de ponto de partida para fichas de trabalho (ficha S.26 e seguintes; en-
contrar v tal que v : 13 =19

Aqui esta um esquema proposto pelas criancas

K

v s
R\NN_‘#’/ 3
X3

a igualdade 19 x 13 = v & obtida pela simples leitura do esquema.

k2 propriedade : vimos o esquema definindo uma mAquina co-
mo sendo a seguinte

_ Mﬁqumm S
ENTRROR Saibe

que tres tipos de problemas podem se colocar :

® & e 000 e

e




b ’ .
da-se e preciso encontrar

L. . 2
entrada e maquina saida
s . %
maguina e saida entrada
A [ N
entrada e saida maguina

0 terceiro problema tem semmre uma solugao para as ma -
quinas de adicionar ou de subtrair; para as maqulnas de multiplicar ou divi
dir e preciso que um dos numeros seja multiplo do outro. A existencia de /

uma solugao para as duas primeiras estéa ligada a escolha dos numeros colocg
dos na entrada ( ou na saida).

s
)+ L. Z N s + 85 6
naoc tem
. -solugao
4,“:_5w§i : x3 . 8
N

De fato os problemas do ensino elementar se
a resolver sistemas de equacOes do tipe precedente,
Em particular todos os problemas de "regra de.tresﬁ_sao

relacionados com tais esquemas, ( cf fichas de trabalho Journal de Matema-
tique II e comentarios).




-8 -
II, O ponto de vista psicoldgico

Ele é, a0 menos, tao importante como o precedente, Se que-
queremos que as criangas dominem as nogdes que desejamos lhes fazer adquii'ir, é neceg
sario que os processos que permitem adquirir essas nogdes respeitem o melhor possivel
os modos de constituicao de conceitos novos pel'as criancasg de um nivel dado, B eviden
te que uma pesquisa é necessaria para explicar ou melhor explicitar ao melhor esses
procegsos que se poderé. qualificar de espon“i:'éneos. Ora_,apés as experiéncia.s que fiz
no ensino elementar e pré-escolar, a colocagio em relag® é um dos modos preferenci-
ais utilizados pelas criangas, Alem disso em um nivel muito elementar, os objetos s@o
confrontados quanto as suas diferengas, Vai ser portanto,particularmente interessante

. &S . . ~

de segulr demarchej partir das diferengas entre objetos, refinar a nogho para chegar
a de méquina, logo deixar de lado os objetos para trabalhar sobre méquinas. Encon=-
trar-se-a estas demarches sucessivos no decorrer do engino elementar e, particular-
mente no nivel C.E, 2 que constitue certamente uma "dobradiga" omde a pPassa
gem a0 trabalho sobre as maguinas parece particularmente favoravel, Entretanto, néo
é preciso tornar as coisas bruscas, é preciso que a passagem ao trabalho sobre ca-
deias de maquinas se faga por si, B além disso extremamente importante utilizar um
modo de investigag®o que parece essencial: a colocagBo em esquema, Chegou um ano em
que a0 nivel C.M, 1, tres das classes experimentais dos quais me ocupo tiveram difije
culdades relacionadas com o trabalho sobre cadeias; "Entretanto, eles sabiam muito /
bem calcular no ano anterior no C,E, 2" diziam os professores deste nivel, Feita uma
enquete percebeu~se que com efeito havia se feito muito calculo mas que se havia pen
sado que nd@0 era necessario "pasgsar tempo sobre os esquemas™, Ora apareceu que des-
de que os alunos de C,M, tem a sua disposigio esquemas o que havia sido aprendiuo /
mas nao compreendido realmente se pde no lugar muito rapidamente,

. - Nao se dira jemais demasiadamente que & necessario que as
bases sejam solidamente congtruidas senBo todo o trabalho em um nivel superior nao
poderia ser feito senfo por aprendizagem de técnicas n¥o permitindo em geral ir mais
alto salvo novamente por aprendizagem de técnicas mas se compreende bem que cedo ou
tarde o sistema se bloqueiaj se se quer sair-se bem no debloquear isto nao poderé. ger

sengo ao prego de uma retomada desde a base, tanto mais dificil gquante mais

sas criangas tenham acreditado que o unico mode de aprender ¢ reter re

gras. E por isso que ns sugerimos algumas modificagdes das fichas

das primeiras edigdess algumas entre elag que se referiam a célculos foram substituie
dos por esquemas,

Demais assinalaremos que & impossivel considerar o trabalho
sobre uma nogdo feita a um nivel dado sem se referir ao que foi feito antes e sera

feito apés sobre esta nog o, E por isso que é indispensavel consultar as fichas. de

trabalho e os comentarios para o C,E, 1 (A conguista do numero) e para o C.M., (Jor—

nal de matematica II, faciculos 1 e 2),
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COMENTARIO DAS FICHAS

Ficha M, 1

Esta ficha de trabalho tem como idéia subjacente a de produto cartesi-
ano (ef, C,P, e C,E.1).

Tra‘bapse de fabricar um material cujos objetos s%o caracterizados por
duas propriedadess a forma que pode tomar quatro valores, a cor que pode tomar /

. dois wvaloress ter-se—a., portanto, oito objetos que sBo aqueles que se poderia colo
car em cada cagso do quadro seguintes

1 AT O

azul

vern, | {

~ -
| Aqui a forma pode tomar tres valores, assim com a cor, O processo su-
. . . ’ ’ . ’ R
| gerido para construir os nove objetos & uma arvore, Poder-se-a, alem disso, pedir-
’
se tambem para fazer um quadro,

Ficha M 3

No quadro do alto desta pagina, as formas (as letras) nio foram indi-
cadag; 6 preciso reconstitui-las com o auxilio das sugestdes feitag para preencher

o quadro,

Z . ~ ~ .
22 exercicio: tres formas, tres coregs encontrar os nove objetos,

Ficha M 4

"y

Retome~se agui um exercicio feito no C.P. (cf, dos conjuntos 2 desco-
berta do nimero) : o jogo das diferengas imaginado por P, Dienes, Mas agui as di-
ferengas s@o representadas por flechas,

~ £ . .
Os professores que o desejarem Poderao explorar este exercicio, Asgie

nala~se por exemplo, que a cadeia a 1 diferenca com a 2 diferencas com\ nao pode

Ficha M, 2
|
\

ser gempre substituida pela relagdo a 3 dlferengas com )

Q 1 ohferenca com S a A dchrcnc&COm

Q2 JIFC!’CN ﬁofcnqos b 3 d’fgtn )A‘FCFCMOS
com <Om

a Ldifercnia. com

a vchFchrcnca a2 aferenqaf
cComn Lom




