JNSTITUTO DE EDUCAGEO GEN, FLORES DA CUNHA
: LABORATCRIO DE MATEMATICA
JOURNAL MATHEMATIQUE - NICOLE PICARD = TRADUGRO: _PROFe ELY CAMPOS

AR RIS T T T e
—_—
MAQUINAS

Entre as nogdes as mais importantes estudadas meste nivel (C,E,2), encontra
mos O que temos chamado de "maquinas ", Esta nogio 6 importante sob varies pontos de
vistas

I - PONTO DE VISTA MATEMATICO

12 Ela corresponde a nog#o matematica de fungBos um conjunto de partida e um con_
junto de chegada sao dados: a todo elemento do conjunto de partida uma mé.quina. faz core
responder, no mé.ximo, um elemento do conjunto de chegada,

Exemploss

Tomemog come conjuntos de partida e de chegada, o conjunto de numeros :Ln'l:e:l.ros na=-

turais (al compreendido o zero), como maquina a maquina _= 3 >

Partida 02 345 6893021
/_ooo/ofo‘ e o
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- 3 i‘\ J‘xk*—{.‘“k“—-*‘. L] *
Chegada 01234567891011

Cada elemento do conjunto de pa.rtlda. tem no méximo uma imagem no conjunto de chee
gada, os numeros Oy 1, 2 néo tem 1magem, 0s Tumeros superiores ou iguais a. 3 tem exata
mente uma imggem, Se designamos por N o conjunto dos inteiros naturaig N "g Op 1, 2 1(,
é o conjunto de ¢ definigio de nossa fungdo, Tomemos os mesmog conjuntos para partida g
e chegada, como maquina # + 5: todo elemento do conjunto de partida tem exatamente
uma. imagem no conjunto de chegada,

Partida OR'2:345 69910 12

+ { \\\\\‘\\\\\
Chega.i& 1\ A ..\.\.\{\k\:‘&

0 conjunto de definic¥o desta nova fungio se identifica ao conjunto de partida @
diz-ge que esta fung®o & uma aplicagio,

CONtesonsee
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B bem evidente que esta linguagem especializada (conjunto de partida, conjunto
de chegada, imagem, fungZo, aplicag@o ) ndo tem seu lugar na escola primaria, mas se
nds quizermos que estas palavras tenham uma significag@o quando forem introduzidas no
secundério é necessario que atividades tenham sido feitas previamente a fim de que eg

tas palavras designem, efetivamente, conceitos adquiridos,

22 Um dosg ramos importantes da matematica se relaciona com a composig@o de fun

¢des ( aqui mo npivel que nos interessa seréd apresentada como a de cadeias de maquinas).

Retomemos os exemplos precedentes e coloquemos em cadeia as duas mé.qu:mas

vy .+ 5
 REALL v >
Partida
-3
+ 5
Chegad& .
D1 3% 5677 8 9 101X
Todo elements de N que tem uma imagem em N a um tempe por _ = 3 > © +5 >
tem uma imagem em N pela cadeia _= 3 > + 5 > No esquema precedente a relagdo

do conjunto de partida para o conjunto de chegada & ° indicada por flechas pontilhadas,

Se tomamos como conjunto de partida o conjunto de definigBo da fung@o - 3 >
a relagdo representada pelas flechas em pontilhado,

Para todo elemento de N -\ Uy, 72 i’existe exatamente 1 imagem em N para a

cadeia - 3 > + 5 >
Esgta cadeia éequiva.lente a méquina. + 2 y o

Isto significa que qualquer que seja o elemento X de N - { .09 83.2 ) ws tems
o esquema seguinte



E este tipo de esquema que Se vai encontrar no nivel do C.E.2.
Ele n8o esta no nivel das possibilidades de uma crianca de 8 anos ex-
plicita como vimos de fazer o conjunto de definig8o sobre o qual os
equivalentes tém um sentidel; isto poderd entretanto, Se traduzir em
uma linguagem muito mais pragmética por alguma coisa como " se as cadei
as ndo se quebram, se ponho o mesmo mimero ne entrada, encontro o mes-
mo mimero na safda".

= " R ~ ' . .
Sobre os conjuntos numericos n3o se podera ir mais lon
ge na explicitagén,

Entretanto as criancas descobrem rapido "truques" para encontrar
como alimentar uma cadeia dada para que ela ndo se bloqueie. Ao contra-
rio,se trabalhamos com conjuntos finitos, podemos erumerando todos os -
casos possiveis, demonstrar que duas cadeias s8o equivalentes: se toma-
mos o exemplo das maguinas F, C, CF , R, aginde sobre quadrados verme-
lhos ou azuis, redondos vermelhos ou azuis, podemos (as criancas) de-
monstrar que qualquer que Seja o objeto colocado na entrada CF, F = C
(Reencontrar-se-4 este tipo de pesquisa nas fichas do caftulo "Esque -

mas" por exemplo S1,82).

Além disso, procurando convenientemente os conjuntos de cbjetos
sobre os quais gperam nossoconjunto:de méquinas, teremos, qualquer que
Seja o objeto colocado a entrada, cadeias que funcionam (que ndo se blg
queiam) .

Ve-se aqui prolcngamentos possiveis para o trabalho nos conjuntos
numéricos: " procurar um conjunte de partida tal que, qualquer que Seja
a cadeia escolhida de maquinas de adicionar ou de subtrair e qualquer -
que seja o mumere colocado a entrada a cadeia funciona". ( € o cenjunto
Z dos inteiros "relativos"), ou bem procurar um conjunto de partida tal
que, qualquer que seja a cadeia escolhida de méquinas a multiplicar ouw
dividir e qualquer que seja o mimero colocado na entrada a cadeia fun -
ciona ( € o conjunto F das fracbes). Esta pesquisa podera ser efetuada
no secundario sobre bases sdlidas.

Retornemos as cadeias de maquinas "numéricas" para as quais a en_
trada € " bem e scolhida".

Se utilizamos maquinas de adicionar ou subtrair toda cadeia de
duas maquinas pode ser substituida por uma cadeia de uma sJ maquina .

cont ghas o
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Nao e o mesmo para as maquinas de rultiplicar ou de dividir.
Eyemplos g

Ly ~)~—"' ~ = \‘~—2"
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Nos dois Ultimos exemplos nao existe maquinas de multipli -
car ou dividir por um numero inteiro que possa substituir as cadeias prepos
tas.

No nivel do C.M. ¢ a partir desta descoberta que 1Ptroduz1re
mos as " maqulnas fracionarias™,

Por definigao a maquina _x 13/2? é aguela que é equivalente

a cadeia ¥ il q w B A
Vol ra
: vmﬁ\\\::i x 13 @4\\412
/ o /‘ .\ \ i
X7 il el

Isto introduzira um novo conigito de méquinasﬁ as méquinas Y.
do tipo xa/b  onde a e b sao numeros inteiros naturais. Toda a ca -
deia de duas destas maguinas pode ser substituida por uma sO destas maqui -
nas. Dir-se-a em linguagem matematica que a composicao das maguinas & uma
operacao interna no conjunto das " maguinas fracionarias". O Calculo desta/
méquina equivalente sera descoberto. entao, pelas criangas sem necessitar de
conhecimentos novos., £ suficiente para isto ter descoberto as propriedades/
que permitem reduzir as cadeias de maquinas :

1. propriedade : em uma cadeia pode-se permutar duas méqui—

nas sen que isso modifique a saida,

« 9 oV
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2, propriedade : em uma cadeia pode-se substituir toda
sequencia de duas maquinas pela maquina equivalente
em que isso modifique a saida. Esta linguagem prag-
matica que sera utilizada pelas criangas correspon-
ée'a uma linguagem matematica ( que eles utilizarao
no ‘secundarin) : |

1. A colocacao em cadeia de maguinas e comutativa.
2, A colocagko em cadeia de maquinas e associati-
va.

» - . o . .
x-%? Exempla : encontrar a magquina fracionaria equil

— —_— <~walente'a x /2. . 7[5,

por definiedo
|

X3 A %7 S
ter odireito de permutar
x3_ X% ) : ,
—_— — ,37 .5>
\/ ‘h?f' o direito de oissociar
- \
X 2,4 .
> .IO,>
por definicdo
21
[Xe)

> Compreende-se qual e a\importéncié de todo o traba-
1h» preparatério que val se estalar sobre tres anos (C.E, 2,C.M.l,C.M.2) /
trabalho que vail permitir compreender a significagao das maquinas de adicio
nar ou subtrair, das miquinas de multiplicar, logo a partir dai, de desco -
brir as propriedades sobre as quais se apoiara o calculo. E, alem disso,evi
dente que, gragas ao trabalhc sobre as cadeias de méquinas numericas as ot P
angas vao ser levadas a desenvolver uma aptidﬁo (capacidade) para o calcu-
lo mental. Ora, é absolutamente indispensavel que as criancas saibam bem /
calcular e comp calcular. Ouve-se, por vezes dizer que " se as criangas fa-
zem matematicas desde o primirio, nao saberfe mais calcular'. Reconhego n3o
compreender muito bem aqu}lo que!OS que tem uma tal crencga entendem por ma-
tematica. Se a matematica fosse fazer batatas, "fazer conjuntos" creio bem/
que eu estaria pronta a aprova-los, mas a matematica & toda outra coisa. Ela
& antes de tudo o estudo de estruturas e se calcula tanto melhor quante ge
tome consciencia da estrutura dos conjuntos nos quais se calcula. No case /




o
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éarticular dos conjuntos numéricos, as propriedades das relacOes entre os /
nﬁmeros, descobertas a partir de numerosas experiéncias devem conduzir a um
maior dominio do calculo sobre os numeros. Além disso,é importante que as /
criangas descubram desde o inicio de suas atividades calculadoras que se po-
de calcular sobre outras coisas alem de numeros. Constatei, ou, tenho consta
tado em meu trabalho com adultos nzo tendo tido formagdo superior em matema-
tica que o desconhecimento desse fato & um grave '"handicap'. £ por isso que
tenho introduzido situagdes (maquinas de mudar a forma ou a cor dos objetos,
por exemplo - ver tambem o capltulo "Esquemas " onde se encontram muitos exer
cicios desse tlpo) situagOes que permitirdo no C.M. praticar o calculo em /
conjuntos nas numericos e de descobrir assim regras gerais de dedugao utili-
zadas no calculo.
3. propriedade : encontramos desde o inicio a nogao de '"ma-
guina inversa" (isto e, que faz retornar ao ponto de par

tida, que desfaz o que a primeira fez).

Assim a maqulna inversa da maqulna o e a maqulna e %
a maqulna inversa da maqulna + 5y e a maqulna & Bt

; Uma cadeia de duas maguinas inversas " nao faz nada", " é

equivalente a uma maqulna que nao faz nada', as magquinas se neutralizam" di-
zem as criangas em uma linguagem pragmatlca. NG

Estas duas’nog%es :'méQuina neutra, méquina inversa de
uma. outra méquina, sao nogBes'extremamenﬁg‘importantes. Ora a experiéncia me
provou que elas estao entre aguelas que as criancas: dominam melhor, Isto tem
do ponto de vista prético consequéncias importantes, £ assim que as criangas
do C.E., 2 transformaram espontaneamente problemas que lhes foram propostos /
para utilizar a nogéo de~méquinas inversas e eis aqui um exemplo que me ser-

~iu de ponto de partida para fichas de trabalho (ficha S.26 e seguintes; en-
~ontrar v tal que v : 13 =19

Aqui esta um esquema proposto pelas criancas

X3

a igualdade 19 x 13 =v & obtida pela simples leitura do esquema.

42 propriedade : vimos o esquema definindo uma maquina co-
mo sendo a seguinte

MAQUINR 3
ENTRADR : ?| SmibA

que tres tipos de problemas podem sa colocar :

@00 0000000
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da-se e preciso encontrar
. entrada e maguina salda
bk A 4

maquina e saida entrada

4 .
entrada e saida maquina

'0 terceiro problema tem semmre uma solugéo para as ma -
qulnas de adicionar ou de subtralr9 para as maqu1nas de multiplicar ou divi
dir e preciso que um dos numeros seja multlplo do outro. A existencia de /

uma solugao para as duas primeiras esta ligada a escolha dos nimeros coloca
dos na entrada ( ou na saida).

: d
L = 2 > i e s +8 45 6
nao tem
solugao
T 06 : x ;v8
S
,\

De fato os problemas do ensino elementar se
. resolver sistemas de equacdOes do tipe precedente,
Em particular todos os problemas de "regra de tres" sao

relacionados com tais esquemas., ( c¢f fichas de trabalho Journal de Matema-
tique II e comentarios).
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II, O ponto de vista psicolégico

Ele e, a0 menos, ta importante como o precedente, Se que-
queremos que as crla.ngas dominem as nogdes que desejamos lhes fazer adquirir, é neceg
saI'lO que 0s processos que permitem adquirir essas nogdes respeitem o melhor posswel
os modos de constituig@io de conceitos novos pelas criangas de um nivel dado, E eviden
te que uma pesquisa & necessaria para explicar ou melhor explicitar ao melhor esses
processos que se poderé qualificar de espont'é.neos. Ora, apés as experiéncias que fiz
no ensino elementar e pré-escolar, a colocagdo em relagzo ¢ un dos modos Preferénci-
ails utilizados pelas criangas, Além disso em um nivel muito elementar, os objetos gao
oonfron‘bado?s quanto as suas diferengas, Vai ser, portanto, particularmente interessante
de segulxgsdgnarche; partir das diferengas entre objetos, refinar a nog®o para chegar
a de mé,quina, logo deixar de lado os objetos para trabalhar sobre méquinas. Encone
trar-se-a estas demarches sucessivos no decorrer do ensino elementar e, partiqularé
mente no nivel C,E, 2 que constitue certamente uma "dobradiga" onde a . passa
gem ao trabalho sobre as mé.quinas parece particularmente favoravel, Entretanto, néo
é preciso tornar as coisas bruscas, é preciso que a passagem ao trabalho sobre ca-
deias de mé,quinas se faga por si, E além diséo extremamente importante utilizar wum
modo de investigag®Bo que parece essencials a colocagdo em esquema, Chégou um ano em
que ao nivel C.M, 15 tres das classes experimentais dos quais me ocupo tiveram difi-
culdades relacionadas com o trabalho sobre cadeias; "Entretanto, eles sabiam muito /
bem calcular no ano anterior no C,E, 2" diziam os professores deste n:Lvel Feita uma
enquete percebeu-se que com efeito havia se feito muito calculo mas que se havia pen
sado que nAo era necessario "pagsar tempo sobre os esquemas", Ora apareceu que des-
de que os alunos de C,M, tem a sua disposigdo esquemas o que havia sido aprend..o /
mas nao compreendido realmente se pde no lugar muito rapidamente,

o Nao se dira Jamais demasiadamente que é necessario que as
bases sejam solidamente construidas senfio todo o trabalho em um nivel superior nao
poderia ser feito sen@o por aprendizagem de técnicas nBo permitindo em geral ir mais
alto salvo novamente por aprendizagem de técnicas mas se compreende bem que cedo ou
tarde o sistema se bloqueias se se quer sair-se bem no debloquear isto nao poderé ser
senao ao prego de uma retomada desde a base, tanto mais dificil quante mais
+as criangas tenham acredi“ado que o unico modo de aprender ¢ reter re
Enfxs E por isso que nds sugerims algumas modificagdes das fichas
das primeiras edigOes: algumas entre elas que se refefi_am a calculos foram substitui-
dos Por esquemas,

Demais agsinalaremos que & imposs:i'.vel considerar o trabalho
sobre uma nog@o feita a um nivel dado sem se referir =o que foi feito antes e sera
feito a.p(Ss sobre esta no¢ o, E por isso que é indispensével consultar as fichas. de
trabalho e os comentarios para o C,E, 1 (A conquista do ntmero) e para o C.M, (Jore

nal de matematica II, faciculos 1 e 2),
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COMENTARIO DAS FICHAS

Ficha M, 1

Esta ficha de trabalho tem como idéia subjacente a de Produto cartesi-
ano (cf, CP.eCE 1,

Trata-se de fabrlcar um materlal cujos ob,]eth sa0 oaracterlzados por

~

duas propriedades: a forma que pode tomar quatro valores, a cor que pode tomar /
dois valorCS; 'ber-se-a,, portan‘bo, oito obJetos que sao aqueles Qque se poderia colo

car em cada caso do quadyro segulnteo

0 ) AT

azul

vern,

Ficha M, 2

~
Aqui a forma pode tomar tres valoreo, assim como a cor, O processo su~
3 o - 3
gerido para construir os nove objetos é uma arvore Poder-c'e-a, alem disso, pedire

se tambén para i‘azer um gquadro,
Picha M 3

T 5 i . ~ -
No quadro do alto desta pagina, as formas (as letras) ndo foram .odie
e . . < . B ~ %
cadas; e preciso reconstitui-las com o auxilio das sugestles feitas para preencher
o quadro,

& . e " .
29 exercicio: tres formas, tres cores; encontrar 0s nove objetos,
Ficha M 4

Retoma-se aqui um exercicio feito no C.P, (cf, dos conjuntos 2 desco=-
berta do mlzmero) 3 0 jogo das diferengas imaginado por P, Dienes, Mag aqui ag di-

ferengas s@o representadas por flechas,

~ ’ -
Os professores que o desejarem poderdo explorar este exercicio, Asgi=-

nala-se por exemplo, que a cadeia a 1 diferenca con a 2 diferencag com; néo pode

ser sempre substituida pela relagao a 3 dlferencas com_;v

% 1L ohferenca com 5 @ a A dﬁcrcnj_cofn

; a3 difere
Q2 "‘!‘FCFCMG Q -Zd:&ncos i ’cgm\ ozd'ftf‘emdf
com tom com

Y2 q 'idn[ercncq Om 5\
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CoOnn com 0




