UMA_TEORIA DA APRENDIZAGEN MATEMATICA

Capitulo II do livro
"Constructions des Mathematiques™
de Z,P, Dienes,

¥rad, da Profs Esther Pillar Grossi

Antes de abordar uma teoria da aprendizagem da matematlca e in
dispensavel definir claramente o que se deve entender por matematica,Nao
deve ser considerada como um conjunto de tecnlcas, por mais indispensa-
veis que estas sejam para a utilizacao efetiva da matematica. A mateméti
ca deve ser olhada primordialmente como uma estrutura das relagoes, sen-—
do o simbolismo formal somente um meio de comunicar tal ou qual elemen-
to desta estrutura.

Uma proposigao matemdtica é uma prop081gao relativa a alguma co
nexao no interior da estrutura, para exprimi- ~la, nos recorremos a um sim
bolismo qué, em suma, e uma especie de linguagem especialmente inventaca
com esta fipalidade., Por exemplo, a proposigao simbolica

2(a+b) =2ai2b

estabelece uma conexao entre duas partes da estrutura, uma relatlva a a-
digao, a outra a multiplicacao, Saber gue podemos passar dos 81mb0l08—

"2(atby)" aos simbolos "2a42b", e vice-versa, €& um conhecimento tecnl
co gue pode nao conter nenhuma compreensao do trago de unifo simhnlizad-
pela formula. J4 mostrei que tais proposlgoes sobre as estru*uras sao con
tinuamente formuladas em nossas escolas que as estruturas em si mesmas
se jam compreendidas,

Por matematica, entenderei pois as verdadeiras conexoes estru-
turais entre conceitos ligados a idéia de ndmero (matematica pura),assim
como suas aplicagOes aos problemas reais (matemética aplicada),

Por aprendizagem da matemética, entenderei a apreensao de tais

oiexnes e de sua simbolizagBo, assim como a aquisigao da aptiddo para a
.
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plicar os conceitos formados as situagoes reais que se apresentam no mun
do.

E dificil de conceber como um: teoria do género "estimulo-res-
posta" pode se aplicar a aprendizagem assim definida, Tal teoria conside
ra o estudo como um processo de capacitacgao gragas ao qual certas respos
tas podem ser ulteriormente prbvocadas por certos estimulos. Ora, se nos
olhamos profundamente a lizao de matematica corrente, € justamente é&ste
processo de capacitagao que nos af gncontramcs, Apresentam-se estfmulos,
que sao ligados a certas reagoes, batizadas como "respostas certas" com
alguma explicagao (so parte do processo que sbarce tdda a estrutura). Um
sistema de recompensas, reforcado em certos casos, por um sistema de pu-
nigoes, torna os alunos aptos a fornecer '"respostas certas". Na maioria
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dos casos, gquando os alunos reagem com "respostas certas", a professora
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nao vai mais longe, nao aprofunda mais, Trata-se sobretudo depois de "por
ordem nas coisas", no conjunto dos conhecimentos e instalar uma resposta
- ’ , ~ ~ \
determinada a um estimulo determinado; e a professora nao se refere a es
e N - . . . .

trutura, senao acessoriamente, na medida em que esta facilite "a coloca
¢ao em ordem', Os alunos que fornecen habitualmente "respostas erradas"
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sao em geral aqueles cuja compreensao nao pode sustentar a cadencia dode

senvolvimento da estrutura, Resta-lhes aprender certos "truques" para auy
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mentar o numero de "respostas certas'" gue eles se sentem pressionados
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dar, na situagao de condicionamento em que éles se encontram, Mas,nfo
verdade gque, mesmo aquéles cujas respostas foram na maior parte "certas)
realmente compreenderam as partes da estrutura as quais estas respostas
se referem,

0 que, entgo, torna o sistema "estfmulo—resposta" menos adequa
do ao estudo da matematica que ao de outras disciplinas? E gue o impor -
tante, em matemética, € muito mais a estrutura quc o conteldo, £ o con-
trario em histéria, guando o que mais pesa para os fatos histéricos, é
que eles se tenham produzido, ainda que num estagio mais adiantado se fa
¢am tentativas para "estruturar" os acontecimentos, considerando-os como
partes de um esquema. No dominio do pensamento matematico, contrariamen -
te esta estruturagao constitui um elemento fundamental., Ainda mais:, 0Ss
modélos, as estruturas realizadas sao primeiramente consideradas como ob
jetos matematicos que se imbricam em outras estruturas; estas, por sua
vez. tornando-se familiares, sao olhadas como objetos matematicos e as-
sim sucessivamente, Esta superposicao de modelos ou de estruturas se pro
duz com uma rapidez alarmante para quem n3c & iniciado na matematica e
que ficara logo abandonado ao Ultimo diagar da Pila,

Nao hesitemos - porque isto vale a pzna - em nos deter mais
demoradamente sobre éste processo, Para tornar tao clara gquanto possfvel
a matéria, recorrendo a teoria gramatical, mais familiar, nos falaremos,
de "sujeitos" e de "predicados" no lugar de pedir emprestado ao vocabulé
rio da légica as '"classes" e os "elementos". Consideremos o conceito de
ndmsro natural. O predicado "hd aqui trés" se refere a uma colegdo de
coisas, Esta colecao é o sujeito do predicado acima, isto é, do predica-
do que enuncia gue ha trés coisas na cnlecfo, Superando @éste estégio,nés
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poderiamos, considerando tres magas e tres laranjes, ser tentados a di-
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zer: "ha tantas magas quantas laranjas”. Nos utilizamos agora um novo
predicado "ha tantos de... quantos de...". Qual e o sujeito deste predi-

cado? Certamente nao sao as colegbes, O sujeito 2 o nimero de coisas nu-
ma ¢as culegoes, Este nﬂmero, o nimero trés, foi utilizado antes exata -
mente como um predicado aplicando-se a uma colegao, Em seguida ele foi u
tilizado como um sujeitc ao qual um ndovo pradicado & aplicado, o predica
do: "ha tantos de... quantos de,,." Mais precisamente, este predicado tem
dois sujeitos, o ndmero de coisas na colegdo de magds ¢ o nimero de coi-
sas na colecao de laranjas. 0 que nds dizemos € que tstes dois nimeros
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sao iguais, ou o mesmo, Isto seria ainda mais claro se nos considerasse-



mos © predicado "ha menos... que,.," Se ha duas lﬂrunjas e trés mag5s,
nos podemos aplicar o predicado "ha MEN0S, <« QUB..." as laran jas e as ma
cas e dizer "ha menos laranjas que magas", Os sujeitos sAo os nlumeros 2 e
3, o predicado "& iInfeErtor gt o que se escreve simbolicamente
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No infcio, 2 e 3 diziam algo a respeito de colegoes de objetos,
em seguida os predicados "é o mesmo gue" ou "¢ inferior a" dizem algo a
respeito de 2 e 3, £ fdacil continuar e dizer algo sobre "é o mesmo que',
Aol exemplo, para esclarecer o que & adicionar, & preciso recorrer ao con
~eito "€ o mesmo que",

Se nos contamos até 2 e depois continuamos a contagem de mais
&% nos descobrimos que encontramos o"mesmo" ndmero que se tivéssemos
contado diretamente até 5,

Da mesma forma para uma boa explicagao da multiplicacao preci-
sa-se daadican e a fdrmula 2(a+b) requer simult@neamcnte a adicao e a mul
tiplicagdo; falando em outros termos, esta formula da indicacao sobre u-
ma grande quantidade de coisas, as quails por sua vez dizem respeito a ou
tras coisas e assim por diant By at chegarmos aos numeros, que dao infor
magoes sobre colegobes de objetos. Exprimindo-se em linguagem gramatical,
0s predicados tornam-se su jeitos para outros predicados, e o céu & o (-
nico limite desta corrida matemdtica,..

As pessoas habilidosas em mane jar os predicados e po los na
condigao de sujeitos constituem os bons matematicos. Cada vez gue um ma-
temdtico cria um predicado, ele comegca quase imediatamente a se pergun -~
tar o que poderia vir a dizer sobrc 6s3%c novo predicado, Aplicar um pre-
dicardo a uma certa classe de sujeitos, é estabclecer uma eenfcin A~ -ina
40 redor deles' uma pessoa com espfrito matematico experimentara répida-
mente uma sensagao de claustrofobia matematica em tais espagos fechados
e comecara a se perguntar o que ha do outro lado da amurada - em ous=
tros tormos, ela comegara a procurar as conexoes entre seus predicados.
Nao se podera hegura —-la encerrada por muito tempo. Se éste tipo de pensa
mento aberto sem cessar é a esséncia do pensamcnto mauematlco, entao e
claro que e radicalmente diferente do pensamento trivial., Os psioologos
que estudaram os protlemas da aquisicao mental e do pensamento, raramen-—
te eram matematloos° ¢ talvez por isso que ate aqui nao foi proposta ne-
nhuma teoria conveniente para eXplicar as modalidedes de aprendizagemrng
te dominio muito particular,

Dispoe-se todavia de um pequeno nlcleo de dados experimentais
tcunidos por psicélogos crientados para a matemética, nicleo a partir deé
qual podem-se esbogar as grandes Linhas de uma teoria da aprendizagem de
matematica. Entretanto,rcsta muito a2 fazer. Seria preciso que 0s proble-
mas fossem submetidos ao corpo docente inteiro; os professbres em oxerc{
cio poderiam entao pa articipar ativamente na coleta de observegoes e con=-
tribuiriam assim para o estabelecimento das hases solidas de uma teoria




aceitavel,

As fontes em que nds nos aApoiamos para esbogar nossa teoria sao
as bem conhecidas pesquisas de Piaget, os trabalhos do "Cogintion Pro=-
ject de Harvard", dirigidos por Bruner, o marcante trabalhc realizado par
Frederick Bartlett e algumas de minhas préprias cxperiencias, O leitor
se reportara a bibliografia para as referéncias detalhadas. :

Y“Eigamos primeiro algumas palavras sibre estas pesquisas,| Piaget
foi o primeiro a ver que o processo de formagao de um conceito é muito ﬁf/
mais longo do que se pensava e que um importante trabalho, aparentemente ﬂ
sem relagac com o conceito, deve ser feitc antes que se tenha uma leve in
dicagao sobre a direc@o que o pensamento estad em vias de seguir, £ o es-
tégio largamente inconsciente, o cstégic do jago, em que se lida com - o8
elementos do conceito bem antes de ter a menor iddia que éstes elementos :
poderao um dia ajudar a classificar dc maneira cOmoda os acontecimentos A{;“
dn mundo. 0 bebé brinca com os sons e as silabas muitc antes de ter idéiw/;
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a de que mais tarde estes sons poderao tornar-se meios do comunicagac, A

\
crianga brinca com taquinhos cu cutros objetos, agrupando-os em cclegoes

/
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de formas ou tamanhos especlals muito antes de saber que ela esta roalmgp“&<;
te em vias de se familiarizar com os clementos que lhe permitirao formar - \
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mais adiante os conceitos de ndmerg e espago., Nos vivemos as flutuagoes i

A d : ’
dos precos e dos l¥~ros, muitc antes de experimentar coordena-laos numa
. LAl . 5 ~ ;.
teoria economica. E evidente que, em cada um déstes casos, nao poderia -
mos formar conceitos sem ter jogado antes, por muito tempo, com seus clg
mentos,
2~

Depois surge o segunda etapa, intrcduzida pela lenta descuber-

ta de uma diregao, através da gual nossas experieéncias pocdem prcgressiva @
mentc za reunir num tode significativo., O nend cocmega a observar que cer F
tos sons se produzem tGdas as vézes que certos accntecimentos se daog as
sim, sua irma esparece tédas as vézes que seu nome © pronunciado. Gredual
mente, éle se esforga por preduzir scns em circunstancias "apropriadas";
cfetivamente, @le ensaia crienter-sec conscientemente para a comunicacao

com significado., A crianga, brincando com taquinhos, acaba por descobrir
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que as colegoes que contem dois objetos tém algc om comum: por exemplo,

a
que ha um objeto para si e um para sua mae, E a aurora da expericncia ma
tamética, gue atingiré seu zénite muito meis tarde, com a apreensac do nu
mero puro. Em nossas reflexces sGbre oc prégos e os salarios, pode haver
um momentc em que sentiremos necessidade de comprecnder as conexocs ai e
xistentes e iremos a biblicteca retirar um livro sObre ecocnomia, Cédo ou
tarde, esta segunda etapa conduz a terceira, quando de alguma maneira a éo
"imagem amadurece" e nds sentimos gque "compreendemos". 0 ciclo esta com-

o
pento final de um Pg
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itinerario mental, Seguec.se cntao um pericdc de cxercicios, com a finali

£
pletc guandc nos percebemos de repcnte que chegamos ac

dade de enraizar firmemente o nove conceito om nossa cxperifncia e de in-
cerpora—=lo ao arsenal de que dispomcs para desenrcdar as confusoes de nos
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so meio. O nene que aprendeu a dizer "Mamae" poe-se a dizG-lo e redizoe -



lo, mais e mais vézes, exclusivamente para ver se obtem o efeito suposto;
A criange que descobriu c numeroc sc pori interminavelmente a conatr i pi
lhas com um mesmo numero de cubos ou outras coisas do mesmo génerc e, a-
1ém disso insistira para que os adultos tomem parte nestas repetigtes o
que, bem entendido, ©s consa per sua monctonia, Para ccmpreender o pontoc
dc vista da crianga, podemos nos lembrar de nossa prépria tendéncia a
cansar nossos amigos com tGda tecria recém descoberta e por aplicé—larts
circunstancias menos adaptadas, Eis-nos a etapa prética gue scgue a rea-
lizegao do ccnceitb; e esta etapa constituird por sue vez aquela fase i-
nicial do jogo que conduzira a préxima colheita de conceitos, Assim, o©s
ciclos se encadeiam, um apés o outro, cada cicle sendo construido sGbre
os ciclos previamente realizados,

0 leitor nao encontrard dificuldade em ver que[?sta descricgaoc
dlnjy;c do processo da aprendizagem & mais adaptada as condicOes da a-~
&rendlzagem da matematica que qualquer explicagah atomistica, a base de
Datfmulo~respostao Mas, bem entendido, isto ¢ somente um guadro, e o gua
dro deve ser preenchido pcle contclddo que gueremos ensinar, As situagoes
diferem umas das cutras, por exemplo em sua estrutura lc’)gicao NGs somos
pois,levados a coordenar conjuntos de experiéncias por meic de conexoes
ldgicas diferentes, Pode ser que tenhamecs de ensinar que dois aconteci -
mentos A e B se produzem sempro juntos como, por exemplo, o scar da cam-
painha e o inicioc de uma aula, NOs associamos os dois acontecimentos,con
juntando-cs num acontecimento Gnico;_Fazemos uma conjungac de dois acon-
tecimentos anteriormente sem conexao, Numa outra situacao sabemos gue,se
ha duas pesscas numa lista de candidatcs para um pasto, somente uma pode
ser nomeada, Relacionamos éstes accntecimentos dis juntando as duas possi
bilidades distintas; fazemos uma disjungac de dois acontecimentos gue nao
possuiam conexao antes que a lista de cendidatos fOsse elaborada. No ca-
so da conjungao, dizemos: a ca \mpainha sca e a aula comega., No caso de dis
jungao, dizemos: "ou Jodo da Silva cbtém o posto ou José dos Santos',

Existem numerosas conexocs loglcas que cstebelecemos cntre con
ceitcs Ja formados, Por exemplo: se o Sr.A & londrino, entao posso falar
lhe em inglés., Nac é verdade que se posso falar a algu 1ém em 1ngles, es--
tou necessariamente em prescnga de um londrino; pode a pessoa ser de Man
chester ou da Escdcia ou mesmo de qualquer lugar distante do qlchr © ~5..

ta uma relacg?ao de aplicacao,
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As diferengas entre as situagCes de aprendizagem podem nac re-
pousar somente sobre a estrutura lﬁgica da matéria a aprender. Individu-
os diferentes enfrentam o mesmo prablema diferentemente, e isto foi tra-
zido claramente a luz pelas pesquisas de Harvard., £ possivel que a pro -
pria natureza do problema estudado tecnha influéncia sCbre a direcao segun
do a qual se o aborda, mas o que interessa scbretudec & a influéncia exer
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cida pelo tipo de pensamento que os individuos comumente fazem uso,
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Frederick Bartlett enumera e examina um certec nimero dc modes de pensar
diferentes inde, segundo sua terminolecgia, do tipoc de pensamentc "fecha-
do" équele do artista inteiramente diferente, que g€le chama com proprie-
dade "pensamento ousado",

O problema da aprendizagem consiste essencialmente em encon=-
trar um ajustamentc apropriado entre o que exige a estrutura da metéria

aprender e a estrutura do pensamentc do aluna.lpara que © processo da
aprendizagem possa ser explicadc por uma tecria 1ntellglvel, qualquer guwe
se ja, ¢ preciso levar em conta estas duas estruturas, £ uma tarcfa muito
diffcil e se sabe muito pouco, até o presente, sobre Gste tema, a nao ser
uma tentativa fragmentdria na moncgrafia reccnte do autcr:"Formagac do
Conceitc e Personalidade",

0O leitor que desc jar penetrar nos pormencres da tecria e ter a
cesso acs dados experimentais disponfvois se reportara as moncgrafias in
dicadas na biblicgrafia, Longos descnvolvimentecs aqui nao teriam lugar.
Daremos somente as conclusGes principais e as hipdteses que delas rosul-
tam, porque € sObre elas que estac- baseadas as sugestbes praticas acér-
ca do estudo da matematica ne presente obra.

NOs jé cxaminamos os trés.estégios de Piaget na formacgzo do con
ceito. A cada um corresponde um tipo muito diferente de cprendizagem. No
estagio preliminar cu estagic do jogo corresponde uma atividade desorde-
nada sem finalidade aparente; a pcssoa sc entrega a este atividade e en-
contra prazer por ela mesma; é o tipc do comportamento que cham=mrs ae-
ralmente jogo, Para gque o jogo se ja realizado,vé preciso que a pessca .
nha toda liberdade de experimentar, Esta etapa da aprendizagem dos con-
ceitos deve, pois, ser tac livre guanto possfvel scndc os componentes do

futuro conceito deixados 2 disposig2o dos cluncs comc mbtorlﬁl de cho A

segunda etapa & mais dirigida, mels crientada, mas ela & carbcturlzudapu
ta auséncia de tdda tcmada clara de consciéncia do que se procura, Néste
estaglo, uma atividade até certo ponto estruturada ¢ desejavel, Como se
chegard a isto depende da estrutura do conceito assim comc dos modos de
pensamentc particulares dp aluno. Enquantc nac tivermos mais dados sobre
Cstés fatéres, o método mais seguro sera acumular um glcndu nimecro de ex
peciéncias de estruturas variadas mas tddes cenduzindo 2o csnceritol.A ter
ceira etapa deve fornecer uma pratica adequada pare fixar e aplicas =3
conceitos que jé foram formados, 0Os jcoccos que sac praticades durante es-
tas etapas serao classificadas em:

a) Jogos preliminares

b) Jogos estruturados

c) Jogos para praticar

Esta classificagao referc-se, bem entendido, 2 um conceito da-
do, E claro que.um jogc para praticar em relagao a. um concecito, pode ser
vir como jagc preliminar para um conceito ultericr, Todavia, ¢ importan-
te ndoc utilizar Jogos pera praticar como- jogos preliminares para c MESMO
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cecnceito - erro comum nas cscclas infantis em gue se espera ver as crian

.
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gas aprender por jogos que elas nao podem praticar sem conhecer o que lhes
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quer ensinar. b tambem impecrtante aproveitar bem o mcomentc em que uma cri
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anga passa de uma etapa a seguinte, afim de lhe fornecer experiencias a-
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daptadas a evolugao da situacgao,
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Foi percebido e depois amplamente ccnfirmado pela observagao do
criangas em idade escolar que se dedicavam acs seus deveres de matemati-
ca, que as pessoas diferem na extens@o do que elas sao capezes de. fazer
para se engajarem numa reflexao analitica (légica) ou construtiva. Aparg
ceu tambem claramente que as criangas desenvolvem uma reflex3c construti
va muito tempo antes de se empenhar nume reflexao analfitica. Também,cri-
ando-se situagoes de aprendizagem matematica com a ajuda de materiais,@
preciso lembrar-se de que mesmo se as criangas nac estao sempre prontas
a formar jufzos légicos, elas sac capazes dc construir conceitos matemd-
ticos muito antes do que se pdde crer até o presente, A exploracao legi-.
ca do que ela construiu sequira naturalmente, mas talvez anos mais tarde,

Entremos agora um poucc mais em detalhes no conteldo da apren-
dizagem matematica., Nés sabemos que as treés ctapas de crescimento saoc ne
sessarias antes que a pessoa se torne completamente apta para utilixar
um predicado ou ccnceito matemdtico. Como pcdemos colocar as experienci-
as mais adequadas no caminho das criancas, a fim dec acelerar o desenvol-
vimento dos conceites? Um conceito matemdtico contém de hdbito um certo
nimero de parametros e é a constincia das conexSes entre eéles, ainda g -
os parametros variem, que constitui o conceito mateméticoq(ll) Baga: =Gar
o maior ndmero de experiéncias de tal forma estruturadas a fim de encora
jar o desenvclvimento do conceito, parece "a priori" descjével gue todos
os parémetros,possfveis se jam levados a variar ac maximo deixando o con-
ceito intacto, Por exemplc, com o conceito de paralelogramo, pode-se va-
riar a forma fazendo variar os angulos e o comprimento dos lados opostos,
pode-se trocar a posigao contantoc que os lados opostos permanegam parale
los. £ claro gue um conceito de paralelogramos iscmétricos colocados na
mesma posigao nao constituiria um conjunto de ecxperiéncias préprias ao de
senvolvimento de conceito, Digeames, em resumo, que é necessario var?.u:
maior ndmero possivel de parametros se se quer ver a reuniac das condi ~
goes otimais de experiencia para o descnvolvimento do conceito,

Examinemos, agora, @ questao da escolha da estrutura destinada
a former o conteldo conceitual real do tema. O resultado dos trabalhos ex
perimentais realizados atd 8ste dia, da. a pensar que para a complexidade
légica, se deveria restringir ao minimo. Se & de escclher entre um tema
pondo acento sobre 2 construgao e um outro mais carregado dc lado anali-
tico, o primeiro sera, certamente, mais apropriado, sobretudoc para cri-
angas pequenas, A apreciacao anal{tica, o cxame critico de uma situag%o,
s2o0 modos de pensamento que exigem um certo grau de meturidade que se

constata rara@ente antes dos 12 ancs, Acima desta idade, as crianges co-



