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Resumo das aulas ninistradas, no curso de Iniciagao a "Teoria ‘
de Conjuntos", promovido pclo Circulo de Estudos de Motenadtica do Lebo-
ratorio de MﬁtemétiCa, on noveribro de 1 961, no Instituto de Educagdo e
no Curso de Pedogogia da Faculdade de Filosofia da Pontiffcioc Univercie
dade Catdlica do R,G, S, em 1 962, pelo Prof, Dr, Antonio Ribeiro, sobre

"Teoria dec Conjuntos",

1~ TE.RIA DE CONJUNTOS
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Se imaginarmos o edificio natematico sob a forma de wa prisme

triangular, entao direnos, figurativanente, que os lados de sua  basec.
inferior sdo respectivamente, a Tcoria de Conjuntos, o Tcoria de  Fun-
cacs ¢ a Teoria de Grupos, (Figura 1)
Asgin, verificonos que scrao apresentadas, para screm por nos
estudadas, as tecorias fundanentais ch Matendtice Moderna,
Coniegarenos-pela Tcoria dos Conjuntas, cujo criador fol o na-
tendtico Jorge’ Cantor, Bste nascou en 1 845, na Rﬁssias e teve a2 sua
fornagao nmetenstica realizada ma Alcmanha,
4 bibliografia quc sugerinog, relativanente a partc histéri-
cay é a socguintes &
"Breve histdria de la Matemdtica - Francisco Vera, Editorial
Losada 5,4, Buenos Ayres,
"Histéria do las Matemdticas" - Eric Temple Bell, Editada por
Fondo dc Cultura Econdrica -
México,
"Los Grandes Mabtonmiticos" ~ Eric Tewple Bell, Editorial Lo-

sada S.A, ~ Bucnos Ayres,

Quanto 2 partc cient:ffica? apreszcntamnos os j@eguintes traba-
lhogs "4 [llgebra Moderna " - M, Quoysannc ¢ A, Dolachet, 0010950
Saber Atual, volunc 36 - S, Paulo,
MTcorria dos Conjuntos ¢ Espagos Métricos" ~ E, H, Spanier, pu-
‘ blicada pela Sociedade Paranacnse de
Ma‘f;orlf‘tica.,,
"Con,juntos ¢ Fungoes" ~ Leopoldo Nach.bin,. Instituto de Matoméa

tica Bura e Aplicada, Rio de Janeiro,



-
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"TRSoric des Insormblos! - N, Bourbaki, Franga,
"Introduction to the Theory of Scts" -~ Joscph Brower, Editara
Prentice-~Hall, Nova Jorsey. USA,

Feita a introdugao © indicado a bibliografia, vamos prosscguir, aprescen-

tando as nogocs fundonontais

Figura 1
Teoria de¢ Conjuntog 43”““*~wm.
Teoria de

J
Teoria de

CONCEITOS PRIMITIVOS de uma ciéneia sho todos aquelos que nao peden ser
defenidos a base de outros cojbnltop da nosna eicneia,

En M iﬂtlcg conecitos prinitivos s@io aquéles que nio poden sor defi-
nidos 2 base d¢ outros comecitos natenaticos, Excrniplos: ponbo, rote,pla~

- . > -,
no, conjunto, cte, Contra~cxcmplos: anguio, diferenga entre deis numeros

ete, a) "Kngulo é a figura‘con titufda por duas seni-rotas de origon com
rmun", Nio & conceito primitivo, porque apcla para o conceito dec reota e
de ponto,

Sabenios que  “"difercnga entre dois mineros a € by pPropostod nuna
certa order, ¢ un terceiro n&:oro, que, gemadp ao scgundo, da por resul..
tado o primciro", - Toabém nho & conceito prinitivo ; pois apela.para o
conceito de sona,

Conjunto ¢ un conceito priwmisivo - scgundo Leopoldo Naohfhffiatemww

&

o~ . . I'd 5 2 # _
tico brasileiro da atualidade, - ™ma das nogées prinmitivas da Matcnatica
2 o 2 . N > . . 3
¢ a de conjunto, Coi isso quercmos dizor que nos linmitanos a aurlbulr ao
-~
terno conjunto o stu sentido usual de coleggo de objetos ou clenentoss ¢
nao pretendenos definf-lo & partir dc outr concoitos matematicos, Por
~ . - N >
cpnvonioncia, farcrios vso tambéa do térmo "colegeo", come sinonino de
conjunto a fim de evitar o roootlgao dosolcgqnto dosto ultlno Ho 1eSnmd

cnunciado", Sfo sironinos de con iunto. por 1orca de t;aitcao cusre o nae-
> 1 SOILIUNLO. G ¢

A » ~ <
tenaticos, as expressics: colegao, agrupancnto, agregade e classe,

Bento de Jetus Ciraca (Portugal) om sua obra "Somcsitos Fundauenbais
’ . % - 3
do Matematical, wg, 12, iton I2 diz: "Num certo riomento, olhang para una ®
oy 3 ¥

a -* % -
sala, por cxormplo, uma sala do espetaou;os, onde esta um agrupamento de

'
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po~~oao, i claro gMC C@sas poadsoa 830, Una & una, ontidades determina--
das ¢ gozan cn cormum da propricdade des no momento de que felanos; co- -
taren nessa sala; qualquer pessoa que nesse nonento passe na ruu, nao
nao goza dessa propricdadc,

Portento, sc falarmos no conjunto de pessoas que catio dentro da

salg, rcferino-nos a qualquer coisa benm determinada, tel que, dada uma
pessoa gualquer, poderemos averiguar con rigor, se cla pertence ou nao

. ¥ A . s
ao conjunto de que sc falou", Esse autor caractoriza o conjunto por un

critério do pertindneia, Determina com rigor, sc una pessoa cstda  om
nfo na sala, isto é, sc¢ pretence ou nao ao conjunto,
a BORBAKI, c1tado na "f1gebra Moderna® de M, Jucysannc e A D&

LACHuT; - il congunto e ‘fornado de elonentos suscetived s de possui-
rem certas propricdades ¢ teren entro 91, ou com clementos de outros
conjuntos, cortas rclagoes", dedp G

Sente-sc na citagdo acima a onfasd a rclagao ontré os clementos de
un conjunto conos dc outro conjunto, Isso pornitc comprcender o scnti-
do nioderno de contagen quo'oxaminaromos na Teoria de Fungoes,

Voltando a citar Nachbin: - "4 Tcoria Geral dos Conjuntos nio co-
gita dz naturcza dos clomentoés que constitucn cada un dos conjuntos, c
gimy ‘dasg rolagaoé possiveis ontre Gsscs clomentos c uonJunto""

820, pois, objctivos da Tooria de Conjuntos investigar:

a) - is relagbos possiveis ontre os olementos de un conjunto,

b) - Ls relagos cntre conjuntos,

530 csses os dois objetivos naxinos de un cstudante dosta teoria

¢ nao o conhccinento da naturcza dos elenentos do conjunto,

CARLOTERIZACAO DE UM . CIITJUNTO
’ .
Ha dois eritdérios para a chhctorlza<lo dc un conjuntos
a) - Pola epresontagao individuii ou noninative dos scus clementos,
p it P £
xciplos Aprescntacao noninal dos clenontos de una familia,
» ’ . L. il . A / . e - .
b) - Por un critdrio de pertinoencia. Atraves de wia proposicao por ncio
da qual saberes sc un clemcnto pertence ou nao ac conjunto dado, Exen-
& Ve = "\ 3 Y 3
plos O conjunto dos rnuncros primos.(Todos aqueles que admiton por divi

sores uononto s uhidade ou cles moud00>

RELAGZO DE PERTINENCIA

Matenatizondo o que Ju folgdpresontado, poden s propor, agora, os

princiros simboldgrios, Scja G un conylnto qu‘1?u04 ¢ 'a um clemento

‘ PPN %
de G  og@*. T \ 4 relagao E l qie pode scr lida co
TR S Sl A
My v é) rioza ¢ elemento de C, ou a pertence a C.

s
P e

B iy . )
Esta relagao e chamada “rclagio de pertincncial,
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Se b nao pertence a Cy isto ¢, b nfo ¢ clenento de Cp 0 simbo.
. Fos ¢ g o o s . .
lismo utilizado sera b¢g'C Esse simbolisno foi creado por

rd . - A
Peano, matematico italiano contenmporanco,; falecido cm 1 9324
- EXEMPLIFICLGRO
Serao aprefentados exerplos dos aspcetod seguintos, destinados a
fornecer o material para posterior realizacao de operagoes:

& ’
» ~ Teoria de Numeros

Teria de Polinorios

Geonetris Elenentar

~
ﬁlgobra das classes de Congrucncia,

THIRIA DE_ NUMEROS

Og _difcrentos conjuntos nunéricos

Py

. . . ’ 3
0 problena da contagenm gerou, sob o ponto de vista historico, o

o £ ’ £ 202 7 ~ ’
conjunto de numeros naturals, 'E por meio déstes mineros quc sé respon-

~

x ;
dec a pergunta: "Quantoz gao?®
o s . ’ . .
0 conjunto de numeros naturais ¢ apresentado pelo seguinte gimbo-

lismo: N = (1) 23 39 4, 280000600y Ilg o-oonowcoo)

~ ~
Necessidade operacional de anpliacao dessc Campo

A / . 3 1o . 3 - s

A analisc das ampliagoes foitas no conjunto de numoros naturais nostra
~ o ~ -~ ’

que elas sao determinadas pelas OpCracocs COm GSs8eS nNuneros, LBssas opc—

ragocs sao sctoes

3 dirctas 4 _invorsas
adicao - subtragao
multiplicagéo p-divisde

~ ——¥radiciacao

potenciag¢acseTmrT

e ___g.logaritmagao

A potonciagao tem duas Oporagaos inversas conforme se obscrva &
seguir,

Sejam os nuircros 2, 5 e 32, Vorifica-sc scrocn tros opcragaos dige
tintas cntre dois quaisquer deles para sc ter o teoreciro, Assin, dados
2 ¢ 5, deveese realizar una potonciagﬁo entre Cles para gerar o 32,

De outra forma, conhccidos 32 c 5, a operagio cntrc oles para sc o
bbter 2, a radtetagao, Finalnente, a operagao cntre 32 ¢ .2, para sc coé
seguir o expocrtr 5, ¢ a logaritmagéo,

5

L3 b . ¥ . -4
Simbolicemente: 2" = 32; no primeiro caso.
T e 2

3/32 = 25 no scgundo caso,

’ 3
log2 32 = 5; no ultino caso,

A P ~ ~ 3 s

4 amnalise de operagao por operacao -demonstra que, enquanto as dirc

o g Lo ~ . .
tas sao pacificas, as inversas céfmais cxigentes,
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A _BDICT0 nfo ofercce problcmas pois, dados dois nurcros naturois,
sombro s¢ conscguc determinar un terceiro, chamado gsoma,
Na SUBTR..CZ0, ha una problonatica, Excnplificandos
Ol RN P S possivel no canpo dos nurieros naturais, porgue
oxiste o numero 3, com a propricdade de, somado a 12, reproduz 154
2y N8 15 = ? Inpossivel no canpo dos numeros noturais, Surgo,
cntao, o prineiro numecro artifiecial, 9 zoro, que ven solucionar cs ig
possibilidade no campo dos naturais, o oscreve-se: 15 - 15 =
Lombre-sc que as propricdades definitdrias de zero sios
a+0=a2a ax0=0 ao =1
& criagﬁo do zero emplia o campo dos mumcros naturais o surgec o
scgundo campo, ou gonjunio dos inteiros_absolutos: naturais ¢ zero,
{05 hy S el il

5 R ~ 2 € £
Subtragao ¢ uma operagao perturbadoras 7 - 12 = ? Inpossivel nos

. 0’ .o ’ = . .
dois campos ja existentes, Faz-sc nceessario crior un terceiro campo
; o : . .
de numeros: conjuntn dos nuucrlg‘_glgjavos, conprecndendo positivos ¢
negativos,

S - -+ 4 ’
I = ( O o l, gt 23 e 3, onowvan0n n; cooooo\:soaa)

Nesses tros canpos a subtragao sc rcalize plenancnte,

ﬁ}k@L_;pliqgggo, como:aﬁilgao, nao ofcrcce dificuldades, Pode-sc
multiplicar quaisquer parcs de riincros naturats, parcs dc numeros intei
ros cbsolutos ¢ pares d> méer g intoiros relativos,

/} Divisao go"pos lVOl no conjunto de muncros inteiros absolutos,
quando o dividondo for miltiplo do divisor, Porcw, a sua goneralizagao
é rorponuavol pela crluguo do quarto campo do muncros, ou conjunto de

nymoros frac;pnarioq: absolr*os ¢ relativos,

A GRS easiies )
o —§F' d 7%% “ud 4.6

ESTUDO D4S "REL.(GOES ENTRZ" os conjuntos do nUﬂcro!/frac1onu-
forma de

ﬁ*v

rios: Tanto os numcros intciros como o fracionarios adnitc
razio § Surgc, entzo, un quinto conjunto, g_qonjuntolﬁqaﬁgﬁmoros racio-
nais, abrangendo o conjunto dos intciros ¢ o dos fracionérios,“isto é,

nunéros quc poden ser postos sob a forma de razdo cntrc dois nuncros ig
teiros quaisquer, dados en certa orden ¢ scndo o scgundo difcronte de z

> . ’ . 7o
ZCro, xompllflcand0° 5 € racional, porquc podec scr posto sob a foria

de razios —i“ "’“2— = '~l'§— wacte

’ .
355 tmabdn & racionals

— — —03 ij *y »
Il -5 e e

. Z, -
fnota~sc por"Q" o conjunto dos rwicros racionaig, o qual ¢ un cone

2

Junto de dois conjuntos, F ¢ I, arbos conjuntos com infinitos clenontos



_Justiﬁeanso o smba :ismo "Q‘ , : Razao" ¢
o de qubciezrbe. \’ , o - e o :
 Voltando a- operagoosé e e ; i '
ggegc;r._ggg_g_ com oxpoentc into::. ro c po%aitivo é sempro poss:fvel.
f.‘b:emplct 3 21 é poss:fvels A T2 i
gmg,gggg - oxigo a criagao dc un ncwa eampo numor100° o dos irracio—-

',,nais Exemplo' i B VW

\

0 ostudo destes problemas cxige a c*iagao a6 wwmi
hog. ;z;g___,ihr;gj. " Anota'-sc por NQ (naw acmtom & forna do nazao) csto
.campo_, ‘ 2 S e - ST

; G V 4 5 © outro ‘sdkmlar@e, juatiflcal‘l o) aparecmonto do

po dos nunero" cg;hgl__;ggé » porguc rra,o ha, no conjunto dos canpos au-—
gemores, nirero que multlplicudo pcr si nesmo do lyy e T 2 =
g 0 canpo de nunoros compl@xos, confomo toso denons trada pclo Has
s ‘_ : *tematico aleman KUIMR, ¢ gmgm ghcmuo nmm Logo, a logarit- <
205 naga,o oera plenamentc roalz.zavcl donf To do [OSTI0,
O con;;unto dos raciqnais g0 dOo nao ruc:wnais forma o conj‘uh‘&é

‘dos r_ggma, quc, 880 casw particulams dos mﬂ;,_mg,_ggggl_:sgﬁ’
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Conhecenos, pois, os difcrontes conjuntos numéricos que anotaleros
por, N, I, F, @, NQ, R ¢ C, ps quais sdo dononinados, rospcetivancnte,

por: conjunto dos mimeros Naturais, ( N )

i i t Intoiros, ( I ) ( I ‘z; )
% i i Fracionirios, (

i et Racionatisd ( Q)

0 1 1 Irracionais, ( NQ )

n it i Reais, ('R )

i i " Conplexos ( C )

Sc apelarnos para a relagao de nertinoncia, entao podercnos cserc:-

vor;: 5€N , -3 €1, —,%-G_F, l@:m c3+5€&0¢,

4 . . s . . o .
2)= 4 Tcoria dos polinogios aprosenta-nos inumcros cxerplos de conjune
- . 4 e . i . v . . 3
tos, O prineiro ¢ o conjunto dc todos os polinonios racloncis e intei
- s ’ -
ros da forma ax +b ou ax + a, onde x ¢ una variavel ¢ os demais cle-

nentos g;b ou a

o’ s sao cocficiontos, Jogundo é o conjunto dc to
g : 2 2
dos os polinormios da forna ax” + bx + ¢ ou a X * g% % a, N0 quais
x & uma varidvel o asbye ou a of ¥ 530 coofioicnto 0 terceiro

¢ o conjunto do todos os polinonlou da fornu a + B+ ox td o

2 v ~ o
a x3 + a;x + ayXx + 93 con as nesmas significagoos para os sinboles

PR, PRS- . = s sumaciniiae oad

s i e e gm G e i B e D et <

0 enésino 6 o congunto do polinonios da forna
n n-~1 ) ) s e
ax 4 X = e 8.a% + %;' 5 assin por dianto, A
Considorcnos, finalmentc, o conjunto dcstos conjuntns dc polino-
rmios, Julgenos intercssant@ salicntar que Goto Ultino conjunto ton pa-

ra clomentos n conjuntos,

A GEOMETRI. ELEMENTIR tambir. nos ofcrecee cxenplog de conjuntosz, A4

. o ’ ’ . .
reta, conccbida como conjunto de pontos, ¢ un princiro ocxecrplo,

figura 2

o

D e

&Eﬂ»

= , i a ol
O plano, como conjunto de pontos, ¢ un scgundo cxcuplo., B fdcil voril

3 g 5 2 > i
carmos que cste ultino pode tambon ser cncarado coro una@@lgcao, cujos

s ~ v 3 ’ &
clenentos sao, igualmente, conjuntos, isto &, comjuuto de rotas.

4) - L [LGEBRE D.S (L.LSSES.DE CONGRUENCLQ- proporeiona mais cxomplos

Por definicfo, Classcs de Congrucneia nddula "' (n Nutural) 830 conjun-



B &
tos cujos cloncntos sdo numecros inteiros, que, divididos por ™" deixon

4 ’, 3
0 ICSNo rosto.;; nodulo n oxisten "n" classcs que onotarcros por: CO CI

Com mddulo 2, tenoss iy (0,2,4,6,...2a,...) gLy
C = (1,3,5,7,.,..2a+l,p»°) Cont nodulo 3, torioss
C,= (053,659 54035 ¢sss)
c = (1,470, v0e3 405 sees)
02 ,(2,5,8,11,....3a+2, v

02 .....IQO.Gn—.l

classes:

B intcressante nostrarnos as operagoes ontrc duas classcs do rcg-

’ ~ & g ~ - ~
1o nodulo, chanadas de 2dicao ¢ rmltiplicacdo, as quais sdo geradoras

das classcs gona ¢ produto que a scguir definircros, ..o conjunto destag

3 i . Z
operagocs ¢ de suas propricdades, danos o nonmc do uslgebra das classes
~ de Congrucncia,
Scjan O ¢ Gb duas closses do congrudneia a nddulo n, ¢wd un clce.

nconto de C c B un élowonto de C

&

a ’ b >
L classc que contlbcréa ¢ a clagsc sona ¢ a quo contivorﬂz,xjg o
a classo produto, (Definigfo importantc)
En /S:Lz'_lbolos:((+b: & b= G . Cy
Ch:ct;ézf Qp Ca X Cb

AT ¢ R
Corio ja sao conheeidas as clagses de congrucncios varios fornar tae

I

buadas de sonar e de multiplicar, O dlubOolthO utilizado S o scguintces
MODULY_ 2

¥ 0 o e . 4o ¢,
Go Co ‘QI C Y G
= A el o)

qr Cl [C C o
i e - 25 foi% ° o) QI

Tabuada de sonar Tabuada de multiplicar

0 00,5,19, o' B
Cy (1,610, woe - so2n+l)
‘ 02 el
0y (3,8,13,
G, (459514,
MODULO 2 - Tabuada de sonar

sssaan2n¥2)
v sqiie 03)
sosseslnts)
Tabuada dec HultlpllCLr

s iqu -:—QI«Q.C?,éL%i“qka, e fe 16 |6 o, w
e B lelBl% STkl T
G f% % 1[5 e T, N A 4 [ %

C, 5102 f Cy c, |C c; C, ?CE 6,15 15

% % i 6, ‘fc, ;(cl 6, - mide do lale g,

% <§,CA 10y I ilo, |o }F&O 6, 19 1o, ‘ﬂia
i i
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Ja conhcecnos a formagao das tabfzaﬂs do adicionar ¢ rultiplicar
classos deo congruonc1a, de modulo 2 ¢ de nddulo Y

.ntos de formar outras tobuadas vanos concoituor ¢lenento noutro
ol un conjunto dado ¢ relativanmente a una operagao conhocida,

Scjan C = (al,az,aB, 0020505 eoe) U conjunto, e "OY una opcragac
biniria entre os sous elecnentos, Se cxdstir on C um clomento a, tal que
g o -Qai = apg ontzo an é chagado dc cleriento ncutro., Sc 6 for o adi g&o

n P ,
on qualquer sontido, cntao o clonmonto noutrd rceche a denonigao de zero

ou clonento nulo, Por outro lodo, sc for uma.multiplicagﬁo, ent o 2, é
chanado de clenento _unidade,

Na Teoria de Minicroz os clenentos neutros para adigdo o uult1plica~
950 classicas ; 5205 roupoctlvunontc, O ZCro ¢ o0 un,

Nas tabiedas que ja realizaros com as classcs de congruancia, ondd 1
dulo 2, o z0ro ¢ a classe C ¢ o clenento wnidade & QL'

Obscrvaros que C + C Ca o C6x Ca il s 1sto'é, as propricdades
difinitdrias do zoro noo campos nunéricos cstio s conservando,

7 . ’ o
Formeios; agora, as classes de congrucncia nddalo 3 ¢ as rospecti-

~ ot

A3 classes 8a0: C = (0,3,6,9, vaocsy My vorss)
= (13437310; encoyg 1'13"1; oooou)

02: (22538’]—1,9 o009 113+2y ooaoa)

C ag tabuadas corrcspondontes:

N

+ e {
r o 4%.1% 45 | ol MR WS U
oree g i} -\.--‘..‘;:—.‘- -‘—!A.-‘ 1 n,.T“-_r' e s L PR ‘m..ﬂ;.'ur."‘ s .
Sl o te, ] Al
Ginlo ,.ff.- 2o Gie slas fo f
g4 e oo
Sl o, 16 | L O
0 zoro ¢ o clchento unidade 830, roupcnu1vumonto, C c C1
Conr nédulo 6 ~ as classcs o coroviidneia sfos .
C T (05_6.,9129 18’ @Roes0d0 ) 1:16,9 naot)o)
Cl (1’7’133 149 33900604 1716‘{"13 5 )
C (2385145203 8600%00n 2 11'16"5"23 cn:xo)
CB""‘ (3;9915,213 8300004, ?—‘16"'3:. o,-oc;)
04: (4?10,16‘923'3 eeo0snn03 D6J"‘l:i :nnn?
)

5 (5,11’17,9233 o0sadcT a3 Dé‘f;’i; Aann

lis tabuad,s 820 apresantadas cono sc soguc:
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Obscrvendo a ultinmo tobuade do multiplicar solicnbonos un fato dee
g o o
veras notavel, isto cg 03 p.< 02 = Co

Q. produto ¢ pulo, cubora os doig fatdros sq jan difercntos do zorg

;ﬂercdit&mop que abravés de cxenplos de difercatoes disciplines nate
naticas o leitor ja cstoja familisrizado con o concoito prinitivo ¢ fun
daaental ‘da Teoria,

Na [lgcbre des Classcs de Congruanciag aprendenos o pﬁcrar'aditiva

57 s . o =3 . .
¢ multiplicativencnte com ag elasses que sio notoriancnto conjuntos,

Progscguirenos na apresontggﬁo da Teoria de Conjuntogs
CONJUNTO _.VAZIO — ¢ um conjunto caoractorizado por un critério de perti-
nancia;'tal que nenhun elenento o satisfagd, 1 onotado por ﬁﬂ Excniplos
1) 0 conjunto das capitais brogileirag, cuja letra inicicl do sou nonc
S ol Ixenplo: 2) O conjunto C do clenentos x que pertengan o I o gue sa
tisfagan o cquaglio 2x - 1 = 0, Con ofcito, o cquagho 2x - Ivcdbitéiz¥?CL-
sononte uma solugdo fraciondria (2x =1 5 x = m%y ) ¢ cono xE I, emtloo,
C ¢ vazio, Usarios na Teoria dos Conjuntos o scguinte simbolisno para ég
te exemplos C = (x3 X@E Iz ar~l= 0) para leitura doste ginbolisno
utilizonos o scguinto.linguegen: Conjunto €. do clonentos X, pertoncen
tes ao conjunto I ¢ sutisfazendo o cquagdo 2%~ 1 = 0, O papel do con-
junto vazio na Teoria dos Conjuntos & senclhonte 2o do nﬁmoro Qcro na

3 V4
Tooria de Nimcros,

2 & 4 £ s . .
SUBCONJUNTOS ~ Dizenos que un conjunto x ¢ unma parbte do conjunto

. : /s . .
¥ ou ainda: que x csta contido ey ; ou ainda: que

S

subconjunto dc

I

Y, 5 sc todos os clementos de g portensercn tanbdnm a y  (figura 3)
leitura ¢ realizada como scguos "X csta eomiido an YV, A relagdo /B B
(4 ndo contido cu'B) indica quo non todos clemontos de 4 cstdo on B,
Considerarcitos dnediatas as duas propricdades da inclusfo que a-
presentanos a scgudrs 1 - gse XY o wr, cntao XC 2 9 (figura 4)
2 = g0 XY o YCX; entfio X = ¥, 4sto G, o8 cone

- 3 o i - 3 :
Juntos X c Y tom on corum todos os scus clomantos, Dois conjuntos,ncg

.
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tas condigoos, sdo ditos iguais,
Os conjuntos nunéricos N, I, F, Qy NQy, R ¢ C porniten csercver as
soguintos relagoes: 12 = NCI QR RZC
22 = 3 NCI o Ik .Q ontao, NCQ

38 - N/ ICQE RL O
Obsorv anos que o (va J’lo) cgta contido on qualquer conjunto ¢ csere
VCLIoS & rolg.mgao de inclusfo e G, ' St A
e o
¥ % 3

Tio.3

\ ! £ \ . Pt
\ . . :
B \":///
AR s e
N I7 QCRC Conplexos

1 - TEORI. DI CONJUNTOS:
b) - L18EBR& BE CONJUNTOS

/,ls operagoes ontre conjuntos, chamados de intorscecco, roeuniao ¢ con
. R e -

200 C as respectivas propric adeg, constitucn a ﬁlffcbr dos Cone

juntos, Hstas OpCragocs possucn an alogiacg formdis con o C'L’Loulq das Pro-
. -~ el 3 . . L
. posicoes, un dog tres principais capftulos da Logica Matematica c cstuda
oL - - 7z r .
das pelo natenatico ingles.do séeulo XIX, Jorge Boole, /9.03 interessados

- . e « 1 . g
sugerlnos a leitura do cap, II de "Introduccion aalo Epistonologia Y Fun

« ? - s ik 2 : - O = -
danentacion de 1o Mobenatica", por Fausto Toranjos - iditora Espash-Cal-
P - ;.rgontina, Byli,

. e 4 . . gl e
sercditamos existir na algebra dog Con,]untoé, inperfeicoes de voca-

PSS S ~
bulario, ..s palavras: inborscecio o rounifio - denominan eonjuntos ¢ nao

operagocs, Leimbranos que na Tooria dos PO].lllO”ﬂO.;, os vaedbuloss adicoo

¢ multiplicacco, denominan opere ~Soc; que geran respectivancnte, os poli

% :
nomops soga. ¢ produto,

Ditersoccio de Conjuntos

: . b
"Scjan A ¢ B dois subconjuntos de un conjunto S, isto ¢, L&l S ¢

B& S, Chomemos de clenento comn aos conjuntos « ¢ B a un clonento x

que pertenga a anbos, B ¢
a Geometria Ileomentar, tonos un,exemplosducs ro~ o ¥ o =

tas éoqcorrontm ¢ pecnsadas coro conjunto de noqtoJ, S 5 A\-._

tom o ponto P como clomento corum, Figura 5, « ; : o

Defininos intersecgio dos ccnjuntos A ¢ B, antes
citados, peclo conjunto de¢ scus dlenentos cormns o crpregenos o sirbolig
no A f'} B para indica-la,

Une visualizagac 90011(.'[31‘1&_,&,@_0_0.01’.100 apresentar atravds do d;{ag'rana
de Venns fig 6 e
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Intcrsécgio dc conjuntos ten certa analogis coil o conceito de Pro=—
duto o usam a notaggao AB , A()B =

Quercrios dar enfaze a notagao usada por E, H, Spr.mior, profesgor
da tmivorsidade de Ghicago, cn scu livro "Tcoria dos Conjuntos ¢ Dspago,-
Mctricos", j4 citado n- bibliOﬂro;Eiag :

nB (x€s | x€Lc x€B) Eata, & a notagfio,, Para leoitura do ncg-
na cnproganos o seguinte voeabuldrio: A4 intorscegao B é o conjunto dc
clenentes x pertencentes a S.c e proprlcdudu, de tanbdn pertenceren
20s conjuntos 4L ¢ B, , :

Se nfo houver cloncntos on A NB, cntao direcmos que 4 () B ¢ vazio
¢ aos conjuntos 4L c B danos o nome de digjuntos, Excniplos: So g<c 5 fom
ren dois planos paralelos, centao €4 (]5 = @), Tanbén ¢ vazio @ NQ

Senclhantenente, ¢ vazic a intergecgao dos conjuutos dos inteiros

_parcs Ip con o dog inteiros imparcs I ou sinmbolicanente I f\ 2 o :_@ 3

Obscrvenos que a 1nburmcao dc dois con,]untod pode /_,,/"7"“‘"“*'

ser wa doles, B o caso do ﬂ/} Le 1y 9ig7, / { AT /)
.G Hniees, 7

Quercrios salicntar que quasc T ' .

scrpres a ntorsocgao de duas su-
porficics & una curva, Por forq

da figura 8, ( (\U

. . Lot . 2 3
Realizarecmos a scguir, -un cxerelcio, 1sto ¢, procurarcnos a ntox'—-

%

~

¢gao do 4 con B; scndo estes conjuntos assin carccterizados:

(@R | o€ a~_2)0B=(bER | 1 b#43) Ora, so o3 olo-
nentos de A cstao no subconjmito de oxtroros 0 o 2; ¢ os dc B no subcon
junto aborto de extremos 1 ¢ 3, ontio os clonentos do LfIB ostao na
classc de extremos 1 o 2, feita a oxclusio dostos, Logo, :

L \B = (x £€R | 1l xeln2),
Estondcrovlo.ﬂ o conceito de “uterscegdo para un i quel-
quer, pordn finito do conjuntos, Sc 11; A ¢ 4, foren trc,u subcon

3

juntos d¢ unm conjunto S, cntio nds dn.zwoJ quc 1,1 Yoo A3 S

¢ o conjunto dc todos 8¢ clernientos comuns ace treg, O dia

T L3 . » ] . .
grana de Venn visualiza cste concoito na figura 9,

o
Se tivernos n subconjuntos de Sy cntio nds

2
cserevgronos Ly 0} by i 08 ﬁ b SA. 0 sin-
bolo f’) oy ¢ 1ido c{a seguinte nu.nﬁlrﬂ Intersc~

’
¢cao dos con juntos . quando i waria de 1 ate n,
G CHp

PROPRIEDLDES D4 IN '“JRbbC(g“
E notoriancnte gormtetiva, iato &, AOB-B nw. pois J.QB o BL




T ST TR = T T T

wila

indican, rospectivanente; o conjunto dos clenentos coruns 4 ¢ B e o
B o L ¢ cono tTal afirmanos ﬂnB =B f?il

Dizeonos, tambén, que o interscegio goza da propricdade associativa-
isto ¢, (A/') B) C-= NG (B)e) onde A, B o C sio trés subconjuntos
de um conjunto dado, Por mcio da definigfo de intersccgao verificamos a
veracdldade desta relagao, Doiﬁ\o;noa para o leitor a iniciativa do verifi
car e agssociatividade da in'torsocg;:io para os conjuntos nunéricos Qs R C,

FEUNIZO_DE _CONJUNTOS

P 2 A ~
No livro ".lgcbra Moderna®, volume 36, da colegao "Seber .tualf,
’ . = e ;> g 5 N . 0
pags 50, cncontramos o scguinte definigao: "Rouniao dc dois corjuntos

” ’ o e . & (8
L. 6B ; onde & ¢ B egtao @ontidos en-un conjunto S, ¢ o _conjunto cong—

pclos clanont

? Pl
ia e st e A A

S ,“3'-_0.. AL

. ’ ~
tituido 8. £ .nao copun

corumg

o

~

afirnanos o existoncia do certa anclogic deste conceito com o de
sona dc nineros o por fSrg;o. ddstc fato cncontramos autores que dononi-
nan a reunido de cenjuntos por sona, Tambén ¢ usual a donomina.g:o unizo
6 (jB e, o vczos,A +'B,
Para cxcmplificar vamos considerar os subconjuntos I ¢ F de R, &

(@)
6]
o5
3
C
=
=
n
,6.
3
jab}
(@h
R
(@]
=
Q
)
fos}

S

B e o 1
figura 10, : . Lamt B \\

% . / s
Tambert quercmos registrar as Vs oh

inediato que IYF=I+F=q," 0 dicgrana, ou csquenz do Venn ¢ o da

a >

seguintes formos para definir reu-—

nico, as quais, cm nosso enteader,

% * o 3 . .
cquivalen a definigao inicial;
4y %

5

{

P . . ; ’ L 'N
- Leopoldo® Nachbin, ilustre matcondtico brasileciro, diz: "Recuniao

’

de dois conjuntos 4L ¢ B, rcprosentado por 4L4i/B, ¢ a colog;:io dos 0101:101_3 :
tos que pertencen a pelo menos vn dos conjuntos 4 o Bi,
-~ 0 prof. Elon Lages de Tima, on sou i:ﬁvro "Topologia dos Egpagos!
Mo’tricos", afirmas "Rounido de .. ¢ B, partcs do un nosto conjunto M, ¢
o conjuntoyanotado por L UB) formado pcloé clenentos de -4 nais os de  BY
- Na pag, 7 do livro "Teoria dogs Conguntode LEspacos Métricos", de
E, H, Spanicr,oncontranos a definigao simbolfca da rcunifo do conjuntos
assin comno segﬁo: Sc 4 c B forem partes de S; cntac definimos a rounizo
do ‘4 0B por & -VB =LY 63 { % éi; ou XGB) Yectc simbolismo difo-
rc apenas polzi conjingao altcrnativa ou daguacle jzﬁ conhceido, isto 6,
A {‘)B = (x@ S I Xé’x‘l R QB) Vejanos nais un cxomnplos
Scja L o conjunto de todas as lotras do alfaobetos ¢ V ¢ C os subconjun=—
tos das vogais c¢ das congoantes, Is to posto, cscrovemos:
vlc = é c vifa= .

e ~ .
adigao d¢ classcs de congrucncia diferc de reuni-

Q3

Obscrvarios que

~ . o X A.,, ¢ o
ao das mesmas clagsses: Con coficito, a modulo 2, ¢ por forga da tabuada

2% .

4 . : - - % #
(i - g .
’( : i




e g
dc somar classcs; tomoa: Co + Cl = Cl c C UC = I © a nodulo 5 on
contranos 03 + (32 =-C o pordn C3 02 difero de toda.; 5 classgog,

Para meior csclarccimento afirmanos que S0 ko B foron subconjun -

tos d¢ uma colecao S, ontao ﬂ[}B cont ora 08 clenentos de 4 ¢ os de B,

cxcogao feito pars os comung, = cago Cxig t g = QUC pertencordo ao con-
junto-unifo somente uma voz,
ficreditanos que o cxcnplo abaiso cvideneiard o nosso pensanientos
So G = (aybyc,d) o C, = (a;cy0,f) ontdo c, B C, = (ase) ¢ ¢ L C, =
: (a,byc,d,c,f)

Vanos realizar a cxt"n_vao de dois cor juntos para o caso de un nu-

ettt -
e - ——

mero finito ¢ qualquer de conJuntoso
S &, A ¢ AB forom tr &s subeq njun
~
~ 7
tos, ontao/ﬁl A, 'BB $

dos cloiicntos comuns ¢ ndo cormns aos
‘. trcs subconjuntos dados, Fig, 11,

Q=0 ,on;,unto i

"~ 7 ;

Sc "n" for um numero natural ¢ finito, entao Alu A2 \)L U...\}u
drolfinida da mesma nancira o Cccreveros, al nda Allj AZU“B L}.,. .(jﬁn =
Mo L., Para lor a notacho abroviada 17 B
is] . 3 i-171
gen: Unido ou reunifo dos conjuntos = quando 1 varia dosdc 1 atdé B oo

O~

usanos da geguinte lingua

PROPRIED/DES . Dy RTUNIZO
4 rouniao de conjuntos & not,oriancnte cﬁuj;__f_c;r.g, ou scja LB = .
=" BLh; Seficlhantomente, ¢ tambén assclativa, isto.é, ¢ LyB ¢ C fo-
roin subconjuntos de S, ontfo (AU B) € = LU (BU/C), Sugcrimos = ao
leitor que verifique a as\so-ciatj vidade da rounido com os conjuntos Iy B
o NQs

RELACOES ENTRE REUNILO E _JW) RSECCLO

’ Na Tooria dec Mincros dizcnos que a mulsi pllcagao ¢ distributiva cn

face da adigdo, isto c.-, sc. g,b ¢ ¢ forem tros numeros quaisquer, cntao
: ax(h+e)=axb+axe .
Dc nodo sinilar, dizemos que a rcunido de conjuntos ¢ distributi-
va cn relagio a inborscegho ¢ ainda nais, a interscegdo do conjuntos 6
distributiva om :*clegfo a rounifo, Sinbolicamonto i) (BA)C) = LB\ (LyC:
A} (BUC) = (LNB)U(LNC) ondo A,B o C sao ‘subconjun
tos quaisquer de M, Vamos ¢sclarccer que do fato LW(B[MNC)= (hUB)f;(Iu!C.*
Sabenos que se X €Y o YEX ou XY, ontdo X = ¥, .ssin; sc o conjunto ,
JlrlbOglCdﬂCDtu expri2sso pelo princiro membro cstiver contido no corrcs-
pondente do sogu:ﬁd@ nobro ¢ se o do scgrndo cgtiver contido no do pri-
neiro, ontdo, cstiwrd evidente o propricdade om quostio

Vojanmos a primcira otapa, isto ¢, U%ﬁc C(AWB) (A (L140), Scju e




wl: b
un clenento qualquer pertenconte o Li/(BNC), entio ke.[:. ou x ¢BfiC, Sc
x£ u,omro,pmrmgorrumm:xéﬁUB<,x€Abﬁ<3com'ml oS SRR
xC(LUB)1(aU0C) ;s So xEB()C, ontdo xfB ¢ xEC ¢ como tal X£LuB ¢
X&LUC o tambdén x£(LUB)() (ALJC)
Ora, sc xEAU(BAC) ¢ x f(4/B) N (4J0), ontlo
s(Ble) C (AuB) n@Uc)
/}wor~ oxaninanos a sogunda ctapa, isto &,
(af/B) fl(uQ}C)<:‘“\;(§(}C Suponhanos un clencnto qualquer
x & (4yB) (](;AL}C)O EntZo, xe./.UB c xELEC © cono taj" €B c x€C
0 quc ocrmite afirmar ;_génu (B(] ¢ agsin, cstd csclarccida a 28 par—
te, Logoy por farna da princira premissa a propricdade “ostd ovidente,
Deixanos parc o leitor d61onutrar ¢ distributividade da intorsecgay
cnn faee da reuniao, A
afirnomos ser fundancntal o conhocinento do stas propricdedos intra,
-opcracionais, como tanbén a comutotividade o a essociatividade de una

” . 4 .
operagao binaria,

COMPLb{ENTAuAO DE CONJUNTOS

Se A f or un subconjunto do S; cntgo a 'oporagf,_(‘»*\goraéora do complg
. i ~ 2 ~
gdentar de A, om rclageo a S ¢ chanada do complenentagao,
Definimos compicrentar de A, parbte do S, como o subconjunto de S

cujos clementos ndo portonsom an crajunto A, O complcwontw do A, ¢ anos

tado por GA ¢ o simbolismo usual ¢ o scguintos ',? ’\
= (x 65 | x @A) 0 csquona da figura 'S ;" j P 5 !
12, cons tltuo o diagrana dc Venn, rclstivaneni (f.'!»,‘ ! ,;; ; "g,;
te ao complenontar, i‘i Pi\i L 1, "" ,,»V/
Roalizarcnos un cxercicio, Soja D = (1,2,3, 4,5,6 7 8,9) o conjun-

to dos mincros naturais dfgitos, 4 Anflisc combinatdria csclarcec que
este conjunto tom 29
tos: P =(2,4,6,8) I= (1,3,5,7,9) o Pr= (1,2,3,5,7). Isto pdsto, va~

nos deterninar o complenontar de cade unm dos 4 conjuntos c bpo“, havere

= 512 subeconjuntog, dos quais dostacamos og scguin

‘nios do interscegionar ¢ rounl-lou R

g = ? G =l corep A8 =69 DAr:

p /
; O » &
D= I/ D(}P. =P, PQARI=% P{VP = (2) ‘
AT T Mabedgle ks (hUp e BRTED DUPR =D
phlz=9 PUP, = (1,2,3,4,5,6,7,8)  I\UJP, = (1,2,3,5,7,9)

. . ’ o F
Sugerinos que o leitor calcule o nuncro de subeonjuntos de i
A= (2,3,5,7) formo todas as subcolcgons, determine ¢ complomontar de

a5
>

“ - qe Ay
cada ung, ost: doleca todas as uniocca e intersc cgocs binarias,



0 o2
PROPRIEDADES D4 COMPLEMENTAGZQ

Scjan A,B ¢ () tres subconjuntos de S, Isto posto, aprosontanos as

propricdades friviais ou imediatas da complementagho: 1) - Gy = f
2) .,cy’=s 3 -0c)=a _H-anca=g 5 -aUs, =
Propricdadcs Triviais: 4,B. @ subconjuntos dc 8 :

=4 AUCA=S cfYca=

(C
1)'_cé=s 2) & s:.g"jlk)‘ﬁ*ﬂc‘“*“@ 5) = AlJs4 =8
' -0(c,) = &

A scguir, verificanos o nfo distribuidade da cor.lplorg.ontag.ﬁo diantc
da interscegao ¢ do reunifo, isto &, C(A{1B) # .10y © C(AUB);‘CAUCB

Vamos evideneiar a 12 afirnaciof ’
Sabenos que C(A[)B) = <XESIX¢’A()B) c C QC = (€| éh)ﬂ r€Sl é B;
Ora, os clenentos de C(Af)B) nao poden perteacer a A()B, nas podcn ocr-
teneer a A ouB ¢ os de C OC nao podan cstar om A'nem no conjunto B,
Portanto, é lfordedeiro que a complwmcnta.g;.o nio ¢ distributiva cn face
da interscegao, Deixaros para 6 leitor oxaninar a outra desigualdade,
Na pag, 13 da apostila "Congideracoes sobre a Tcoria dos Conjuntos;
do prof, §. J, Scrra Costa, cstao domenstradas os chamadas "Leis do Mor
gan" que aproscntarcrios sinbolic-mentos C(hﬂB nes UO ¢
C(4UB) = ¢ (}CB. Isto o, relacoos entre a3 3 oporagocs os studadas, acon
sclhanos 2o leitor decnonstri~las pela U.LlllZug;uO dos simbolisnoz dec E,

H, Spanicr,

DIFERENCA E PRODUTO C.RTESTANO
A Dcfiniror*og ainda a difercnca ¢ produto cartosiano de dois conjun—
‘ tosg Sc A ¢ , B foren duas partes do conjunto S; cntio o prof, E, H, Spoa

nicr, da Universidade do Chicago, dofine diforcncs cntrc os conijuntos

A ¢ B, dados ncsta orden ¢ anotads por A — B pela intorsocc:o de A con
complenentor de B, Bste profossor usa o sinbalismo 4 - B —A()@n....

= (x€5 | x€A o xéB) O csquona d.. fig, 13,
Bonstituc o diagran: de Vonn relativo a da_fo- i e
renga A - B

Vercmos que & ~ B # B - A. Con cfcito, e L :
Boaaili= B[’)'C (xé B _ﬁ‘xé I\(Tgr'lpardldo oste ,,1mgoi1_::::c; EIOTIWO definid
terio do 4 - B, comcluinog quc, do fato, nao cxiste a co“utlvn.dadc’_’g_‘_g
»dlagrumu de Vonn, para B - 4 ¢ o quc scguc, fig., 14 =

Para cxereitagao, ‘ramos considerer o conjunto
A= {2,3,5:7) o cial teu ok =16 subconjuhtos, 5

gabors




—1n
E«BZ#B <L (- B3 diPforents da B . 4)

Lo B e g ('\CB = (% ff}# x€h ¢ xE’éB)
B-A:B(?CA--(xgslxeBon‘;A) :
L= A = (7)) by = 3,5) kyo = (2,3,7)
bh=(2) b=(22) =GN 1 hy=(257)
1 5 : = (3,5,7)
Ay = (3] A = 25) | Mg a5 ) by = (395,
by = (5) by = (2,7) | bq = (2,3,5) w5 = A

Isto posto, vamos detorminar todag as difercngos
llh ” -Ai éom i = (051’2’ ©20000 ) 15)‘

=4 nc:lozﬁn’q': A 4= by = AQC‘;‘S “ Aﬂjv = A7

. -
1

e
1

"4. N G :,1! 3 :/1 i"’ —“'A-:\.’ —i’;(‘l;‘x =.A'1

R e M)c[ = ity g = g b= a= A(\CA:L = hflag = i

>

- Rk = = / SO VB A ] = L r‘l). =R
4 pt 3 b !'\CAB A1 42 1‘12 é All i ﬂ (‘!111 & 1 4 AA
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Conzidereros ainda doig conJLntoa quo podon ou nio cstar contidos . »

o una colegiac S .
Defininos produto cartosiano de 4k por B ¢ anotade por 4 x B pclo

conjunto cuiog clepentos 580, paras crdonados da forna (aub) con &€B e

b €B , Esta dofmlguo poasiblhta una nag nifica apresentacio das dofi-
nigées de nime 3 conplcxos,

Sc R for © conjunto doz mircro: reais, cntao; © produto cartcsiano
RxR=R®= 'L(&;b')a(a’,ob“),(a”,b”) & j Jec crjunto dos mimcros

? R Y \ i 9 s
conplexos bindrios ‘onde (g,b), (a’b?), (a°?:b°?) ... 830 parcs ordcnados

. £ ~ S el e
de nunerog T84y stes pares gaoy por definigac, numorog complcexos bi-
£ 2 . . L
narios ou com 2 clecnentos, Deterninamos, o soguir, o produto cartcsio-
2 . <€ ] 4 ¢ 3
no de R® x R, isto g, e (asbee), (a?,b%,e?),(a22,0%%,c%%) ... cujos

clomentos sao teornos ordensdos e reais, onde o 19 clemento & un par or

denado de R2 Ch0 2% Un reck ‘de R: 0g conponentes de R3 ternos ordenados

de reias, sdo tambén chanados do nincros conploxos ternirios,



&
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0 produto R? x R ocu R4 ¢ o conjunto de todos os guaternos ordcnge

= ,
dos de reaig ou nimer os complexox con 4 4ldnédntos,

R3 x R = R4 Blbﬁc d) (H ;b 30’,&) (u ,bﬁﬂ ct? d”) ’o 1R o

lenento & terno ordcnado de reais ¢ o 20 un recal de R,

Enfin, RS o produta Rr"l x R constitufdo por colegoes ordenadas
de "n" mincros chamados do.numeros couplexoz com "n" cloncentos,

O conceito du produto cartesianc de dois conjuntos pode ser ampli
ado coro vamos'aprosontar°

Sejenn "n" conjuntos A,; isto c, Ajﬁ Az Si by %hp 08 quais podgm
ou nao ter clenontos cormuns, scren coineidontes, ou até constitufdos
de uleuontos de difercntos rﬂturozcs.

0 produto carto iano deles ¢ o conjunto d¢ todas as coloooou ordo

. nadas (<l,a2,a s e,M,.,a ) ditas tonbén n-uplas ordenadas, onder

a.i A ou noais expliecs tlvanento, AICAl, 2€‘£, s sh né

)
!“' i <l 2} & -, L3 \8 = :‘ «[i-
Slub olicanentc, b X ly X aasee Ao =41 o’

0 sinal ’ } ¢ o P naivs culo do alfcbeto grego ¢ o segundo menbro
2 % .
da relaglo que reedn aprcsentanos ¢ lido cono seguc: produto cartesgiano

o n . . ’
dos conjuntos by quendo i varia de 1 até n,

N . o . - i \
uanto o Teoria do Conjuntos, j& apreséntanmos as suas no
. 2 o ° »e
damentais, a .dgebra dos Conjuntos o ag opcragoes goradoras da dlfcrcn~

¢a ¢ do produto cartcsiane de conjuntos,
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