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, e?, il.ar..i ec ra * eor.ti.,,rerada c18(. O Cr:.ll.j . laF pro.p:l € trafle3 das f.j cirras
.J .'e pe! G.ar.,e c?!0 intrar':3rri.eF ';r,and] nef ag ;e ,'e t drtil af,r alg:ios:. l:r.allsf c.1...

fri. r; f:e 8 -

os di{elenien ,lcnr'Drr.'s da ceoEel. r..i.e elmo a !opo:.og,j.s.. p. oe3lretrta

,l'roietr1lr4' a oeirDgtria ifiB, a GsoEet!.ra -i:[c11.llaDa r est urlaD a.e propfle
daileE c,rs flguraS que DerelnccG lnv&riantaB por otta! traosforcgiea.
o luo.ile+orrtlnB o do[d'nto.de oailB un doe raaoc cltaaloc, 6 o ttpr de
'ttcragfonasqE,r guo ce efetu& ecE e flgu-r& ,;u obrcto.

I:rotFfo I-. fOf'OJ'/)$t..- : topologle eg,ud.g as IEolrrted&ilcs das ftqg
,Ts' sus perDorroceD invarlarrtas Dcr t:eogtrra.rgiieu uieont{nuerl eo6u.' os
eatlra8er:toe, oa tr.rq6ee I trdar as Ceforeag6ae que nio protuze8 rrer d!
locer8mu.nt,:, ne!! t utunr rta f r.gua- t;io irenafrroac6eg nais ggrqtgr que

niio .gonsg1.1,anr nen ea rrro-, inetas aco oe 6ngrr1oc,

o qrre eDtio 6 cor.eervoilc, ol (r guo DerEtngoe iavirlsnte, ,,.r que gro
trir-r-edadlee edo nentltlre, rrtna tr:eosformgrio topoldglca.?
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nrohrl\. .16] f,roytoruagio (ilcnroreio) d rrrir trnFlf,onu.q[1, oonr.{nurr. Hri,

oittrctn rti,, r:ur. trrur8f'.,ttu;glo lnvefr€r'dc,;tc: L f,'rl:rst'cztu gE.r ,;ue .^f.'; t de .

oa;rlllaGr a ecy,rcrada c rcDtl.tuA ao tr*ltlo gutr to:r!.r lrqtattt v;. ?*Bto *r*
tra1tafc],"ir;gil.; lnvers.- r ;,r]tlrts yLainiio: s} air.c1;: v:r;i.uir;e; ci::i.serva,ri-3.'

ainil.r ,r lrecili ';rr1;€!-l cf c (, lterlti .) e ;i,t. grii )I.. Aii*ltrl j a t:.o/":jj.:j ,.:G,.r r;ij .-. d 'u-r- -
e-+nt{nu& "

lle f i r"oi Llilrij.r *s i fii}-tl*ij1;;j:i'[ (i I 'ttt fllri] ri.,i btl,i* ,i r".,J€

* i'Tic [rals se *{,rlfifi?"rf}ir3.a s l"nt*r'i cro iii* i:-r.v+r'i-:

';trtor:. i::t,. " I'c.in"t os ;J-trr] eTet r \*L ztl*rcs u nii+ ruaj f'J i-'i *o7'"!aJq ?

t,lf}p):1,t,i.}rJ'.i-,dt}fic.'l.esernd.+.l1red.r:(i,l.lt}'(}J'.a<i+}t1:iU.i,-'.
aa .Fil{r{r 6- ulr,a tr*nsfilrrrr&Efis erJrltfmlgi l}fro e rlJxrl trrr,nufriffa(}

Foie neio ftcnr tnvarlaJlte* as pr?prteclard,es topcltigl*as r

ri cr n vl ritrhi:nq&,

Exomplo II-(;IOEXBEBIA ?nOr:l[IVA - A Oo@strts Prcjetl"o d o eetudc

<tres prolarlecludlcs ales flBular Eue lsr:nlaascea l"arrarlaht€s Bor pcoJeg6ea, a
pa,rttr de use fonle l,untLform (golegEo ceatrall e coupreeuiie, ixrrttdu
lonneate c eetu(lo da perapoettrra" lla Sc;'loetria Tr.$rctlv& ertuclagoe 1116

eg#cle mdtc El.rliLss 
.de 

tli{osforua{o = a trsasfor.:ue26.: tle una figure

J proieg[o e: tanb6n r&;z traogf.:rreaefis orntiuua"
i. Qua,ie a.s '$rcFri edades pr,)lgtl.ir&s, ou ne:ih,:r, o3e pr ipr-ied..rd.en iler

'r . lle bc:la,nBos uns folhir, ile oirrtolina e nols fisbrr,ros u$a fen<La retili- :

:

Ega e 61 l rll'ntD.sl';ros r ;r prcjegdo aleEta firada rerri iro segserrt o de r€ta. $g

flsi:iqps uoa fenrla:(g) co:tanhb.ii,rriue'ira, (-,r), ,'iun p.;ati, .ll; Ls: pr,c;eqiiag
-, 

..j, 
,

clas fenda e A e B eErdc eognenf,oe cle reta quc se oortae q uo ponto qua d,
. .' : :' .i . t'i '1.; r.::t i,a atub:r'a alo IDEto I. .le lroratauot trna rete L qug lgsea'p" i l,gqtOg tt e '
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S, e ambaru aa reta,tr geglEF# gqfi sflbla doe pootos t[ Ett,, . ,i

n?I"g e fateraeqo6ae s6o llva,rtalltcg b A!(ElEtlae prolutlva.i ' , 
': 

,

Qrggg talhi, 6 popaeaalcB lroJ€tlvBr r€ loarcarloos s6brB rEa rets.--..-
3 ,ootos A, n, c, r.Eta ord.rr, yer!'l,flanroE quo e poJefo Oc ,oBtc B

so erooatro eatro a truroJeg-c ilo poto,ir e do Iront o c" Asoln, a rraeEl doa

pout o0 tr_rBr0, se eonse?{la,

igptr5ldaqe. 6 rma o,ogfio projotlva. l).zemos que usa flgra feche,d.a

6. eoavexa, ee todlo eegnent o de reta que urte clois .Bon'cos cle eua fronteira
.



.ttd tltdruaota dtnlo & lotrrtor dr n&R, I lrgie fr ocurrld$r
lritti!.4ri u p.ds, rr?t de cr4mcrrt o da re!,.r i na dG t$t;+rl. ,t^ p .rit,eF:,'r, .itr

aog6co do rctr G dc latcrr.or o attltl.or do DroJ€ttvt6. th prnto ltrtcrr.or

Es'.:r f;tgiure lrorito-a! 6 13 ?Et, tntcr1ot da tllurra preJrtade tUa*-
r10r c erterlor sio lrolrrld.aiteE iavirrt.:utet eEl prsragar), ]icr outro .ta-

ato, a pDoJegrio Ae u!'o soir[Goto tlc rpt;i rius urc alatB poDtos tntcrloree de

u.urr fi grma 6 ure segpoato de rta (luesG cnc.,atra u,; l:rterl;r fl:i flgur:r

proJet:;tla. -;El , a pnajedo aeu@ fi6ura collvoxa, d convevg"

Jietas , j-ntersec'!:€s , *rdem, lnltrri r:: r 'rizlu'a"l:ga ., conv'exl C;r.iiE sio

yroprt edldes pro Jotlta,o "

Ytr Ja,nios orlora, qtre proprl ecfades nEo eio invr,t-iaxtr; o pela ;roSe$i;-
.Llceorbe.r?cs iha. 'qrrad rado d'ii nidelrri e e a jlxe s'3D"1 err:c i.r irt?,.. VerenJs

que e soata'a ilo qri.rrhado i .nra f;lgrua ile 4 loitoal, & aouos !1ue colorlqe *
uos o rlua.dradc nina 3oeigEo taL, que gus soa.tra fr riua red.*zl da a una Il"Bh

nbe). r igual*dde rlos }cdos depenrler'd. rlo raoito ccno ase:uro,rncs o rru6rlra.. -

clo e ainila (lo psats e[c que se ancoutra a f,';nt T de iuz. l;ead.i esta puntl-
forne, crrjos rai cs dlvergem em ti:d.s,s; as tll.zeqies . r s I atlcs da quatirod:

ne. pro.leqiio r rrem ceulre serio paralel.oe, t :rtaadu-lre oi-.is paraieJ-os e rne

dlde que a foate de luz iruntlfrrae ee afasta ilo quorlrario "

Conoeque[temente, a neillde, o trn,raleJ"lsmc-r, € cB 6o1';u1.-rs g$3 e6o
proprj b.da.,lec prDrett.'r:]e" se obgerr/arol,s af, pcrr'$as ile ur;a eaBa, t,ereml's

,;t:re O.l .:',s egtiir.r sen.])r+ ti: iin;1e i:) j"ot,r. en :re.l.a,iI,: a.) egs!,1l.ltrr ; :lltEi& f :)tl-
srd,fia. fntreteBto, e&ee qu&rre nuEcir &parecetD retcg 6sr:as 6nfsrl,.re , auba-

ra se j,-lin o pr:c.l,:gin ,:: un Srrgr!. c re1: ) , na iea:i,iaCe..

illi.eupl- o ::',:- f,jlliifli?l.A .{?-tS* ,N" t,rassf oroa g".- a.frm i rrm c;"rc pa.}r, i c,r,-
1a.r da r:.anrsfotroagfio pro jetivsr , 

. 
.il o c€I;ltd.o d.cs proprl r:dtrles i avarlont*s 

"por pr"ij J ecrfios a portlr do i*flni1;r.i (pr.:legics 
-D.dra.f cla.s;. ,Ii:nqnd..r c.,:n,,

foate ,',r i.lol s cbtsmcg u tu I ddia apro rj-uada rla pr,:;leEjt, de urLto f-rnt.* Irra-

tifo:me qlre 6aalb vez oals se alleranc.fa. 0 eol egt'd t;o l on;;t, riue rrirls lee

rotoo chegam a n6e prettcarreube paralelos,
lia '.uur proJcaEo.des:,e t11:,r, retas !.3r&L61aB sio tr,ilsf cr"m;l{ao rn se+

?etas ?a.rolelag. Outra progried.adc q1r6 se iar;intcu, eia uron 1x i:,3a9i,i: ira::a.-
l"e1a 6 a relagE+ eixtfe+ os c oaprir en'Lcs r:E d.iR slrgri.ent ls e! tui.:.rl-rs .s6br.e
rlugs retas par6Lel"as. De fat c , se a r.azi. o ,iri1i:1.3.: dlj.€ r:a;.-xleui,:,r, iret:al"el ts

for il':i,- s (i .6, ge ur for c flr,1br. dc :-.u'i::..r ) s y.rla?ra eatre os c o&J)r,iinel-d;:.r
,:lae re:rpectivas s ombrers serti dcLc .,

O plra.l e}l rno g tl prop$rei oiratj. itr,le ( pe rcrar:rii:-,cr:.a cie razd,o ) ,ei,, Tr r-, -
l:.^i f da.;iti n.fi nc.

0 caso pari.;icuf.ar uais irlpoltar-: te da. $e onetri t:!. Afinr 6 o eatBd.o d$,s
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sGEeLDEBeBs. IL feto, aB Dogao5 de Gomptlr-B ProJstfir8 e @o8stfie AftD
GEtAo a lslo ealllnbo eltr:e e tolplogle e a Gc@strLe Euoll.cllanao

E:reuplo IY- qEOUE,IRIA f,ESI,1UIASA- A Geooetrda Eucltillgas d o cetu-
ilo ilag IpolyrteAgdes dlas Jlguras que BG lagtCu lnvasdantes €c 1A alsglo-
ca,leDt o no eEpaQoe corrsel ,tra,adlo aE deta,ocles, oa alguloE r 66 podg6es rl
Letlvas dos potxtos llnlu.e e suporf{eleg dats figiroe .

. Aealm, dlstarilcta e iggulos'g6o ooclies ou ltr,oltr|i€daae6 euc1idla,Dss.

06 teorooag de eoa6nr6ncS,a sEo le{rae aagqlares da aalor prbe ilee ile-
flonstr.]g&6 cligoices' cte Geonotria Hrclldlanaq

S rrnDortaate entenalcr que e Gemotrta Sueltdiala beseia-8e e& arlo
@s que s6o rebg6es eDtle retos rnrolo,-oB o 6agrr1os. nio bC raaio Dare
ae aJcreallter que e€lsas rolagiies c@t1rlu€D verdadelrre, quanilo se trata Ae

grraodea rlist6nclae. Os 5:.ogoe, e@ og lastnrrgnloa il6 qlre tliepuniao, 16o

potlimredir scrifio pequeurs ili-st8ncles. Por lssc' para cHetdnolaa estro-
rfu.ces, os teoreDas Euc..lclianos aobre retas lt],relelas niio sdo nBl s Yer

dadleLros. &{ porque, ce:tos toore@e e lddies cbanaal,aE topol6glceg,Ipo
Jetlvas e afloe s6o lncle'reudcntes das no96es euclldLartao.

E elaro que qucnto trais llbsrdoile tlver"eos trp,m cor'struir fiilrrBs,
nenos eles ser c eoiisot'?'i LdaLs: nag transfor:aa q,jes,

NaB trene f oro^rgiies , opol6llleas r 6ia que p3flenor: t crce'r , d.obrar ou es+

tlaar o f,I3ura, poueos p:"opriedarlgs s6o cooselnratlasr porque uos Pe11dti
m6e Cot6as tlomlo, C ott Eirt fl6UraB r trea tranafol1ag6ea groJctlYod r Eenoa q

colgas sfio perzritidao, e. por ia6o, rnel ol minero de propn'iedk*dcs se lpnl

t6u" p"ex; a6 }irJurs rctiro ere tranoformagEo prcJetlva s6o ctmgervadaa;

etrqus[to guc etfi Topolog.a ueio O s6o. Dentro ila Goo'r0etrla Afim, eB que

afas$anos o eentro ile prrrJoSo lErB,urlto 1@8er ile nodo qEe os re$og

lradaoeos ee tomfrr quErsc patoteloe; iog6es de lorEo €otfe dor.s segnelr-

tog g6bne ruo reto s ie pralellsoo do cmEerredss 8{. .

As nog;es de fingu3-o'; e rlletf,nctee sEo proprletlades epenes da Eeo-
tnrea:lrrctrta Brrc].lf,ianaf err Q[url as tr€E"sformngoes cffirE}isteltr a.trX]tt4s eEL

um, flgura B fag6*I€. repilUsar err outro lrrgAro

$ranto rlaLo! nrir.rcro de coleao aoB PeltLtlnos rra! transforaagEo de

aoeaa ftgura, uenos reloq6eo verttadelraa tereaog r eaqua.at o qu€, ae rtoo

lstd.tiirds pmrcBo colsog, reeia rElaq6es verdadelras ters[o6'
f por lscro que a Oe,rretria EuccUtliana 6 e oBl-s ri-cer ile todas 9s ge€

ge@str"las, erqranto que as rela96ee topoldgices EEo aa Dals gort&s.
t'uilo-o gue 6 verdadpir"o @ toll'o8ls , 6 ner{adglro sn Gsooetrte Prg

,otFr o Georetd.8 Atta B eo (leetrla Alcli.CniEaB. Entretouto, o que 6
vertlaetro etr Gc@Btrra EolidfEn adC tl etcsgserlarcDts verdadEtro uas

outla8 Eso@trLas. Poie ge-10 m aio.


