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INSTITUTO DE EDUCAGAO “GENERAL FLORES DA CUNHA"
e LABORATGRIO DE MATEMATICA
Dmga ZoPe A A.B.Krebs

DESCRESKO Déﬁ ETAEAS
0 quo € compresnder? 0 que & aprender? & preciso confessar
que para estas duas perguntas nés ainda nao temos respoaj:n cientificamente sa-
tisfatoria. Se & verdade que ninguém mais duvida hoje,em dia,do fato gue a rel: -
lag@o estiimulo resposta conduz a um adestraments (dressasb) Gue, s8bre o plano

da compreensac assim como da aprendizagem posterior, representa a malor parie

do tempo blogueios (des blocages), resta mostrar quais sa30 o¢ elementos consii

tutivos do processo 6e aprendizagen, Gigno d&sse noms.
Partimos do teorema da existincla, segundo o quel & a partir de um
anbienie rico que a crianga pode construir ssus conheciluentos, e vemos tomar oo

mo moddlo a aprendizagem da lfngua materna. Todo mundo sabe qQue as orignges qus

vivem num meio onde se fala uma lingua ricag'siad éapazes de se construirem, de

elaborarem uma lfngua rica. Nés podemos mostrar, a0 longo de nossas pesquisgs,
20 mesmo tempo iedricas e praticas (ef, Bibliografia I,II,ITI) que 'mergulhar &
srianga na ague prqfun@a" Tacilita seu processo de aprendizagem; isto &, ao meg
mo tempo o processo de absiracao, Je generalizacao e de iransferdncia,

Nossos trabalhos posieriores nos permitiram analisar de mais perto
0 processo de abstragio no qual nés fomos levados & distinguir & (seis) etapas
diferentes, O estudo que quero aqui dedicar-me & spresentar e a ilustrar por e. .
xemplos tomados de enprésiimo a ldgica e & geomeiria, essss diferentes etapas,
as ghais, evidentemente, & preciso levar em conta na organizagzo do ensino mate
naiico, 86 gueremos que todas as criangas ai s.eguem, isto 8, se quisemos evid
tar de fechar a poria das cibanoies matemdticss ao maior mimero, ocomo fol o caso

no passado. e, eomo ainda € o caso presentemente, na malor partie,

PRIMEIRA ETAPA

A nogao de ambiente noe parece capiial porque wn cerio sentido, 8
da apren&izggem e¢uivgl® a um proceszo de adaptacao cdo orfanismo a seu smbiente
Dizer Ge una oriance, de um adulto oumesmo de vn animal, ou de um modo geral,
de um or@Banismo qualquer que aprendeu algumea coisa, significa que Bste organis-
mo, ésie amdulfo ou esta criasnga pbde modificar ssu comporitamento em relagao =
vm dado ambiente., Na fase que precede a gprendizagem, o organismo esti mal ada
&iptado a wna dada situagao, a wn dadp aﬁbien%eg mas. gragad a aprendizagem o
organismo pdde se adaptar a ponto do individuo se tornar capas de dominar as si
tnagdes que 3le encontra neste ambiente. Se levammos em conte d8ste aspecto da

adapiagao que represenia tdda sprendizagem, parese razoavel spresentar & oriang
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¢a um ambiente a0 qual ela possa se alaptar, ¥ste processo de aqio & W am

biente é o que os pedagogos designam, do um modo geral, sOb o nome. do aprendizsa
gem.

Fara ser mais preciso; a adaptagao tem lugar numa fase Que podemos /
designar por fase 4o jdgo livre. deoa-os'Jogos infantis representam uma espé -
sie de exercicio que pemite 2 crianga de se adaptar as situagOes que ela terd
de encontrar em sua vida futura, Ora, se nos propdmos a fazer a crianga apren -
der 18gica, parece necessario defronté~la com situagfes que a condugirio a for-
mar conceitos 1631003, Se nos apegemos & 8ste exemplo da ldgica, 8 forgoso reco
nhecer que, de um modo geral, ¢ ambiente no gqual vive a oerianga nao comporta a-
tributos que nds oconsideramos comd 1éggcoso E preciso ehﬁio, inventar um ambi-
ente artificial. Ao contacio d8sse smbiente, a crianga, pouco a pouco, serf le-
vada a formar conceitos 18gicos de um modo mais ou menos sistenp tico., O éﬂ!ﬁpio
de um tal ambiente pode, por e$emplo, compreender ¢ universo dos blocos légicos.

Um jégo de blocos légioos se compoe de vérias pegas Ce madeira ou de pléstico on
de we faz variar sbetematicamente as seguintes varidvels: & cdr, a forma, a esr3
pessurs e o tamsnho. Evidenﬁementé, nao € neéessirio g6 ater a essas quatro va--
rigveis. Pode-se, igualmentie, fazer variar ouirasg.Se gquisermos que a orianga fa
,gi seus primeiros passos na aprendizagem das nogdes concernentes ao oonoelto de
poténcia & aconselhével colocé<la num ambiente correspondente. Um tal ambiente
pode ser constitivido pelos jogos Multibase, onde segundo cada base, fornecemos
um eerio nimero de objetos eujo volume ou a superffcie vio crescendo em relagdo
& base escolhida. Se escolhemos a base 3, & preciso fornecer uma pega que se %o
ms por unidade, em seguida ouiros pedagos oujog volume serd 4288 vezes o da uni
dade; a seguir, outras pecas ocujo volumé serd nove vezes o da unidade e, assim
por diante., Por ume livre inieragao com &ste material, a orianga faré seus pri-
meiros pessos para & eprendizagem das propriedades das pottnoias. Poderiamos F
dar un grande nimero de erenplos semelhantes para mostrar como se pode criar um
subiente arvificial para a aprendizagam de tm conjuntc gualquer de nogdes mabe~

naticas. : ¢

SEGUNDA ETAPA ‘ i &
Apds um certo perfodo de adapiagio, isto 8, de jbgo, @ orianga se da

conta das erigdneias (contraintes) da situagioo Ha ceriaa coisas que nao Se pode
de fazer, Ha certas condigﬁes‘que é preciso matisfaser antes de poder atingir J
certos fins. A orianga se dd conta de regularidades impostias a situagao. Neste
nomento esitd pronta a jogar com resirigdew que lhe serao artificisimente émposd
tam. Estas restrigoes #e chamam: regras do jb6go. :
Quando se joga xadrez & toitalmenie arbitrario que ce*taa peqas te =
"nham certas propriedades no jbgo. Estas propriedactes hao dependem em nada da
forma ou de ouiras propriedades fisicas das pegas. Da mesma maneira pode-se su
gerir as oriangas, Jjogos com regrass as prébrias criangas poderaoc, & seguir,'ig

ventar ouitras regras, trocar as regras e, jogar o= jogos correspondentes.Assim,
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rimos seraoc ) 53bre estruturas mateniticas pertinentes . ShumiQds ¢ farao por /
melo de cerics maleriais estrutursdos como nqugles indicados acima.
PERCEIRA ET:FL

Zvidentemente, Jogar 08 jogos sstruturados segundo as leias nataniti

cas inerentes 2 una estrutura matemd@tica Qualquer, nao & sprender mateamftica.
Cono pode a srienga extrair do sonjunio dBsses jogos as abstragoes matemdti -
cas subjacentes? O meio psicoldgico & fazer jogar jogos que possuen @ mesma
estrutura, mas que tém una apar8ncia wmuito diferente para a crianga., Assim, a
orianga seré levada a demcobrir as ligagdes de naturesa abstrata que existem
entre os elenentos de um jdgo e os elementod de outro jogo, de estruturas i —
denticas. % o que nés chamsmos os jogos de dicliondric, ou, se quisermos utili
zer wm témmo matemdtico: as jogos fe iscmorfismo. Assim, a orianga destacs /
(déga.ge} a estrutura coaum dos Joges e se desembaraga das partes nao pertinen
tes. Por exemplo, as proprieiades dos blodos 18gicos que nao s§o pertinentes
s80 & utilisag@o das obres, ias fommas, etc.. Poderfamos utilisar outras pro-
priedades, poleriamos mesmo, tomar conjuntos de objeios e oqnii.dorsr a8 pro -
priedades dos conjuntos em lugar de propriedades de cbjetos. Nem mesmo § osse
seroial Que temba uw ceritc nimero Geteminado de vallrew jmrn uma ou outra /
das variaveis gue iniroduzimos no jdgo. 0 que 3 importante 8 que hé vérias va
ridvels, que cada una deusas variéveie tem muito valbrea, e, Que a orianga /
poesa manipular essas varbiveis escolbendo os conjunios de blocos, conjuntos
de oonjunios ou, em geral, conjuntos de elementos quaisqQuer, de modo que os 8
lemenios possan ser distinguidos uns doe outros, pela percepgao da crianga.
.ﬁ.ssiin, 53 Jogos Jjogaclos ocon uma conoTetizacao, depoia a seguir com outra ocon
c?eulz.aqao perao identificados do ponto de viasta de esiruiuras. 2 neste mo -
mento gue a oriange se da oonta do que é "semalha'xte (parsil; nos diversos
jogos que praticou, isto &, que ela teri ‘ealizado una “abstragcao”.

QUARTA ETAPA
De serto modo, a oriangs n@o & capas de se utilizar desta abstra -

gm0 porque ela airda nao esti fizasda em seu espiri 50. Antes de tomar plenamen
te consciéncia de uma absitragao, a crianga tem necessidade de um processo de
represeniagac. Uma tal representageo lhe permitivd falar do qQue ela abstraiu,
de olhar 20 redor, de sair do j8go ou do conjunto de jogose, de examinar oe jo
gos e de refletir sbhre o weu(ovjeiivo) assunto. Uma tal representagi@o pode s
ser un conjunio de graficos, pode mer um sistema cartesiano, pode ser um dia-
grana de Venn, ou qualqusr ouira representagao visual, ou mesmo auditiva, no

caso (e vriwqas cue nao pensan essencialmente de maneira visual.

QUINTE ETAPA

- Apds a introdugzo :ie tma representagao, ou mesmo de muitas repre -~
aen’ o.agoes da mesna esirutura, serd possived examinar esta repreaentat;ao.,ﬁ fi~

nalidede ddste exsme & dar-se conte das propriedades da absiragao realizads.
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¥uma representagac pode-se,facilmente, dar-se conta das principabs proprieda-
des do ser metematico que se oriou. Iato significa que nesta etapa precisamos
de uma desoricao do qué représentqolo Para uma descrigao é preciso, evidente..
mente, uma linguagem; & por isso Que & realisagao de propriedales de abstrag@o .
nesta gquinta etapa deve ser acompanhada pela invengao de uma linguagem e, a F
desorigio da "epreaéntagibg a partir dessa linguagem inventada. Seré melhor,se.
poes:[velg que a crianga invente sua prépria 1ingu.agan e que mais tarde as cori-
angas com a ajuda do professor, discutam entre elas ge ma‘fmguagm introdu-
zidas € mais vaniajosa do QLe as outras. Uma tal desserigac formari a base de

um eistema de axiomasa Cada parte da desorigao podera servir de axioma ou mesmo »

. mais tarde, de ‘ba«.,remao

SEXTA ETAPA _ ‘ _

A " 4 maior parte das sstruturas matenditicas sao a0 complem que elas
poasuim v nimero infinito de propriedadeso E impossivel citar todas essas pro
priedades nums desorigic dof eistema que me engendrou. P preoiso, entio, de /
certo modo, feohar a desorigio num dominio finito, em um nimeroc finito de pnla
vras, Isto quer dizer que prexisamos de um método para chegar a osrtu partes d
da descmgao, sendo dada ums primeira parte que tomamos ocomo ponto de partidan
Feses métodos para chegm a outras partes da descrigio ser@o nossas m 7R |
Jjbgo de demonsiracso. As descrigdes posueriorea 28 quaia noa ohegarnos,serao :

chamadas de “teoremss do sistema®. Assim, inventa mos m sistena formal no qual
hé sxiomas, isto 8, a primeira parie da desorigio e, as regras do ]8go.Poderd
haver outras que serao as Tegras ldgico-matemaiicas da demonstragao. A segulr

baveri teoremas do sisiema Que s@o as partes da desorTigdo as quais se chega a
paréir da desorigmo inicial, utilisando as regras do jBgo.
CONCLUSUES
RESUMO DAS ETAPAS R
A primeirs etapa introduz o individuo no ambiente que é construido

expressamente para que ccrias estruturas matematicas possam ser retiradas., A
primeira adaptagao & 8ste smblente se chama "Jdgo livre“,

Bn segundo lugar ven a etaps dos Jogos estruturados. Regularidades q
que foram descobertas pela crianga sm seu ambiente & levam & possibilidade de e
exsminar jogos. Um 36313 tean 1:110109 regras ¢ wm fim, As Tregras representam as
dlf‘mal&ades nas situagdes matematicas, como em 187 situacZo quotidiana ou ci
entifica. Manipular as 6ificuldades de uma situag@o ¢ dominar & situag@o na
qual as dificuiiadem existem. Essas dificuldades podem ser naturals ou artifi-
cisis, : : :

Terceira etapa. Aqui o individuvo se da contia da emiTuturs comm dos
jogos estruturados j& jogudos. :

A estrutura comum é represeniada é@ vma maneira #rafica ou de outra.
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-ethapa do simbolismo passamos a etapa da represe

5
5
5

0 individuo se torna capaz (e subsiituir, preencher a representacao vazia pe-

3

08 e 08 operafores pariiscularew de um Jjbgo partisular de se*rutur“;
Quinta etespa. Agui se esitudam as propriedades da representagao, is
to &, as propriedades da absiragzo atingida. Com dsie fim & preciso inventar
umavlingmag@uu
Sexta etapas Sendo dado que todas as p$opfieéaﬁ@s nao poden ser
gcritas numa QGQC“‘QHD, toma-sge via nuimero minimo ée ge invenia um‘prsaegﬁo
para se deduzir ouires. BEste nlmero minimo (e descrigdes, chama-se "gxlomass
C processo para se deduzdr ouitros se chama uma demonstrag&o e a8 propriedasdes
ulteriores chanan-se "Teoremnss:

A manipulagao de vm tal sistema, chanado sistems formmal. € ametz

.nal da aprendizagen matematica de uma esiruiux &0

Na pedagogie tredicioanl se agia exatamenis em senitido inverso.ln
troduzia-se un sistema formal por meio de simbolos. Nos damos conta de que a
crianga nao & capaz de compreender um tal sistema, por consequinoia utilisass

mos meios sudiovisuais pars fazb-la compreender. @y

a orianga ngo & capsz de aplicar os conceitos, kf1ios aud;g
realidade,

Phos partir. Assim,

v1sua1h, por consejudncia e preciso ensinar-lh

Finalmente, Chegamos & realidads de on

no ensino tradicional, a direcao de aprendizagen era exaitsmenie o ‘eontrfrio

da proposia nestas paginas.
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LES SIX ETAPES DU PROCESSUS,

D'APPRENTISS

i i

DESCRICKO DAS ETAPAS

0 que é compreender ? Oque é aprender ? & preciso confeg
sar que para essas duas perguntas nds ainda ni3o temos resposta -
cientificamente satisfatdria. Se é verdade que ninguém mais duvi
da hoje em dia, do fato que a relagﬁb estimilo resposta conduz a
um adestramento (dressage) que, sdbre o plano da compreensao as-
sim como da aprendizagem ulterior, representa a maior parte do =~
tempo bloqueios (des blocages), resta mostrar quais sfo os ele--
mentos constitutivos ao processo de aprendizagem, digno désse no

me,
: % o ’
Partimos do teorema da existéncia segundo o qual é a =

partir de um ambiente rico que a crianca pode constmir seus Co=-
nhecimentos, e vamos tomar como modelo a aprendizagem da lingua

materna. Todo mundo sabe que criangas que vivem num meio onde se
fala uma lingua rica, sfo capazes de se construirem, de elabora-
rem uma lingua rica. NOs podemos mostrar ao longo de nossas pes-
quizas ao mesmo tempo tedricas e prdticas (cf,Bibliografia I,II,
III) que "mergulhar a crianca na dgua profunda" facilita seu pPro
cesso de aprendizagem, isto é, ao mesmd tempo o processo de abs-
trag8o, de generalizagdo e de transferéncia,

Nossos trabalhos ulteriores nos permitiram analisar de
. ~ I
mails perto o processo de abstragao no qual nos fomos levados a -
distinguir 6 (seis) etapas diferentes. 0 estudo que quero aqui -
dedicar-me e apresentar e a ilustrar por exemplos tomados de em-
V' d \ I d o N . .
préstimos a logica e a geometria essas diferentes etapas, as quais
evidentemente é preciso levar em conta na organizacgdo do ensino
matemitico, se queremos que todas as criangas ai cheguem, isto &
se quisermos evitar de fechar a parte das ciénecias matemiticas -
ao maior nﬁmero, como fol o caso no passado,e, eomo ainda é o ca
so presentemente na maior parte.

Primeira Etapa

A noglo de ambiente nos parece capital porque em certo
sentido, toda aprendizagem equivale a um processo de adaptagao

do organismo a seu ambiente. Dizer de uma crianga, de um adulto

ou mesmo de um animal, ou de um modo geral de um organismo qual-

quer que aprendeu alguma coisa significa que este organismo,éste
L
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adulto ou esta crianca pode modificar seu comportamento em relg
¢do a um dado ambiente., Na fase que precede a aprendizagem, o -
organismo estd mal adaptado a uma dada situagdo, a um dado am--
biente, mas, gragas & aprendizagem o organismo pode se adaptar
a ponto do individuo se tornar capaz de dominar as situago€s --
que ele encontra néste ambiente. Se levamos em conta déste as- '
pecto da adaptagdo que representa toda aprendizagem, parece ra-
zodvel apresentar & crianga um ambiente ao qual ela possa se --
adaptar, Bste processo de agaptacao a um ambiente é o que os pe

dagogos designam de um modo geral sob o nome de aprendizagem,

Para ser mais preciso, a adaptacao tem lugar numa fase
que podemos designar por fase do jogo livre. Todos os jogos in-
fantis representam uma espécie de exercfcio que permite & crian
ga de se adaptar as situaco®s que ela tera de encontrar em sua
vida posterior. Ora, se nos propomos a fazer a crianga aprender
1dgica, parece necessario defronta-la com situago8s que a condy
zir8o a formar conceitos 1dgicos. Se nos apegamos a éste exemplo
da 18gica, é forgoso reconhecer que de um modo geral o ambiente
no qual vive a crianga nd@o comporta atributos que nds considera
mos como 1dgicos. B preciso, entdo, inventar um ambiente artifi
cial, Ao contacto desse ambiente, a crianca, pouco a pouco, serd
levada a formar conceitos 1ldgicos de um modo mais ou menos sis-
temdtico, O exemplo de um tal ambiente pode, por exemplo, cCOm--
preender o universo dos blocos 1dgicos. Um jogo de blocos 1dgi-
cos se compoé de varias pecas de madeira ou de pléstico onde se
faz variar sistemidticamente as seguintes varidveis: a cor, a --
forma, a espessura e o tamanho, Evidentemente, ndo & necessidrio
de se ater a essas quatro varidveis..Pode-se igualmente fazer -
variar outras. Se quisermos que a crianca faga seus primeiros -
passos para aprendizagem das nogo&s concernentes ao conceito de
poténcia é aconselhdvel colocd-la num ambiente correspondente,-
Un tal ambiente pode ser constituido pelos jogos Multibase, oﬁ?d
segundo cada base, fornecemos um certo mimero de objetos cujo -
volume ou a superficie v3o crescendo em relacio 3 base escolhi-
da, Se escolhemos a base 3, é preciso fornecer uma pega que se
toma por unidade, em seguida outros pedagos cujos Yolume serg -
trés vezes o da unidade, a seguir, outras pecas cujo volume se=-
rd nove vezes o da unidade e, assim por diante., Por uma livre -
interac8o dom éste material, a crianca, fard seus primeiros pag
sos para a aprendizagem das propriedades das poténcias. Poderia
mos dar uma grande nimero de exemplos semelhantes para mostrar
como se pode criar um ambiente artifical para a aprendizagem de
um conjunto qualquer de nogoes matemdticas,

X .
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Segunda FHEtapa

Apds um certo perfodo de adaptagio, isto &, de jogo, a
crianca se dd conta das exigéncias (contraintes) da situagio H&
certas coisas que nfo se pode fazer, HE certas condigo@s que é
preciso satisfazer antes de poder (atender), atingir, certos --
fins, A crianca se dé conta de regularidades impostas a situagdo.
Neste momento, estd pronta a jogar com restricoés que lhe serdo
artificialmente impostas. Estas restrigo®s se chamam: regras do

Jogo. ;
Quando se joga xadrés é totalmente arbitrario que cer-

tas pecas tenham certas proppiedades no jogo. Estas propriedades
na2o dependem em nada da forma ou de outras propriedades fisicas'
das pecas. Da mesma maneira pode-se sugerir as criangas, Jogos
com regras: as préprias criancas poderdo, a seguir, inventar -
outras regras, trocar as regras e, Jogar os jogos corresponden
tess Assim, elas se habituarfio a manipulacio de regularidades.
Evidentemente, se queremos que a crianga aprenda estruturas mg
temdticas, os conjuntos de regras que sugeriremos serfo sobre
estraturas matemdticas pertinentes. Os jogos se fardo por meio
de certos materiais ewtruturados como aqueles indicados acima,

Terceira etapa

Evidentemente, Jjogar os jogos estruturados segundo as
leis matemdticas inerentes & uma estrutura matempdtica qualquer
ndo é aprender matemdtica, Como pode a crianca extrair do con-
junto désses jogos as abstraco®s matemiticas sub-jacentes? 0 -
meio psicolégico é fazer Jogar jogos que possuem a mesma estru
tura, mas que tém uma aparéncia muito diferente para a crianca.
Assimy a crianca serd #levada a descobrir as ligacoés de natu-
reza abstrata que existem entre os elementos de um jogo e os -
elementos de outro jogo, de estruturas idénticas. B o que nds
chamamos os jogos de diciondrio, ou, se quisermos utilizar um
termo matemftico: os jogos de isomorfismo. Assim, a crianca —-
destaca (degage) a estrutura comum dos jogos e se desembaraca das
partes nao pertinentes, Por exemplo, as propriedades dos blocos
18gicos que ndo s8o pertinentes sfio a utilizacgdo das cores, das
formas, etc. Poderiamos utilizar outras propriedades,poderiamos
mesmo, tomar conjuntos de objetos e considerar as propriedades
dos conjuntos em lugar de propriedades dos objetos. Nem mesmo &
essencial que tenha um certo mimero deterzimadam determinado de -
valores paré uma ou outra das varidveis que introduzimos no jogo.
0 que é importante & que hd varias viridveis, que cada uma dessas
varidveis tem muitos valares,e, que a crianca possa manipular eg
sas variiveis escolhendo os conjuntos de blocos, conjuntos de -
conjuntos ou, em geral, conjuntos de elementos quaisquer, de mo

w2
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do que os elementos possam ser distinguidos uns dos outros, pe
la percepcgdo da crianga., Assim, os Jjogos jogados com uma con--
cretizagdo depois, a seguir com outra concretizac8o, serdo idep
fificados do ponto de vista de estruturas. E neste momento que
a crianga se d4 conta do que é Ysemelhante" (pareil) nos diver
sos jogos que praticou, isto é, que ela terd realizado uma "abs
tragao".

Quarta Etapa

De certo modo, a crianca nfo e capaz de se utilizar deg
ta abstragdo porque ela ainda ndo estd fixada em seu espirito.-
Antes de tomar plenamente consciéncia de uma abstragao, a criapn
¢a tem necessidade de um processo de representagdo, Uma tal rep
presentagfo lhe permitird falar do que ela abstraiu, de olhar -
ao redor, de sair do jogo, ou do conjunto de Jogos, de examinar
os jogos e de refletir sobre o seu objetivo,assunto, Uma tal --
representagdo pode ser um conjunto de gréficos, pode ser um sig
tema cartesiano, pode ser um diagrama de Venn, ou qualquer outra
representacgdo visual, ou mesmo auditiva no caso de criancas que
ndo pensam essencialmente de uma maneira visual.

Quinta FEtapa

Apds a intradugdo de uma representacdo, ou mesmo de -
muitas representaco€s da mesma estrutura, serd possivel examinar
esta representagdo. A finalidade déste exame & dar-se conta das
propriedades da abstracdo realizada, Numa representagdo, pode-se
fdcilmente, dar-se conta das principais propriedades do ser ma-
temdtico que se criou. Isto significa que nesta etapa precisamos
de uma descrig@o do que representamos. Para uma descricao, & --
preciso, evidentemente, uma linguagemn, é por isso que a realizg
¢clo de propriedades de abstragdo nesta quinta etapa déve wer --
acompanhada pela invenglo de uma linguagem e, a descricdo da re
presentagdo, a partir dessa linguagem inventada, Serd melhor, se
possivel, que a crianca invente sua prépria linguagem e que mais
tarde as criangas com a ajuda do professor, discutam entre elas
se uma das linguagem introduzidas é mais vantajosa do que as ou
tras. Uma tal descric8o formard a base de um sistema de axiomas.
Cada parte da descricfo poderd servir de axioma ou mesmo, mais
tarde, de teorema.

Sexta Etapa

A maior parte das estruturas matemiticas sdo tdo comple
xas que elas possuem um mimero infinito de prppriedades, E im-
possivel citar todas essas propriedades numa descricdo do sis-
tema que se engendrou, & preciso, entdo, de certo modo, fechar
a descrigdo num dominio finito, em um mimero finito de palavras

Isto quer dizer que precisamos de um método para chegar a certas

=
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partes da descrigfo, sendo dada uma primeira parte que tomamos
como ponto de partida. Esses métodos para chegar a outras par-
tes da descrigio serfo nossas regras do jogo de demonstracio .-
As descrigo®s posteriores as quais nds chegaremos serSio cha-
madas de "teoremas do sistema", Assim, inventamos um sistema
formal no qual hd exiomas, isto é, a primeira parte da descri-
¢8o e, as pregras do jogo. Poderd haver outras que cerdo as re-
gras 1dgico-matemiticas da demonstragao. A segulr haverd teo-
remas do sistema que sao as partes da descrigdo as quais se --
chega a partir da descrlgao inicial, utilizando as regras do -
Jogo.
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CONCIUSOES

Resumo da etapas:

A primeira etapa introduz o individuo no ambiente que
é construido expressamente para que certas estruturas matempd-
ticas possam ser retiradas. A primeira adaptacio a éste ambien
te se chama "JOgo livre'".

Em’ segundo lugar 4 a etapa dos jogos estruturados. Re
gularidades que foram descobertas pela crianca em seu ambiente
a levam a possibilidade de examinar jogos. Um jogo tem, inicio,
regras e um fim. As regras representam as dificuldades nas si-
tuago@s matemfticas, como em toda situacio quotidiana ou cien-
t{fica, Manipular as dificuldades de uma situac8o & dominar a
situacdo na qual as dificuldades existem, Essas dificuldades
podem ser naturais ou artificais.

Terceira etapa. Aqui o individuo se da conta da estru
ura comum dos jogos estruturados j4 jogados.

A estrutura comum é representada ou de uma maneira grd
fica, ou de outra, O individuo se torna capaz de substituir --
(remplir é preencher) a representacdo vazia pelos estados e os
operadores particulares de um jogo particular de estrutura, em
questao.

Quinta etapa: Aqui se estudam as propriedades da re--
presentag@o, isto &, as propriedades da abstrac8o atingida.Com
este fim é preciso inventar uma linguagen.

Sexta etapa: Sendo dado que todas as propriedades nao
podem ser descritas numa descrigdo, toma-se um nimero minimo e
se inventa um processo para se deduzir outras. Bste nimero mi-

nimo de descrigo8s, chamase "os axiomas" . O processo para se
deduzir outros se chama um demonstraci@o e as propriedades ulte-
teiores se chama "Teoremas,"

A minupale manipulacdo de um tal sistema, chamado sis-
tema formal, é a meta final da aprendizagem matemitica de uma -

estrutura,

Na pedagogila tradicional se agia exatamente em sentido
inverso. Introduzia-se um sistema formal por meio de s¥mbolos.
Nos damos conta de que a crianga nao né capaz de compreender tal
sistema, por consequencia utilizamos meios audiovisuais para fa-
zé-la compreender. Quer dizer que a partir da etapa do simbolis-
mo passamos a etada da representagado, Encontramos, ainda , que
a crianca nao é capaz de aplicar os conceitos, mesmo depois de
auxilios audiovisuaisj por consequeéncia é preciso ensinar-¥he as
aplicaco€s na realidade.

Finalmente, chegamos & realidade de onde deviamos par-
tir, Assim, no ensino tradicional, a direcio de aprendizagem era
exatamente o contririo da proposta nestas paginas.
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