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Operadores multiplicativos

t 1.0 Introdugdo.
)
1,

Os operadores multiplicativos compreendem a multiplica
¢80 e a divisfio. Neste capftulo, nés nos ocupamos somente da multipli
cag8o e da divis@o de nfmeros naturais. O conjunto dos estados que
nés consideramos & o dos ndmeros naturais. Nés j& definimos alids um
certo conjunto de operag3es que chamamos as adigBes e as subtracgdes.
Aqui, nés vamos operar por meio de um outro conjunto de operadores, e
vamos também pesquisar as relac¢Bes deste conjunto de operadores com o
conjunto dos operadores aditivos j4 estudados.

Vamos considerar a-multiplica¢fo como uma operagé@o de
"substituig8o". Um estado serd sempre representado pela presenga de
um conjunto que pertence a uma famflia. Esta familia serd o ndmero na
-tural que"conta" o nimero de objetos pertencentes a nosso conjunto. Do
ponto de vista psicolégico e pedagbgico; um tal procedimento de concre
tizag8o & necessdrio, porquanto a criancga numa certa etapa de seu de -
‘senvolvimento nfio é facilmente capaz de operar com abstragdes. Por esg
ta raz@o as abstrag3es devem ser concretizadas para que a crianga pos-
sa efetuar operagGes concretas. Desta maneira, ela poderd em seguida
"fazer abstrag8o das propriedades particulares das situagSes concretas
introduzidas, e assim elevar-se a um nfvel mais elevado da -abstracgo.
Em resumo, nés vamos utilizar conjuntos que serfo as entradas e as sa-
idas de nossas"méquinas" de um lado, e vamos nos ocupar das "familias"
as quais nossos conjuntos pertencem por outro lado. Assim permitire-
mos que nlmeros naturais sejam entradas e safdas das mdquinas abstra-
tas. Entretanto, a crianga deve estar em condigdes de poder recorrer
a uma situaglo concreta, se ela tiver necessidade, ou entfo de passar
ao nivel mais abstrato e mais simbblico, se ela j4 & capaz de uma ope-
ragéo abstrata sem a intervengfo de uma concretiza¢8o. Nés dizemos
que um operador multiplicativo serd um operador de "substituig¢8o".A o-
peracdo de conjunto que corresponder & operag8o de multiplicag¢8o, se-
rd a substitui¢fo de cada elemento de -um conjunto por um conjunto de
elementos. Cada elemento de um conjunto na entrada de uma mfquina se-
rg substituido por um determinado conjunto. Estes conjuntos que sai -
réo da médquina serfo equivalentes, isto &, conterZo o mesmo ndmero de
elementos. Cada elemento do conjunto, na entrada, serd substitufdo
por um conjunto com um certo némero determinado de elementos, e todos
estes conjuntos serf@o reunidos para formar o conjunto safda. Por exem
plo, a entrada poderia ser um conjunto de trés criangas. A méquina po
deria ser "cada crianga recebe gquatro bombons". Evidentemente, cada
crianga n8o recebe o mesmo conjunto de quatro bombons, mas cada conjun
to de bombons pertence & mesma "famflia", isto é, & familia gquatro. 0
conjunto que sai desta mdquina serd obtido pela reunifio dos trés con -
juntos de quatro bombons. A "familia" & qual este conjunto-reunifio
pertence serd a safda da mdquina no que respeita ao néimero natural, ao
passo que serd o préprio conjunto gque serd a safda no que respeita ao
conjunto. i : :
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Para os operadores de divisdo, nés nos colocaremos igual
mente no ponto de vista da substituig8o. Neste caso, sendo dado o con-
Junto na entrada, substituir-se-@8o conjuntos que estdo compreendidos no
conjunto a entrada por objetos. O conjunto destes objetos que substi -
tuem os sub-conjuntos separados cuja reunifio é o conjunto da entrada ngs
ddra o conjunto na saida. Por exemplo, um conjunto de mag8is pode ser o
conjunto na entrada. Decidir-se-d pdr trés magiis em cada prato. Ent3o
a méquina fard a opera¢ldo seguinte:

Por um conjunto de trés magds sobre um prato.

A entrada serd o conjunto de maglds, a safda serd um cer-
; to conjunto de pratos. Do ponto de vista aritmético, ter-se-4 feito u-
- divig8o por trés. E preciso prestar aten¢do para nfo introduzir en -
tradas nesta méquina que n8o se pode dividir em sub-conjuntos separados
dos de trés. A méquina n8o funcionard para tais entradas.

Na segunda parte das fichas, a crianga descobre a rela -
¢8o entre a adigio e a multiplicag@o. E preciso evitar de dizer & crian
¢a que a multiplicagédo n8o é senfio uma adigdo repetida. Uma adig8o re-
petida é uma mdquina equivalente a uma multiplica¢fo, mas uma equivalén-
cia ndo é uma identidade. Duas mdquinas podem fazer o mesmo trabalho
dem que elas sejam idénticas. Se tomamos mdquinas para acrescentar 2
duas entradas, viu-se j4 que se podem fazer restrig¢Bes e obter outras ma
quinas. Por exemplo, uma médquina para acrescentar onde uma das entradas
- é determinada, torna-se equivalente a uma mdquina de uma entrada, onde
é preciso acrescentar o niimero que se escolheu para uma ou outradas’ enha
das. H4 evidentemente outros meios de fazer restrigSes. No lugar de de
" terminar o valor de uma ou de outra das entradas, poder-se-ia exigir
que a entrada A e a entrada B sejam iguais, se falarmos dos n@imeros, ou
sejam conjuntos equivalentes, se falarmos dos conjuntos. Ver-se-4 que
uma tal méquina restrita & equivalente a uma méquina que produz dois ob
jetos & safda por um objeto da entrada. Uma tal mfquina & um multipli-
cador por dois. Em resumo, uma méquina para acrescentar a duas entradas
restritas para aceitar somente conjuntos equivalentes nas duas entradas,
é uma méquina equivalente a uma médquina para multiplicar por dois.

Ver-se-4 que se podem introduzir outras restri¢Ses. Por
exemplo, poder-se-ia decidir que a entrada B deve ser um a mais que a
entrada A. Teremos entZo uma méquina que multiplica por dois, depois
acrescenta um. Poder-se-ia decidir que, para cada objeto no conjunto &
entrada A, é preciso por dois objetos no conjunto a4 entrada B. POem-se
dois destes conjuntos na mdquina de reunir, e & saida obtem-se a reuni-
8o. Ver-se-4 que uma tal mdquina com certa restlgao, seréd equivalente
a uma mdquina de multiplicar por tres, porque ver-seZa que para cada ob
jeto introduzido na entrada A, haverd tres objetos na safda. Haverd o
préprio objeto, e ter-se-4 acrescentado 08 dois objetos da entrada B
que devem lhe corresponder, em virtude da restrigéo que se fez.

E claro que uma tal restrigdo complexa n8o deve ser in -
troduzida demasiado cedo. E todavia necessdrio explicar que as restri-
¢Bes impostas nas fichas n8o s8o as finicas possiveis. Ver-se-4 que se
pode construir uma mdquina que & equivalente a uma mdquina de multipli-
car a partir de uma mdquina de acrescentar de diversas entradas, subme-
tendo esta Ultima médquina a restrig®es convenientes.

Na terceira parte, introduzimos a multiplicag8o como opge
rag8o bindria, A méquina de multiplicar possuird duas entradas livres.

Chamemos as entradas A e B; a mdquina fard a operacgdo seg
guinte: A
E preciso pdr na safda tantos conjuntos equivalentes ao



conjunto da entrada A quantos elementos hd no conjunto da entrada B.Po-
der-sed restringir as entradas livres. ~Poder-se-ia, por exemplo, esco-
lher um valor para equivalentes. Vé<~se que se obtem uma méquina que
constroi o quadrado de um nimero. Diversos exerc{cios com material conm
creto variado s8o introduzidos, cujo objetivo & permitir & crianga fi -
xar em seu espirito as propriedades desta operac¢Zo especial de multipli
cag8o. Alguns exerc{cios conduzem a crianga & compreensfo do teorema
do bindmio. . ‘
% E preciso observar que hd casos em que a forma da safda
néio depende da base utilizada. Evidentemente se tomarmos um bastBozi -
-nho (varinha) e dois cubos pequenos numa base, e se tomarmos um bastdo-
.zinho e dois cubos pequenos em uma outra base, nZo teremos o mesmo nime
ro de cubinhos nestes conjuntos, se considerarmos o bast8ozinho como um
conjunto de cubinhos colados um ao outro. Em consequéncia, & um pouco
surpreendente que se encontre apesar de tudo o mesmo resultado na safda
no que concerne a forma ou entfo a quantidade do que sai da méquina.Por
exemplo, se pusermos um bast8ozinho e dois cubinhos nas duas entradas
de uma midquina de multiplicar, teremos sempre uma placa, quatro bastBe-
zinhos e quatro cubinhos na safda, se a base é cinco, seis, sete, oito,
nove, dez ou qualquer outra base seguinte. Quando se encontram resulta
dos gerais que ndo dependem do valor das varidveis que entervém no pro-
blema, chega-se a resultados algébricos. Os outros resultados, que de-
- pendem do valor das varidveis introduzidas nos problemas, sSo somente
resultados aritméticos. Assim, a crianga pode comegar a descobrir re -
sultados generalisdveis e dar os primeiros passos para a descoberta da
“d4lgebra. '

-

- Na oitava parte desta série de fichas, introduzimos a
crianga no problema da comutatividade mas somente no caso dos estados e o
dos operadores. /| :

“Ensina-gse-lhe que o valor da entrada e o valor da méqui-
na podem ser invertidos sem mudar o valor da safda. Cada vez gue isto
acontece, diz-se que a operagfio em quest8o & comutativa. Na 6 parte ,
hd alguns exercicios sobre a comutatividade dos préprios operadores.Es-
tes problemas s8o abordados de uma maneira mais precisa no volume Fra -
¢cOes. No fim desta série, abordam-se, no entanto, alguns dos problemas
que poderdo introduzir (iniciar) a crianga na nog8o dos operadores fra-
ciondrios. :

1. "A_natureza da multiplicacg8o.

Fichags 1.1 a 1.15

Na primeira ficha, introduzem-se as nog¢Ses da multipli -
cagdo, Tomam-se trés para um, sugerindo situac¢des concretas tais como
trés magds para um prato, tres sementes para uma magd, trés ovos para
um pdssaro. Pede-se & crianga que continue a série:

(1) se houver uma mag8, o operador nos d4 trés sementes,

(2) se houver duas mag¢is, nbés teremos seis sementes,

(3) para trés magéis, teremos, evidentemente, nove semeentes,
e assim por diante

Ficha 1,2

Aquf, nés introduzimos a base quatro para uma méquina
doig para um. Isto quer dizer que teremos sempre dois na safda, cada



vez que se introduz um na entrada. N8o é absolutamente evidente para a
crianga gque se consigam dois bast8ezinhos na safda, toda vez que se in-
troduza um bastaozxnho na entrada. E preciso que ela faga, por oons -
trug8o, a correspondéncia _entre os quatro cubinhos contidos no bast&o-
zinho e os quatro conauntos de dois cubinhos contidos nos dois bastfe -
zinhos queela obtiver. Uma vez que ela tiver obtido os quatro conjun -
tos de dois cubinhos, ela verd que pode trocé-los por dois bastBezinhos,
e que cada vez que ela p8e um bast8o zinho na entrada, ela obtem dois
bastBezinhos na safda.

As méquinas "quatro por um" e "cinco para um" que sdo
" pugeridas, podem ser utilizadas em qualquer base. NZo & necessirio que
_se restrinja & base quatro.

Ficha 1.3
Utilisam-se aqui as reguazinhag Cuisenaire - ( ou os Fa-
tores em cores ). Toma-se uma reguazinha encarnada na safda, toda vez

que se “tem uma reguazinha branca na entrada. Para fazer o cdlculo do
.que teremos na safda para uma reguazinha encarnada na entrada, é preci-
80 desfazer a reguazinha encarnada, substituindo-a por duas brancas. U-
tiliza-se a equivaléncia "ocupar o0 mesmo espago", quando se substitue a
reguazinha encarnada por um conjunto de duas reguazinhas brancas.s Em
seguida, aplica-se 0 operador e ver-gse—-a que na safda se obtem duas re--
guazinhas encarnadas. Se comegarmos na entrada com uma reguazinha ver-
. de, nés a substituimos por trés reguazinhas brancas. Cada uma destas re
guazinhas brancas na entrada nos dard uma reguazinha encarnada na safda.
As trés reguazinhas encarnadas podem ser substituidas por duas reguazi-
"nhas verdes, se apbicarmos a equivaléncia : "ocupar o me smo espago",Po-
de-se continuar assim indefinidadmente.

Ficha 1.4

Aqui, pode-se utilizar os cubinhos do material multibase,
as reguazinhas Cuisenaire, ou os Fatores em cores, ou simplesmente pa -
pel quadriculado. Toma-se o operador dois para um e se pBem as entra -
das sob a forma de uma escada para mostrar que se aumenta & entrada de
um cubinho, de uma reguazinha branca de cada vez. Ver-gse-d que a safda
é também uma escad em que as safdas aumentam de dois cubinhos, ou entHo
de uma reguazinha encarnada , de cada vez.

Pode~-se, efetivamente, aumentar as entradas de duas ou de
trés cada vez. Por exemplo, poderfamos tomar as entradas 3,5,7,9 e as-
sim sucessivamente. Teremos as safdas 6,10, 14, 18. Veremos que a esca
da que corresponde 4s entradas, teré degraus de um comprimento de duas
brancas, a0 passo que a escada gque corresponde s safdas, teréd degraus
do comprimento de quatro brancas. O comprimento dos degraus na safda
serd sempre o dobro do comprimento dos degraus na entrada.

Se fizermos o mesmo com O operador trés para um , vere -
mos que a relagBo entre o comprimento dos degraus gerd tres para um.Pa-
ra cada unidade de comprimento de um degrau na entrada, teremos trés u-
" nidades de comprimento para o deBrau correspondente na safda.

Ficha 1.5

Aqui, as informagGes sal® dadas em termo das reguazinhas
Cuisenaire. Ver-se-4 que, do ponto de vista matemético, a senha & idén
tica - h da ficha 1.4

Ficha 1.6
Nesta ficha, desenvolve-se a idéia de um gréfico.



-

As entradas sfio marcadas numa coluna e as safdas numa fileira. Para mar

car um ponto correspondente & entrada e & safida de um vaafr particular
da entrada, toma-se por exemplo a entrada um para a qual, numa méquina
"trés para um", obtem-se uma safda trés. Traga-se uma linha horizontal
da entrada um e traga-se uma linha vertical da safda tres. Marca-se o
ponto de intersecgéo destas duas linhas. Pode-se igualmente tomar uma
entrada dois e a safda correspondente 6 ou 11 na base cinco que & utili-
zada nesta ficha. Traga-se uma linha horizontal a partir da entrada dois

- e uma linha vertical a partir da safda 11. Na intersec¢@io destas duas
" linhas, marca-se um ponto. Apés ter achado todo um conjunto destes pon-

tos ver-se-4 que todos eles est8o sobre a mesma linha reta. Esta linha

.reta é uma representagéio grdfica do operador tres para um. Pode-se ex -

perimentar (procurar) achar a representagdo grdfica da mdquina dois para
um, assim como a da méquina guatro para um. Ver-se-4 que a linha traga-
da para trés para um estard situada entre as linhas que so t ragadas pa-
ra dois para um e guatro para um respectivamente,

Ficha 1.7

Nesta ficha, introduzem-se situag¢Bes quotidianas. E hébi
to colocar quatro cadeiras ao redor de uma mesa. A operag¢fio de pdr qua-
tro cadeiras ao redor de uma mesa é nosso operador multiplicativo.0 con-
Junto de.mesas é o conjunto da entrada, e o conjunto de todas as cadei -

.ras seréd o conjunto de safda. Para permitir que a crianga faga abstra -

¢80 das mesas e das cadeiras, sugere-se um exercicio de estrutura idén -
tico, tomando quatro fichas para uma crianga. As cadeiras sfo substitui

-das pelas fichas (ou moedas) e as mesas pelas criangas.

Para responder a pergunta 2, o operador é cinco cadeiras
para cada mesa; a entrada é um conjunto de duas mesas e a safda é um con
junto de dez cadeiras.

Na quest&o ( ou pergunta ) 3, introduze-se ainda uma si -
tuagfo de vida. Se cada crianga tiver necessidade de quatro potes de pin
tura, o operador em questdo é quatro potes para uma crianca. O conuunto
na entrada & um conjunto de seis criangas e o conjunto, na safda, serd o
conunto de todos os. potes de gque tivermos necessidade. Nés teremos ne -
cessidade de 24 potes. Se houver cinco criangas, pode-se utilizar a mes
ma médquina, mas a entrada serd um conjunto de cinco criangas. A safda
serd um conjunto de vinte potes de pintura. Se a entrada & um conjunto
de quatro criangas, a sdida é um conjunto de 15 potes de pintura, etec.

Ficha 1.8

4 Toma-se a base trés e estuda-se uma méquina dois para _um.
A ficha dé4 as entradas sucessivamente 1,2,10,11 etc. ... e a crianga de-
ve achar as safdas. As criangas achard@o em seguida que as safdas aumen
tam de dois cubos, ao passo que as entradas aumentam de um pequeno cubo.
No fim da ficha, déd-se uma safda e pergunta-se o que poderia bem ser a
entrada. A entrada é evidentemente um cubo grande e dois cubinhos.

Ficha 1.9

Estuda-se 0 mesmo operador. Exprimem-se os nimeros em ba
se cinco, utilizando os blocos multibases para os conjuntos corresponden
tes. Pedem-se as safdas.

Ficha 1.10

Introduze~se aquf um multiplicador mais complexo. Para
cada cubinho na entrada, deve-se tomar dois bastBezinhos e um cubinho na



safda. Apbs haver efetuado 0s agrupamentos necessédrios, ter-se-4 um

cubo grande, zeéro placa, dois bast3ezinhos e dois cubinhos. :

No segundo problema, a mdquina dada nos diz substituir
cada cubinho por um bast8ozinho e um cubinho. Em termos simb6licos 11
para um. S&8o0 dadas as entradas e s8o pedidas as safdas correspondentes.

Ficha 1.11

Aqui a base cinco é utilizada com uma méquina 12 para um.
As substituig¢Bes sfo efetuadas na figura e o aluno sé faz
.. as mudancas necessérias. Ver-se-4 facilmente que haverd uma placa, cin-
co bast3ezinhos e seis cubinhos. Evidentemente, poderemos trocar os cin
. co bastBezinhos por uma outra placa e cinco dos seis cubinhos por um ou-
*tro bast8ozinho. Isto quer dizer que, na safda, teremos duas placas ,um
sbastdozinho e um cubinho, isto é, 211 cubinhos.
: No 22 problema, utiliza-se uma entrada bastante complexa:
uma placa, dois bastBeszinhos e um cubinho. Vé-se que um bastZozinho e
dois cubinhos substituem cada cubinho. As cinco primeiras fileiras do
arranjo da safda resultam da placa na entrada. As duas Gltimas fileiras
do arranjo (da disposig@o ou combinagf@o) resultam dos dois bastOeszinhos
da entrada; o bast8ozinho e os dois cubinhos que est@o & parte, na extre
midade da p4gina, resultam do cubinho que estd sosinho na entrada. E
preciso, em seguida, fazer as trocas (mudangas) necessirias pdra trans -
formar a safda em forma estandardisada. Ver-se-d que a placa na entra -
- da, serd, com efeito, substituida por um cubo grande e duas placas na
safda; os dois bastBezinhos na entrada serfo substituidos por duas pla-
_cas e quatro bastBezinhos na safda; finalmente, o cubinho na entrada é
transformado em um bast@ozinho e dois cubinhos. Pode - se agora fazer
ainda trocas. Os cinco bast8ezinhos que foram obtidos podem ser substi-
tuidos por uma placa, o que nos d4 cinco placas ao todo. Nés temos ain-
da dois cubinhos. Isto que dizer que teremos dois cubos grandes e dois
cubinhos. Em algarismos: 2002, isto é, o valor numérico da safda em ba-
se cinco: o nimero de cubinhos na sédida, se fossem trocadas todas as pe
¢as por cubinhos. ;

Ficha 1.12

- Aqui a base doze & experimentada e, em consequéncia, a en
trada se escreve: 17. 4 :

Substituindo cada cubinho na entrada por dois cubinhos na
safda, terfamos, finalmente, dois conjuntos de primeira espécie e quator
ze cubinhos a mais. Doze destes quatroze pederiam ser trocados por uma
Gnica pega de primeira esfecie; assim, terfamos, na safda, trés pegas de
primeira espécie e dois cubinhos a mais, isto &, que na safda se escre -

. veriam: 32.

N&o héd uma solugZo dnica para o problema 2 desta ficha,
mas sendo dado o arranjo na figura, & conveniente concluir que a entra-
da teria podido ser, por exemplo, o conjunto de primeira espécie com
zero cubinho, isto &, 10. A méquina teria podido ser 12 para um, isto
é: : -
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Ficha 1.13

H4 um exemplo em que o0 problema ndo admite solug¢fojinica mas
0 arranjo da figura sugere que havia na entrada uma placa dois bast8ezi
nhos e trés cubinhos, e que a mdquina era "tome dois bastBezinhos e um
cubinho para um cubinho", isto é, em termo. numérico:

(:: 21 para um ::)

Apbs ter efetuado todas as trocas, ter-se-ia um cubo gran
. de, trés placas, zero bast8ozinho e trés cubinhos. Em termo numérico
-330%3 cubinhos:

0 segundo problema, ele também, n8o admite uma conclusfo
Gnica, mas o0 arranjo sujere que®entrada era um conjunto de dois basgtBe -
zinhos e dois cubinh@s, e que a méquina era a mesma que a utilizada na
1™ parte da ficha, isto &

(:;}21 para um j:)

Apés as trocas necessérias, teremos para a safda um cubo
_ grande, uma placa, dois bast@ezinhos e dois cubinhos, seja: 1122,

Ficha 1,14

; Nesta ficha, apresenta-se uma méquina cuja safda (é j& de
senhada) desenhou-se j4 na figura, e o aluno nada mais tem a fazer senfo
achar a forma final da safda, apés haver efetuado as trocas necessérias.
A méquina substitue cada cubinho da entrada por um bastfo-
zinho e um cubinho na safda. Por conseguinte, é uma méquina

(: 11 para 1 :)

Vé-se claramente que a forma transformada da safda serd
o conjunto que contém uma placa, trés bastBezinhos e dois cubinhos. A-
qui, achou-se uma relag8o algébrica. Esta relagdio & algébrica, porquan—
to 12 multiplicado por 1l serd sempre 132 numa base qualquer. O leitor
é convidado a efetuar a mudbtiplica¢@o na base quatro, na base seis, na
base sete e mesmo na base dez. Na base 10, sabe-se que 12 multiplicado
por 11 é igual a 132. A forma do resultado nio depende da base de que
nos servimos. Por esta razéo, o resultado é geral e por conseguinte per
tence ao dominio da dlgebra. Os resultados gerais, que se encontram en—
tre as propriedades dos nimeros que sfo independentes do valor de ao
menos uma variédvel intervindo no problema, s&@o resultados algébricos.

A salda no problema 2, apés as trocas necessérias, ndo
conduz a um resultado algébrico. Veremos que acabamos por ter simples -
mente dois cubos grandes e dois cubinhos. N&o haverd uma placa, nem um
bast@ozinho. Se efetudssemos a multiplicag8o de 12 por 121, numa outra
base, ndo terfamos 2002, apés haver efetuado as trocas necessdrias. Por
esta razéo, este exemplo é antes de natureza particular , e por conse -
guinte & antes um exemplo aritmético que um exemplo algébrico.




Ficha 1,5 ‘

quf, introduzimos a multiplicag@o que substitue cada cubi-
nho por um bast@iozinho. A entrada é um conjunto de um bast@ozinho e
de trés cubinhos; ver-se-4 que a safda Pode ser representada por uma
placa e trés bast8ezinhos. Se repetirmos este problema em outras ba-
ses, obteremos um resultado da mesma forma. E preciso salientar que
é somente forma que & idéntica. Ev1dentemente, se tomarmos um bastéo
zinho e tres cubinhos, na base cinco, ndo teremos a mesma entrada nu-
mérica que terfamos, se tomdssemos um bast@ozinho e tres cubinhos na
base quatro. Mas cada vez que tomamos up bast8ozinho e tres cubinhos
numa base qualquer e que aplicamos 0 operador

(:‘ um bast8ozinho substitue cada cubinhom;:>

" teremos, na safda, uma placa e trés bast3ezinhos, independentemente da
base escolhida, Por esta raz@o, o exercicio é de natureza algébrica.

Na 2 parte da ficha, pede-se a crianga, tendo sido dada a
safda, achar a entrada. O operador é o mesmo que o da primeira parte
da ficha. Evidentemtne a entrada achada serd um conjunto de deis bas-
t8ezinhos e de trés cubinhos. Nesta ficha, proporciona-se & crianga a
ocasifio de atingir as intui¢Bes subjacentes & multiplicagfo pela base.

Quando um bast8ozinho substitue cada cubinho, a crianga de -
ve se dar conta de que é preciso tomar uma placa para substituir cada
bast8ozinho, um cubo grande para substituir cada placa, e assim por
diante. No comego, & preciso, mesmo asSsim que a crianga faga as subs-
titui¢Bes minunciosamente, substituindo cada cubinho por um bastfozi-
nho. E a raz8o pela qual a safda é desenhada desta maneira. A cri-
anca estd em condig¢gOes de ver que cada cubinho, mesmo que ele esteja
compreendido num bast&ozinho é substituido por um bast8ozinho. Trata-
se de uma aprendizagem que permite controlar que os quairo bastdezi -
phos, obtidos na safda, podem ser substituidos por uma placa. Apés um
certo nimero de exercicios semelhantes, a crianga se dard conta (com-
preenderd) da relaglio constante entre a safda e a entrada, que é sem-
pre a relagéo 10 sobre 1.

2) MULTIPLICACOES E ADICOES REPETIDAS.
Fichas 2.1 & 2.11

Ficha 2.1

Os alunos que abordam os problemas desta série deverédo ter
feito os problemas correspondentes na série: "Operadorcs aditivos".E-
les ter8o se familiarizado com operadores aditivos de duas entradas.
"Aqui, quer-se mostrar que um operador aditivo de duas entradas, sujei-
to & restrigZo de que em cada entrada & preciso sempre pdr conjuntos
equivalentes, é equivalente a um operador

(:j dois para um )

Ngo é preciso confundir aqui os dois sentidos da palavra
equivaléncia. Quando dois conjuntos s8o equivalentes, isto quer dizer




que pensamos na relacgfio de equivaléncia "ter tantos elementos como",
Quando dizemos que duas mdquinas sfio equivalentes, pensamos na equiva=
léncia: "faz o mesmo trabalho como". No primeiro caso, nosso conjunto
universal é o dos conjuntos; no outro caso é o das méquians ou dos ope
radores. Repetimos:

Dois conjuntos equivalentes tém o mesmo nimero de ele -
mentos,
duas mdquinas equivalentes fazem o mesmo trabalho.

0 trabalho feito pelo aluno sobre as relagdes de equiva-
- léncia na série de fichas intitulada "Relac3es" lhe terd ensinado que
se um objeto matemftico & equivalente a um outro, & da relag@o de equi
- valéncja, como também do conjunto universal escolhido que depende a e-
' qulvalanc1a de dois_objetos matemdticos.

Na 2" parte da ficha, utilizamos duas médquinas. A méqui
na R é uma méquina composta de tres entradas. Em todas as entradas &
‘preciso pdr elementos equivalentes. E o que se entende por "a mesma
cousa". Se as mdquinas sZo abgtratas, as entradas serdo nimeros. Nes-
te caso, as mdquinas adicionam os nimeros que introduzimos nas entradas.

~-Se as mdquinas reunem conjuntos, as entradas serfo con-
juntos, Os conjuntos nas entradas devem ser equivalentes entre si. No
caso em que pensamos nas mdquinas abstratas, é preciso dizer que os nfi-
meros nas entradas devem ser iguais. A méquina R tem trés entradas.Ver
se-4 que a méquina T & equivalente & mdquina R. Estas duas méquinas fg
.zem o0 mesmo trabalho.

Ybserva-se que nfio foram postas mais de duas entradas ao
mesmo tempo para cada méquina de somar. Quando se pensa precisamente
‘nisto, n8o se pode senfo acrescentar dois nimeros ao mesmo tempo; nfo
se pode reunir senfio dois conjuntos ao mesmo tempo. Apés haver acrescen
tado dois nimeros, pode-se acrescentar um terceiro; apés haver feito a
reunifio de dois conjuntos, pode-se reunir esta reunifio a um terceiro
conjunto. E por esta raz8o que se desenham mdquinas; pondo somente duas
entradas para cada reunifio, ou para cada adig#o.

Ficha 2,2

A méquina X tem duas entradas, a mdquina Y tem trés, e a
méquina Z tem quatro. ImpSe-se uma restrigédo a todas estas mdquinas.E
preciso sempre por conjuntos equivalentes nas entradas de cada méquina.
Pede-se que a crianga faga um quadro para cada mdquina. No problema 2,
pede-se-lhe que faga a comparag8o entre estas mdquinas de reunifio e as
méquinas correspondentes que exprimem operadores multiplicativos. Evi-
dentemente a méquina X é equivalente & mdquina
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A méquina Y & equivalente & méquina

—<: p para 1 ;:>e

e a méquiha Z & equivalente & méquina

—(i' 4  pars 1 :)+




Em seguida, d8o-se as safdas que se obtem das méquinas
de adicionar, e pede-se & crianga que escreva as safdas corresponden-
tes tais como elas sfo obtidas nas safdas das mdquinas de multiplicar
correspondentes. As mdquinas que fazem o mesmo trabalho s@o mdquinas
equivalentes. Esta ficha sublinha esta no@o de uma maneira explicita.

Ficha 2.6
Utilizam-se as reguazinhas do material algébrico.A fi-

cha apresenta uma figura em que a entrada estd & direita e a safda, a
esquerda. N&8o é importante conservar, para a entrada, sempre o mesmo
lado. . Com efeito, h§ um conven¢@o bastante difundida segundo a qual,
numa multiplicag¢@o, o primeiro fator é o multiplicador e o segundo, o
multiplicando. Poderia parecer, pois, mais natural pdr a entrada & di
reita e a mdquina & esquerda. Os simbolos 4 x , 5 x , etc ... podem

. ser rodeados por cfrculos (ou circundados) para evidenciar o fato de

que sd@o operadores.
Se ndio se soubesse que uma miquina
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é equivalente a uma méquina de adicionar com trés entradas, sujeita &
condig8o de introduzir sempre conjuntos equivalentes em cada entrada,
ndo se paderia resolver o problema apresentado no comego desta ficha,
vigto que a entrada & dada de uma maneira geral. A régua pequena re-
presenta um conjunto arbitrédrio. A cada elemento do conjunto repre-
sentado por uma tal reguazinha corresponderd, na safda, um conjunto de
trés objetos. Acontecendo que n8o se saiba quantos objetos hd no con-
junto de entrada, n8o somos capazes de achar o conjunto de safda. Mas,
8e nos servirmos do gimbolismo concreto de uma reguazinha para repre -
sentar um conjunto qualquer, nés sabemos que a safda serd um conjunto
que contém trés conjuntos separados, cada um equivalente ao conjunto da
entrada. FPoder-se-ia, ent8o, simbolizar o conjunto na safda por tres
reguazinhas simbélicas. uva mesma maneira, se pusermos dois conjuntos
na entrada, isto &, a reunifo de dois conjuntos quaisquer, mas equiva-
lentes entre si, teremos a reunifio de seis conjuntos na saida, cada um
destes conjuntos sendo equivalente a um e a outro dos conjuntos cuja
reuni&io fornecia nossa entrada. A crianga aprende que 4 vezes uma en-
trada qualquer lhe dard o mesmo néimero de elementos que a adigfio repe-
tida desta entrada, numa adig8o de gquatro termos. se quisermos nos
servir de uma notagdo algébrica, a crianga aprende ai que 4x A: A*AYA*A,
onde A representa o nimero de elementog em nosso conjunto gualquer. Os

-quadrados vazios da ficha representam, igualmente, o nimero de elemen-

tos do conjunto qualquer que nés ndo precisamos (fixamos)

Ficha 2,7

As intuig¢des de que acabamos de falar s8o precisas (exa-
tas). Para anotar a operag@o de multiplicag¢8io por um némero dado, um
simbolismo é desenvolvido. Toma-se ai o primeiro fator para aquele que
desempenharéd o papel de multiplicador. O segundo fator desempenhard o
papel da entrada, isto &, o do multiplicando.

a8 questBes 2 e 3 apresentam problemas que s8o fdceis de
resolver e ddo & crianga ocasifio de praticar o que ela aprendeu. Evi-
dentemente, ela terd necessidade de mais prédtica que ndo é possivel dar
lhe nas fichas. Na quarta quest@o, escolhe-se a base quatro, e por con

seguinte a miquina
‘C 4paralj;
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torna-se
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Pede-se & crianga que ache as saidas de certas multiplicagdes por 1lu.
A8 respostas serdo 20, 30, 100, 110, 120, 130, e assim sucessivamente.

Irata-se aqui de reforgar o que a crianga jé aprendeu
a respeito da multiplicagéo pela base. A mdquina de multiplicar

. 10 paral i:>$

é uma méquina que substitue cada cubinho por um bastaozinho, do ponto
de vista de conjunto.

Ficha 2.8

etoma-se a introdugao de uma entrada qualquer. a en -
trada qualquer é representada por uma reguazinha, um bastdozinho, uma
barra que & um simbolo concreto para o conjunto qualquer. As divi -
80es vasias, de que nos servimos mais tarde, representam os némeros de
elementosg nestes conjuntos quaisquer. Numa mesma equag8o, & preciso
sempre’ substituir cada compartimento, ou quadrado vazio, pelo mesmo né
mero. Por exemplo, quatro vezes uma entrada qualquer & igual a esta
"entrada, mais esta entrada, mais esta entrada, mais esta entrada. A
méquina é desenhada do ponto de vista de conjuntos, ao passo que a e~
.quagéo

4 x entrada = entrada + entrada + entrada *entrada
é escrita do ponto de vista numérico. ver-se-4 que esta equagio & ver
dadeira independentemente do valor da entrada. Por esta razéo, & uma
equagdo algébrica e ndo aritmética. As equagdes que eram as solugdes
dos problemas 2 e 3 da ficha precedente, eram equag8es artméticas.

Ficha 2,9

Ela explora a compreenséo que a crianga tiver j4 atingi
do, isto é, a da equivaléncia da médquina & esquerda com a méquina & di-
reita, desenhadas na ficha, A entrada sugerida é o conjunto constitui-
do por uma placa, dois bastSezinhos e um cubinho. Se pusermos um con-
Junto igual na entrada A, assim como na entrada B, assim como na entra-
da C, teremos a saida indicada de tr&s placas, seis bastBeszinhos e
trés cubinhos. Apés haver efetuado &s trocas, teremos um cubo grande,
duas placas e um bast&@ozinho., lsto quer dizer que 121 cubinhos na en-
trada ser@io transformados em 1210 cubinhos na safda. Obteremos o mesmo

« resultado se introduzirmos a entrada 121 na méquina

- s )

Se a crianga experimenta introduzir diversas entradas nas duas méquinas,
prestando atengédo para introduzir o Mesmo nimero de cubinhos em:da en=-
trada da mdquina de esquerda que ela introduzir na entrada da méquina de
direita, ela achard que as safdas lhe dar@o sempre o mesmo n@imero de cu-
binhos. Uma tal experiéncia a convencerd ainda mais que as duas maqui-
nas séo, com efeito, egliivalentesg.

Ficha 2,10 \
As méquinas desta ficha sBio também equivalentes. H&, pae

ra fazer, uma reunifio de dois conjuntos equivalentes; Utiliza-se um
conjunto equivalente para introduzir na entrada duma méquina que substi-
tue cada cubinho por dois cubinhos. A crianga s6 tem que fazer as tro -




cas e achar o mesmo resultado para cada uma destas duas mdquinas. Ou-
tros exercicios semelhantes s8o apresentados nos problemas 2 e 3.

Ficha 2.1L

Volta-se ou retorna-se a equivalﬁncia de uma méquina pa
ra reunir composta de trés entradas, sujeitas & restriglo de que as en
tradas devem receber conjuntos equivalentes, e-a médquina

(:» 3 para um :)

Utiliza~-se a base quatro. A crianga deve achar a saf -
da em cada caso e descobrir que ela obtém o mesmo némero de cubinhos.
D&o se-lhe as midquinas desenhadas de uma maneira mais esquemdtica na
parte inferior da ficha e sugere-se que ela faga um quadro para achar
as safdas de A e de B, mas esta vez na base cinco. Ela deveria ver
que a base utilizada n8o tem influéncia sobre a equivaléncia das duas
médquinas.

3. A multiplicac8o como operag¢8o bindria
Fichag 3.1 a _3.11 ‘

Nas fichas anteriores, uma méquina de multiplicar nos dji
zia sempre precisamente quantos objetos eram precisos tomar para subs-
tituir cada um dos objetos que faziam parte do conjunto na entrada. Por
esta raz8o, as mdquinas estudadas até agora n8o tinham senZo uma fnica
entrada, visto que, sendo dada a entrada, era possivel achar o némero
de elementos na safda. Nesta terceira parte, estudam-se operadores mul
tiplBcativos de duas entradag de uma maneira paralela ao que se fez ao
estudar os operadores aditivos. No infcio do estudo dos operadores a -
ditivos, era exatamente determinado de quanto se aumenta a entrada; mais
tarde, introduziram-se mdquinas de reunir. Estas méquinas de reunir
nos conduziram & congiderag8o dos casos especiais destas mdquinas. Nes-
tes casos especiais, nés concluimos que uma miquina de reunir pode ser
equivalente a uma midquina de multiplicar. N6és vamos ver mais tarde que
.mdquinas de multiplicar de duas entradas podem ser submetidas a restri-
¢Bes que as tornar@io equivalentes &s médquinas que fazem o quadrado de
um ndimero. Serd o caso em que nos serd imposta a restrig@o de que as
duas entradas devem receber conjuntos eguivalentes, ou ent8o iguais.



Ficha 2
Ela repete a mesma senha, mas com "trensg" construidos
por meio de reguazinha, ou de Fatores coloridos. '

Ficha 2.4

‘Apresenta-se um conjunto de mdquinas, e a criang¢a deve
decidir se hé méquinas que pertencem i mesma famf{lia. B preciso supor
que as restrigSes de equivaléncia dos conjuntos de entradas sdo obsers

. vadas. H4 méquinas de reunifio das quais um & equivalente a uma ma§ui-
na

}
3 (omm )

. uma outra a uma méquina

{spml)

e uma outra a uma méquina
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Escreveu-se reunifio nas mdquinas para que a crianga pos

sa considerar estas opera¢Bes como operagdes de conjuntos. Por esta
" razéo, desenharam-se os cubinhos nas mdquinas que representam os opera

dores multiplicativos para que eles se possam por no mesmo nivel de
conjuntos (ensembliste)para todas as méquinas.

Ficha 2.5

Introduze-se a nogd@o da equivaléncia das méquians de uma
maneira mais explicita, visto que & sugerido que a mdquina de esquerda
faz o mesmo trabalho que a méquina de direita., Para simbolizar o que
é uma mdquina composta de miquinas simples de reunifio do ponto de vista
numérico, utilisa-se o simbolismo da adig¢fiol Para simbolizar numérica-
mente o que faz uma médquina de multiplicar, utiliza-se o simbolismo da
multiplicagdo. Sabe-se por exemplo, que, se introduzimos um conjunto
de quatro objetos em cada uma das entradas da médquina de reunir de trés

o entradas, assim como na entrada da mdquiaa b
1
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ter-se-4, nos dois casos, um conjunto de doze na safda. No primeiro ca
80, escrever-se-4 4+4+4, ao passo que, no segundo caso, escrever-—sgse-4
3 x 4. :

Acontecendo que estas duas saidas nos d8o nos dois casos
0o mesmo niéimero , pode-se apresentar a igualdade.

3Xx4=4+4+4

Sugere-se aquf{ que o operador seja escrito na frente. Quando se escre-
ve 3 x 4, é o guatro que representa a entrada, tres que represen
tam a miquina que transforma cada objeto na entrada em trés objetos na
safda. Em fim de ficha, pede-se & crianga substituir as safdas das md-
quinas de multiplicar pelas safdas correspondentes que serfo obtidas, se
introduzirmos as mesmas entradas nas mdquinas correspondentes de somar.



