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2. 0S8 NUMEROS

201l. Os Nume-os eomo propriedades dos conuuntos.
Conjunt s =quivalentes

unce s.rf demsis repetir que o numerc ndo e de

nodo nenhum uma coisa,. £ ume oprey dedade exatamente come o vermelhdo
(colorido) des faces ou a escuriddo da noite ou @ redondeza das torres.
Lssas prépriedades nao sao ne: cbjetos reals nem econtecimentos. & for
ma circular de ume torre ndo - & prépria torre. A escuridfio d# noite
nfio € 2 noite. kLsses proprieiacd:s, nfo existem independentemente. o
Do mesmo modo os numeros: doi ’ trés, quatro, ndo existen "concre 8-
mente™s sfo as proprledades dos conjuntos de elementos asos guais eles
se referem, "3ois® ¢ a proprizdede de todo congunto de doiz objetos;-
tres ¢ a oropriedade de todo conjunto de tres objetoso

Pare deccchrir est2 nogao de o;oprizdade, 6 ne-
cessario gue as criangas jo usm con JiQgos de ) 0 e
gg;mg E neecessédrio que éle- aoprendem a classificar 0s conjuntos em
conjuntos equlvalentes., Por -xemplo, trazemos chapeus de »@pel p~ra3
a claesse ¢ perguntamos 2s cri ngas se ha bastente pera que cacd um <
tenhe um. & meis chepeus, o criangss. ou a8 quantidr-de exata? Unma
vez 8 distribuigao terminads, heveré, talvez, erisnges sem chen~éu, ou
mals chepeéus, ¢ sobrarso alguisye Ou ainda, se calculamos bem, tera
talvez exatemente tantos chopous quantas cri?ngaso Neéste ea 180, nods e
teremos estebelecido ume2 corr sr:ndercia teérmo & térmo entre o conjun
to dos chapeus e o das eriangss da classe. «quando uma t8l corresnone
dencis se encontra estabeleciia entre dois conjuntos, dissemos que =
estes dois conjuntos sdo eqni-alantes. Dizemos tambfn. gqne cles tem
a mesme pronriedsde pumerice Por ex cmolo, se h8 einco crisnceas no
grupo e nos lhe dsnos eineo c r#us, ns uma correspondencia termo 2 -
termo no sentido gue trde eri nga nso tera mais do que um ehcpeu e o
gue 2 todo chapeu corresponded uma e somente criange. Nao havers ne
nhuma criang® sem chapeu mem nenhums chapeu sem erisnga, Lsta proprl
edrde comum dos dols conjuntc 'y que os torne equivalentes pel2 possie
bilidade de estaheslecer uma c»r,aSpondgncia de elemento 2 elemento, &
chamsde & pn ledade ci 1/ § antes gue 2s crisngss comeg2m 2 -
escrever os algariSmos gque sl bollzam as prOpriedﬂdeo nuﬁericp y € o
indiSpensaWel que elas jogam s jogos de curreSQOnuénc;n deste gemero,
ndo seré mais do que em se tc »r 3o como elementos de un conjunto e ue
tilizando os objetos ds clsss ara fazer conjuntos equivalentes; e -
assim por disnte o '

Nao o T-e-ssario que oe eonjunbos ecuivelentes
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Se #s criangas j2 estdo familiarizadss com os blocos 14
gicos, talvez ja temham feito jogos comportando conjuncoss e disjune
goeso Um jogo de conjungBo & um Jogo sobre "80 mesmo LEmPO ceoeoo®
enquanto que um jogo de disjuncfo & um jogo sobre "ou bien ou bien ¥
Nos Jogos conjuntivos, com 0S8 blocos légicOS, ensinamos as erisncas
8 considerar os atributos "compostos® que sejem teis gque um bloco -
possa possui-los 20 mesmo tempo. Por exemplo, vermelho e gusdrado,
Um bloco que & 20 mesmo tempo vermelho e qundrado possul o atribute
“vermelho" e o atributo "qusdrado®. Se, pois, nos gueremos former o
conjunto de toaos os bloecos vermelhos e o conjunto de todos os b‘om~
cos quadrados, ent8o os blocos gue sfo vermelhos g quedrados estarfo
contidos‘na»gn;gxgggygg do conjunto dos blocos guadrados. 08 Jogos -
conjuntives quendo sfo jogados com os atributos correspondem 20S joe
gos de intersec§5o jogados con conjuntos. Assim os diagramas de Vern
cons trufdos com os blocos 1ogiGOQ, corresponden ex@bamente 2o proce-
dinento qgue consiste en rodesr as cris HgﬂS com cordas e realizar, ag
sim, 8s intersecgoes. Dests maneirs sera naturalmente possfvel pena-
sar em mais de dols atributos, tres por exemplo, e, tomando as crian
¢as como membros de nosso universo, fazer de um diagrama de Venn em
tres arcos. Por exemplo, podemos tomer como primeiro atributo s qua
lidade de menino e penser no conjunto de todos os meninos. Depois -
podemos tomar como outro stributo o fato de trajar vermelho e fore-
mer o conjunto de todes as criangas que trajam vermelho. Enfim, to-
mar os eabelos loircs como tercelro atributo, constituindo o eonjune
to de todas as eriangas de cabelos loiros. Podemos, entlo, passar -
eordss ao redor deste conjuntos ¢ deixar as criangas determinsrem -
aos quais elas pertencem, porquec elas bem éabem como estéo vestidas,
se s8o meninos ou menines, se tem on ndo cabelos lodires.

Assim, joger as intersecgogs, no caso dos conjuntos, é em sumd 8 “meg
me" colsa que jogar o jggo do "e" com os atributos.

Do mesmo modo fazer reunives, e 2 mesmé coisa que jogar
o "ou...ou® com o8 atributos. Tomemos, por exemplo, 2 reunizo do -
conjunto dos meninos com o conjunto des criangas vestides Ge vermee
lhos entﬁo, a2 reunifo formade pele totalidade das cyriancas considera
das de um e outro conjunto pode ser defimida pelo atributo "ou bem -
ser - um menino ou bem estar vestldo de vermelho™. Isto significa
pois que nos considersmos todas as criangas que estao em um® ok Ol
tra corde., Naturalmente no caso de trés atributos, nos consideramos

£ ~ ] L3 <
.0 conjunto das criangas que e a2 reuvhiao do conjunto dos meninos com

o conjunto das crianges 7estides de vermelho, depois, & reunigo des-
ta reunio com o conjunto dss criancas de c¢sbelos loiros. Ent2c,nos
podemos dizer que, na reunigo’%ot319 nos eonsideramos toda orianga
que tem um ou outro dos tres atributos, isto @:

é necessario que seja um menino, que estej2 vestido

‘de vermelho, ou ainde gue tenha cabelos loiros. A

Podemos tornar o jogo do "ou ...ou" meis realista e jup
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4 &
dades numericas e 2 impossibilideda, 2 _inigualdede de sues propriedadeso
e @»n £

Ha tres meneiras possiveis de exprimir 2 Anigual

- 2 - -
dade, Podemos dizer, por exemplo, gue o numero dos elementos do conjun-

~ & » 4 . :
to grande azul nio e do mesmo numero de elementos do conjunto de quadrae
do a vermelhos. “Nao o mesmo" pode ser $imbolizedo pelo sinal de 1gugl-

dsde cortado (diferente de):

N {grandes azuis% # N gguadrados v&melho%}

i & : )
: Podemos precisar s informacao dizende que ha mals
elementos no conjunto dos grandes azuls que néste dos guadrsdos vermelhos.
Isto se indica pelo sinal >

N ggrandes azuis%) N {quédrados vermelhos_)j

Do mesmo modo, Se queremos indicar que hé menos ee
1ementos no conjunto dos gusdrados vermelhos gue no dos grondes azuls, -
nos empregaremos o sinel 1< o

NOTA : 1. Os simbolos < >  serfo facilmente adquiri-
dos pela mﬂnipulagao das barrinhas (reglettes emboltables) s

CJ‘/’,/’
= \ 5 (N.D.B.)

% -
N équadrados vermelhos A ) i grandes azuis}
quanto 8 proprisdade numerica, em si se ex- rime, -
nos acabamoq de ver, colocando 8 letra N antes do sinal de conjunto. Por
exenmplo, escrevamos a lgurldsde:

N {quadraaos vermelhosj = N {mé’z@ndes azuis}
e esta igualdade e o das propriedades numerices destes doils conjuntos.
Sera bem entendido, inexnato dizer que o conjunto dos guadrados vernelhos$
@ o mesmo que o conjunto dos redondos 2zuls, enguanto gue nao e mais ine-

xato dizer que o numero de elementos destes dois conauntos e 0 MesSmo.. Assim

acabamos de mostrar que podemos nos colocar em AolsS NIVE Lfe
quando falamos de igualdade. Quando dois conauntos s80 1guais9 8 signifl
cagao & totalmente diferente drquelsa quanéo o gumero de elementos dos do-
is conjuntos ¢ o mesmo- Ou ainda, se nos gueremos dizer algume colise de
inigualdade, nos podemog escrevess
N igrandeq ’-ernelhos} > E%-{trigngulgs amareloss

Este notegao traduz o fsto yue se nos gueremos esti
belecer uma %? %%F%i ndencia entre o eon1 nto dos vermelhos éraqﬁss e o -
conjunto dos elementoe 208 quaic RA0 horresoondera nenhum elemento no seo
gundo eonjunto. Em presenga de ume tal situagRo, 1 nis dizemos que @ proma

3 e e
priedrde numerica do primeiro conjunto e m2ior do que @ propriedesde nume

08 anarelos, val restar ne primeirs conjunig um cevte |
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pre & m8o e que e necessario jogar seguidrmenteo

Podemos nos servir destes c"ﬁﬁeﬂunﬁmeros.nara Jogar o3 jo-
gos de corresgon&encia térmo & termo com outros conjuntos. Por exemplo
se temos um conjunto composto de uma lerenje, ums meg&, ¢ um® banans, -
podemos jogar tomando prizeiro as tres primeir s palavras pa_ ordem corre
£a, e as colocar, um® por umd, em eorresgaﬁd@ncia com os elementos do -
conjunto de de frutas. Podemos atribulr o "um" 2 mega o “dois® a larap
ja e o "trez" a bansna, mas, bem entendido, ndo e indispensavel nos pren
dermos & esta ordem. Nos vimos, com efeito, gque » ordem dos elementos
deu um conjunto, néo importa. Ao contrério, @ ordem dos elementos do -
conjunto das palavras-nﬁm%ros & essencisl. 0 gue importa & Comegsr pee
lo #um® mes tento podemos atribuf-lo 2 benena como @ outre fruts,

Se sabemos bem 2s palavras-nimeros ns ordem gorreta, 8 ule
tima palavre numero determins o “numero cardinal® do conjunto de objetos.
£ isto gue queremos dizer guando se fsl2 em “contar os elementos de um
conjunto®. £ neeessério maultiplicer as stividsdes dests especle lembron-
do que o foto de limiter s fszer contar "umydois, trés;‘quatro, c¢incooeoo®
tem muito menos sigfificads do que frzer escolher ss mlavres “"um"“,"dols®
"trSS“, "quatro®... @ de 2as fazer colocsr enm correspond@ncie tgrmo 8 tere
mo, com oS elementos de conjuntos mrterialmente redilzados. ‘

Naturalmente,.é neecesscrio meamo, & segulr Jjogar os Jogos &
snalogos com os algsrismos "1%, "2%, *3* .., Podemos, por exemplo, pars
comegar, fazer colocar en correSpondéncis com 08 elementos do conjunto -
ao mesmo tempo, os certoes-pelavras ¢ os esrtoes-slgsrismos. Pars come-
garg nos limltaremos &8o0s numeros de um 2 nove. :

1.15 Conjunto de conjuntos, e conjunto de conjuntos
de conjuntos.

Convem consagrar um2 serie de Jjogos 8s trocss de universos
gue podem se produzir ®o longo de uma ligaon Por exemplo, em um dado me-
‘mento, pensamos no universo dss criangas que est2o na classe e, mols tex
de, ne mesma lig8o, pedimos que pensem no universo dos. conjuntos de crlan
‘g88, 0 gue é diferente. Como pode ‘ST um pouco abztrato para as criangas
pensdr num unlverso de todos os nossgveie econjuntos decrlangas ’ oodemos -
nos contentar em,conduziu los & pensar em universos de particulares conjun-
tos de crianges.

: paya melhor nos f8 ermos compresndsr, exporemos em detalhe -
um jsgo'a partir do quel podem ser erizdos semelnantes. Fzzemos 2s crisp
cas sent2rem nas messe on nas carteiras; em seus lugeres habituais. Por
exemplo, colocemos quatro crianges ao redor de cada mesa, ou duss crian-
gas por benco e falamos am “mesas" (tablées) de crianges. Néste c@so, -
alem do universo dss criingas ds classug_hsvera um oubro conjunto de ba-
ge no gqual poderemos peni'r durante 3 lic80 ~ o universo das mesas (ou -

‘das carteiras),
Podemos, en: .0, comecar 8 jogar estabelecendo & carr959and§g
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cia termo a tgrmo, entre os zonjuntos pertencentes @ esses dols univer-
sos. Por exemplo, nodemos Jogar [#zendo corresponder as mesas de crizp
¢2s e 3s mesas, de meneira gie um uvivarsu sera de mesas de criangasiég
sses conjuntos de quatro criangas & que s3o os elemenfos do universo) e
no outro universo hsvera mesis (as mes>s serSo os elementos & @ste uni-
verso). Se ao redor de c8ds mese h2 guatro crisncas sentedes, se néo -
h# nenhumad mesa desocupsda e se nfo h-a ‘nen nhuma criancza de pe: hé tantss
messs guantas "mesrs® de criingas (tablees). Nes:e caso ha corresponden
cisa termo a termo entre um 3n3uato de mesas e um conjunto de crisncgas -
sentades 2 mesa. (Msta ndo ¢ ums corresy ondéneia térmo a termo entre o -
conjunto das mesas e o conjunto das criangas).

Consideremos o czso seguinte. Imaginemos (ou dispomos)einco
mesza e 80 redor de cada meusd imaginamss QLQtTO eriangas, Nos nodencs «
nes te C880y poOIr enm corresocvxgncie teér-o 8 termo o conjunto dos Yuartetos
(permitem-nos chamer assim, [or necessidede do caso, os grupos de quatro
eriancas) sentadas 3o redor ce e-(» mes2 com o conjunto das mesas. Ha -
tantos guartetos quantas me:-s. Sey Ao eantrério, tentarmog por em cor-
respondencia, um @ um, o corjunte de eri-ngas com o conjunto de wesas, -
fracasearenoe lementavelmentr , porgue né muito mais de cinco crianges e
s6 ha cineo meses, quando clr:zermos &8 s=xt® crianca nio havera mails meses
pars ela. Ha evidentemente. mels criangés do que messs, mas ha tantos -

“quartetos™ guantas mesres.

Podemos levar ¢ jogo mals longe e imaginsr que cada erisnca
tenhe tres livros,. Neste e £ nos penstros em “conjuntos de livros", mas
nfo importa guais conjuntos s tres liveos en “trios® de llvros. Nos o
dispomos, entio, de um msio: aumero de universos. Nos temos o universo
das criengas, o universo do: "quartetos" de crisngas, o universo dos tri

os de livros e o universo do: livros. Podemos jogar e, por exemplo, pergun

tars "0 que oodemos por em 1 rressondsncia (fozer ir) um @ um?®, Assim

o conjunto de trios de livr ¢ poce ser pesto en correSQOndéncia com o con
Junto dss criangas, Ha teniis trios de livros gquent~s criangas sentadas
ao rador das mesas. e had 1,12lmente tantos “quartetos de trios® da li-
vros quantos “guartetos® de « rilsngass &, a8cssin por diante.

Mes hﬁ, natura | :nte, multo mais llvros do que criangasa Se
engalarmos estabelecer ume ierSQOndencia termo 8 termo entre o numero
de livros e o n&méro_de ericl 3ass, faltardo erienges bem =ntes de faltar
livros, do mesmo modo que 8. messs psra & totelidsde de clacse,

EBstemos em pre raga o universo dos conteudos numéricos gres
centes. J universo numerice (ate neie reco ¢ o das mesas, que tem 8 mee-
ma propriedade numérice do 1ivarso dos “qaaruetos” de criancas, O univeg
80 das criangas'j§ e mais 1 ;ortante em numero, e tem a mesme propriedade
numerica que o universo dos 'trios™ de livros. Quanto 2o unlverso dos 14
VIros, e o que tem malor con v 1do numerico. Assim, ¢ ordem ascendente e:
neses, criangas, livros. © ; leremos 2rlculsr o nimero de livros gue ha
sobre todss 2s messs € nece . “rio, primeiro, procursr o numero de Livros



.0 o

Com esta série, a cd anga ndo tem nenhums necevsidﬂde de caber que pars
obter o "seguinte" o “sucessivo® de 5 & necessério juntar 1 ao 5 & ob-
ter 6o E suficiente recitar a série de pslevras, que sprendeu ds cor
@ o que vem apos o "cineo® serd o "sucessivo® e ela sabera que e "seis"®
Mas esta maneirs de agir deixa completamente separades as ideias de "um
a mais®, de "vizinho" e de"sucessivo®. Tem sido amplements demongtrado
que quendo as crianges ndo tem ume certs medids, de certo modo, exito
em fazer a sintese entre estas durs idéias, todo seu trabelho sobre os
numeros arrisce ger feito ("au petdit bonheur la chance®) Gom ponce exi-
to, e elas ndo s30 capazes de raclonar eflcezments sobre es situaooes =
aritmétices mels simples, i

0 jogo deserito em lo2. (pag.li7) pode ser tornae
do 1ndenendente de tode base de numerég2o, psra verificar o conhecimen-
to dos numeros fazendo as criangass construlrem plihss de cubos de manseji
r8 recorrente, isto eg referindo-se @8 pilha procedente ceds vez que €—
las construirem a oilha seguinteo :

Nota - fiate jogo se deve a8 P, Gr@cog aumg forma 1igeiramer,
te diferente. Veja Etudes, XIII, ggmmmc,matxmﬁm
do _numera.

0 primeiro exercicio e muito simples. Tomer um -
objetos lemos F primelira pilha. A

En seguida construir unm cohgmnua equivalente ao
primeiro conjunto (ou a primeirs pilhe). Melhor dito, a crianca deve
separar um outro objeto. Depols pedimos colocer um outro objeto com
éste objeto. Assim construiram seu segundo conjun to (sus segunda pilha).

EBn seguida , construlmos um conjunto eguivalente -
a0 sezundo conjunto. Isto feito, tomasse um outro cbjeto @ o Juntamos
8o conjuﬁto que ven de ser consbtruldo, Temos agord® realizedo o terceiro
conjunto,

l

,.
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Em seguida, novamente, "coplamos® o altimo conjune=
toy, 1sto e, construinos um conjunto equivalente so terceliro conjunto. o
Juntamos um objeto & este novo conjunto e, eis o quarto conjunto.

Continuamos o meloxr eSQéga de tenpo possfvels de -
prefergncia ate que a crisnga tenha perdido 8 comnta do numero de objetos

‘gue entram na composigsc das pilhes sucessivas.

Entﬁo, a profeecgva mostra &s duas prireiras pilhes
e pergunta is ecriancés gne assistirasm 2 genstr uuuo aa :érisg gusl q gue
tem mals objetos. A pergunte seguinte s "Quantos objetos a mais. ha na -
malor das duas?®, Prosseguindo o interrogatomie, retomemos & seris mos-
trando sempre duas pilhas consecutlvas., &As crisncas n&o demoram 8 perce
ber que & pilha "seguinte™ tem sempre um cbjsto a maig, pois que foram o
assinm constituidos.

A etapa seguinte ncderé consistir em "mostrar® a
a primeira e a terceirs pilhas, depois a segunde e & guarta, depois 2 -

&
terceira e a quintz (ben ente: ndido, sem aronunciar os adjetivos ordinaiss)
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€ & propor &as mesmas pérguntaso Muites eriangas ques respodersm certo
a serie de perguntes precedentes v3o comegar por acreditar:

a) ou bem gue 2 plihe malor ten tres ou quétro elemen
tos 2 mals do que @ menor, mesmo Se¢ ela nfo estd meis do que dois ine
tervalo de& procedents.

b) ou bem, que @ pilhe maior tem 5Ement@, um elemento
a mais do gue & menor., Se lhes perguntarmos porque elas r@spanderﬁo_
dizendo que no primeiro caso, gue 8s pllhag sap tao gréndes que 83 o
malores devem ger muito msilores do gue 28 pequenss e, no Segundc caso
que as pilhas sao t8o grandes que sdo quase parelhsas e gue nao tem tan
ta diferenga.

. E evidente que estas crisngas ainds nao estabelg
ceram uma ligaclo utilizével entre s sucsss8o dos numeros e as quantie
dades que eles representam. Sabendo gue um e um sao dols, elas operam
wa 8 mals e um & m2is sfo dois & meis. Veremos gue logo que @8 crisn-
¢as Jogam com os gsiados e Qpersdoras, € estabeleceram &8 equivalén@im
as entre as sucessoes de opersdores e oS operadores isolados, as dlifl-
culdedes que acabamos de lembrer desaparecem en grande numeros
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