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2,&. Aﬁigﬁo e subtracHe

J4 vines em nessa seegBe s8bre os conjuntes que a experi®n
eia preparatépia neeessdria a adicBe des nimeres & a reuniffo le econjuntes
q ue nfle 58m elementos comuns. E interessante merguntar agora hs eriancas
qual § a prepriedade numériea de senjunte realizada wmela reunifo de deis
eonjuntes dos quais elas j& eonheeenm as ropriedado:kunérioa'. Iste ne vai
aproseniar difieuldade partieular porgue una vez eom! dols conjurtes reunide
des, as eriancas vHo,simplesmente, eontar a tetalidade des elenentes. Re~
flitanes um insta nte ne que iste signifiea. Que Tazem elas guande "eon -
tam"? FElas estabeleecen, £ evidente, uma eorrespend®neia t8rme a t8&rme en-
tre es elementes do conjunie a'eentar" e es elementes de um eonjunte de
"palavra s-padrSes" retides em reserva na meméria. ¥m nosse oxemple, elas
esta beleeem a eerrespend®neia entre os elementoes de eoenjunte

{u, deis, tr2s, quatre, einee, sois...“) :
e o8 elementes de eonjunte de mesas gue se trata de "eontar", Centar & sé
ur ease pertiewla r deo estabslegimente de uma serresvond®neia entre een-—
Juntes, um des eenjuntes sende uw eenjunte-padrfle, uma esnleie de meoeda in
ternaeienal em fung@e da gual mede-se tode eenjunte, Cenvér lembrar que eos
ta medida estd ssserurzda wor uma série de eenjuntes euie primeire € um
e ssgunde wum,deis, , o Lereesire um,deis,tr®s , e assir por diante,

- Supenkames per exemple, que o econjunte des menines da elas-
8e Tenha & prepriecdade numériea quinze, e que o coniunte das meninas da
elasse tenha a propriedade numdrica dezeseis, & propriedadé numériea dg
reunife ddsses dois eonjuntes serd,entfo, Lrinta e wm, Cra, a reuniflo d%s-
ses dols senjuntes ecenstitue o das eriancas da elasse, de mode sue ae nf-
vel des eonjuntes pode-se dizer: ’

f.rapazaijU{ﬁaninask = icriangas da elasseg

Para passar ae nfvel seguinte da abstrag¥e & precise dizer:
N rapazes + N meninas =N eriancas da elasse, Ora, e primeire t8rme d
desta equugfle se esereve habitualmente com algarisves 15 AAAAALS/ e o se-
gunde eem os algarismos 16, snguantoe que o segunde membro da squacfe se es
ereve 3l., Afinal g¢ eserevey 15 4+ 16 = 31 serd uma maneira ao mesmo hempeo
mals eerrente e mais"avancada" de eserever esta wartieular relacfie.Ben en-
tendido,pode ser sfbio nflo comecar por nfreros com dois algarismes, euja e
eomplexidade relativa pode confundir as eriancas n8ste nfvel: elas arris-
nfe sa ber tude eque estd eountide implieitamente no "um" e o "oineo" de 15
ou ne "trés" e o "um" de 3l.Vaturalmente, a maieria das eriangas admite se
difieuldade que o aquinze se esereve com um 1 seguido de um 5, mas elas cen
fundem muitas vezes eom 51 gquande. elas ainda nfe adquiriram sdlidamente a
noc® o de valer pesicional, Mas se 1hes ensinames que 15 representa a pala
¥rs quinze e 16 a palavra dezeseis, e gue n¥o se faz nenhuma Lentativa pa~
ra deecomper e simhelo em seus elementes, 1 se referindo a um conjunto de
dez ¢ 5 a einso objetos, n¥o lhes teremos feite nenhun mal:—bremos;centudo
¢ ue & mais seguro, ne prinefpio, usar nimeros Pequenos.; as eriancas adgy.
rem a i&‘iane adig®o t%o eficazmente com nimeros Pequenos como com gran?aﬂ
dog 8y Sen }ﬁggda, mais efieazmente, (Bxistem, atualmente, dois sistemas
cl’ﬂﬂggﬁiﬂﬁ&faﬁhmis au point" nes Estades !'nides, um por Patrioclk Suppes e
sutre por Paul Rosenbloom, que permitem coneluir as iddias o as téenicas 4
da adig¥o ver da subtrac¥e, da experi®neia anteriormente adquirida em maté
ria dg penduntes e de operac¥es s8bre conjuntos) , %

A operaglo de subtragBe de um nimero de um outre nimere & de
todeo "i“ﬂfgmgmr&'mmmk dacvwisar e NBIAFINIHe 1 rs do eonjunte
diferenga enire dois con jumsog JIBWLTH B8R hte constituide pelos rapazes
e & subeenjunte forma do pelos »rg s de eabelos leiros; pode-gse Hirar 8s
8e subeenjunte e entfo, a difere Tee o eonjunte des rapazes e o eonju
te dos ra pazes de ¢ahelos loirosf b astitnida pele conjunte des ramazes
que nf o t8m esbelos leires. Sumseniamos agera, aue a provriedade numériea
de eonjunte des repazes seja dez e a de eonjunte des rapazes leires trés:
a prepriedade nurériea de eon junte diferenca sers ent¥e, sete, 0 eflenle
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edad . : a Jv titue
: umériea de eenjunte-difersnca de deis eonjunteos eens
o;:;zzé'o i: :abtracﬁe.no nesgi‘gal ule da prepriedads numérica de eondu
unte formade »ela reunilie de dois eenjuntes eenstitue a operacfe aritmé-

ea que nés ehamamos adicHe.

tinlieacle
ek g:}oi:e 1n%ro¢uzir a multiplicaclo apelande para uma epera
¢%e muite interessante referente aos eonjuntos e eonhecido sob o neme de
predute eartesiane. Supenhames que fLemes dois conjuntos : um ?anjunte de
ehapeus e um eonjunto de eriancas. N8e € preeise ter tantos chapeus guan-
tas eriangas. Ixaminemes tedas as maneiras pessiveis de colocar um chapéu
numa erianca e fermames um nevo eenjunte eon todes os pares gue se pode
eonstituir eom uma erianga e um ehapeu. Admitamos que k4 coneo eriangas e
tr8s chapfus : eada uma das einco eriancas pege celoea? qua;quer um ﬁes t
trds ehapbus. Assim, a primeira erianca terf trfs maneirss de usar ceapéu-
asonteecerd o mesme com a segunda, o mesmo eom a terceirs, o mesmo cem a
quarta e e mesmo ecom a quintaerianca.lste fard aso todo quinze combhinac¥es,
0 eenjunte de tedas as eomhinacBes pessivgis en?re un ohipég e'um: eri:ng.
2 & chana de predute do econjunte & ekapfus pele conjunto das er ancas.
. g “omemos eutre exempi&. Nés dispomos setre TeijBes em uma fi-
leira e eonstituimes assim, um ecoenjunte de faij&es.nispemos_em baixe, s8b»
bre uma segunda fileira, um segunde conjunto de sete feijles, depois, em b
baime, uma terceira fileira ainda de sete TeijBes.N6s temos assim, trds fi
leiras, iste &, 4rés eonjuntos de feiiBes, e em eada eonjunto h4 sete ele
mentes. ¥ agera, eoemo eonstruir o produto eartesiane entre o conjunte dos
TeijBes de uma rileira e o eonjunte das fileiras que temos dispestas na
mesa? Bste serd o memento de lembrar as equival®neias entre conjuntes e
eonstatar gue o eonjunte das eolunas assim formadas & unm conjunte equiva-
le nie ae eenjunte dos feijBes de gqualguer uma das fileiras.kim outras pa-
lavras, k£ Sanias colunas de fei j8es em nessa disvosicHo, quantes felij8es
om uma dada fileira. Pode-se entfo para estabeleciémente do produte carte
s8iane, substifuir e eonjunte des reijBes de uma fileira pelo conjuntoe das
eolunas. Iste sers mais 74eil porgue entlo n¥o kaverd necessidade de eseco
lker una determinada fileira de feijBes para formar o produte para 4 econ-
Junte das fileiras. Toruemos entfle o produte do eonjunte das ecolunas pele
eenjunte das fileiras, Hste produte vai eensistir de tedog os pares pessf{
veis formades de uma coluna e uma fileira, Dizendeo de outra maneira, pode
8e Tazer um par com a primeira fileira e a primeira eoluna, uum par eom a
segunda fileira e a primeira eeluna, um par eom a tereeirs fileira e a »
primeira eeluna, um BAr eon a primeira fileira e a segunda eoluna,e assim
por dia nte. Ae tede k4 vinte e UK pares, o que & precisamente, o nfimere
de feijSes postes sbhre g mesa, perque eada feij¥o se encontra na interse
¢cle de uma e sdmente uma fileira eem uma e sdmente ura ¢oluna, Nés n%e qu
remes dizer eem iste gque a introducfle de »rodute earfesiane constitul a m
melkor maneira de intreduzir a multiplieacHe.Malvez n¥o seja, mas e gue g
¢ ueremes dizer & que reeorrer a fle,talves, seja uma maneira de oeupar
a8 eriancas mais bem dotadas enquante as eutras, mais lentas est%e ocupad
da B em reecuperar seu atraze aa fermacHo dos eenceitos de adicHe e subtra

cle,

Una das difienldades que nfle ressalsa imediatamente do fue
preaede, & gue & pPreeise que as eriancas compreendam henm qu2 o eenjunte d
feiiBes do exenple acima, & um eenjunte eauivalents apn gonjunto de pares
&e fleliras e de eolunas. A eada par fermade de uma fileira e de uma eolu-
Ra eerrespende um e sdments um feij%o.% a eada feijﬁefcorrGSPQn&é”ﬁm e 8d.
mente um pa r formado de uma fileira e de ums eoluna, Deste mode a propri
dade nunériea do conjunte de pares de fileiras e de eolunas deve ser a pe
BA 4 ue a prepriedade numériea de eenjunte de feilj¥es dispostos sbhre a
mesa. & a razle, alifs, pela qual esta forma de multiplidag®s & talvez um
pouse a réirieial,

_?Tx4n¥3~?ﬁ@%%%ﬂu%&??#ﬁ&ﬁ:aonaiatiriﬁenfa%?i&f as eriangas con
tarem os ooxfun%oi'OQuiva&amtasaortbrﬁ&h?é%njuntes de eonjuntos eguivalen
tes, depeis esentar 08 olementosdjggyga eonjuntes de eonjunsos, Nite de ou
tre mede, ne ease dos Tei}Bes roram feitos %rés eenjuntos eu uivalentes d
Telj8es. Bles s3o esuivalentaes poraue cada um & composto de sete feijdes.
Depois hf unm eenjunto de conjuntes, iste &, um eonjunto de Tileiras, nast-
ease; o eonjunte de fileiras pessui a nesma propriedade numérigs gf tras
e ea da eonjunto de feii%es tem a prorriedade numéries Sete, Ya antla po
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edad : tos eenstitue
; ' umériea de eoenjuntg-diferanca de deis eenjun

:“;’f;zzé o i: :ubtra¢£e.bo nesn ‘l&l ule da prepriedads numérica de coiﬁu
Jun:o fermade pela reunifieo de deils eenjuntes eonstitue a operacfie aritmé-

tiea que nés ehamamos adicfo.

% ac%e
ks gﬁieigiizn%reduﬂir a aaltivlicacBo apelando »ara uma opera
¢8e muite interessante referenste aos conjuntos e eonhecido soh o noze :e
predute earfesiane. Suvonkames gque hemos dois conjuntoes : um 9onjun,g e
ehapeus e um eonjunto de criancas. N80 € preeiso ter tantos c?apeus Suaz—
tas eriangas. Zxaminemos tedas as maneiras peossfveis de colocar um caapéu
numa erianca e Termames um nove conjunte ecom todos es pares gue se pode
eenstituir eom uma erianga e um chapeu. Admitamos que hd conco eriancas :
tr8s ehapéus : eada uma das cinco eriancas pede celecar qualguer um ?esé :
tr8s echapéus. Assim, a primeira erianga terd tr#s maneiras de usar caapéu
asenteecerd ¢ mesmo com a segunda, o mesmo com a terceira, o mesmo com a
quarta e e mesmo eom a quintacrianga.Isto fard ao todo ﬂuinze eomhinag8es,
0 eenjunte de tedas as comhinacBes possfveis entre um chandi e uma eriane .
ca & ekama de produte do genjunte ¢e chapéus pelo eonjunto @as eriancas.
Tomemos outre exemmle. Nés dispomes sete TeijBes em uma fi-
leira e econatituimes assim, um cenjunte de !eijées.hisw?mos en baixe, sbbw»
bre uma segunda fileira, um segunde cenjuntoe de sete feijdes, depois, em b
baime, uma tereeitfa fileira ainda de sete feij¥es.Nés temos assim, trés fi
‘ leiras, iste &, tr®s econjuntes de feijiBes, e em cada eonjunto Wé sete ele
mentes. ¥ agera, como construir o predute cartesiane entre o conjunte des
feij8es de uma rfileira e o eonjunte das fileiras eue temos diswostas na
mesa? Bete serd o momento de lemhrar as equival®neias entre conjuntes e
eenstatar sque o conjunte das eolunas assim formadas & un coniunto gquiva-
le nte ae eenjunte dos feijBes de qualquer uma das fileiras,®m outras pa-
lavras, k& tanias colunas de feiiBes em nossa disposigfio, gquantes feijdes
em uma dada Tfileira. Pode-se entfe para estabeleckmento do produte earte
slane, substituir e conjunte dos feijBes de uma fileira peleo conjunto das
eolunas. Iste serd mais f4eil porgue entfo nBo :averd necessidade de eseg
lher uma determinada fileira de feij8es para formar o produteo pata p eon-
Junte das fileiras. Formemos entfio e produte do eonjunte das eolunas pele
eonjunte das fileiras. HEste preduteo vai eonsistir de tedos o= pares possi
veis formades de uma coluna e uma fileira, Dizende de outra maneira, pode
se Tazer um par com & primeira fileira = a primeira eoluna, um par eom a
segunda fileira e a primeira eoluna, um par eom a tereeira fileira e ap
primeirsa eelwunw, um »ar cem a primeira fileira e a segunda eoluna,e assim
per dia nte, Ae tede 44 vinte e um pares, o que & preecisamente, o nfmere
‘. de feijBes pestes s8bhre a mesa, perque eada feij¥e se encontra na interse-
¢cle de uma e sbmente uma fileira ecom uma e sémente urma eoluna., Vés nBe qu-
remes dizer eem iste gue a introducfe de predute eartesisne eenstitul a m
melhor maneira de intreduzir a multiplicacBe.Malvez nio seja, nas e gue g
¢ ueremes dizer & gque reecorrer a fle,talvesx, seja uma maneira de eeupar
ap eriancas mais bem deotadas enquante as eutras, mais lentas estfe ecupaeé
da 8 em reeuperar seu atraze na fermacHe des econceites de adic¥%o e subtra

Q“o

Uma das difienldades que n¥e ressalta imediatamente deo sue
preeede, & que & pPreeise sue as eériancas compreendam hem que o eenjunte 4

feij8es de exemplo aeima, &€ um eenjunte egquivalente ae eonjunto de pares
de %Z 1

eliras e de eolunas, A eada war formade de uma fileira e de uma colu-
Ra eerrespende um e somente um feijBe.® a ecada feijlor corresponde um e gd.
mente um pa r formade de uma fileira e de uma celuna. Deste mode a prepri
dade nuubriea de eenjunte de pares de fileiras e de eolunas deve ser a me
Ba q ue a prepriedade numériea de eonjunte de feiljfes dis ostos sbhre a
mesa. 2 a razfe, alids, pela eual esta ferma de multiplicéap™o € talvez um
povee & riifieial.

opoudh ARbreduglie, eerrente consistird em @eixad as eriangas cen
tarem os eeonjunies equivalmntes*a>fnr:a¥“&bnjuntes de eonjuntes equivalen
tes, depois eontar os elementos .d8sses eonjuntos de conjuntos, Dite de eu
tre mede, ne ease dos feililes faram Teitos trés eenjuntos eq uivalentes d
folj8es., Bles 880 esuivalentes Pereue eada um & composto de sete feijBes.

Depeis k& um eenjunte de eonjuntes, iste &, um eonjunto de fileiras, ndst-
ease; o eonjunte de fileiras »essul a mesma propriedade numérieca f¢ trés

e ea da econjunte de TeijBes tem a prosriedade numériea sete, Se antZa Paw
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; ; b;wrogiiﬂo dss cenjuntes ;ejfsijlas que dispusemes em fileiras e sge
ealeulanes a prepriedade numériea dfste cenjunte-reunife, ohieremes um
tereeire conjunte euja prepriedade numérieca &€ vinte e um, % o predute das
»ropriedades muméricas de cenjunte das fileiras e de conjunte de feijSes

de enda fileira,
Chamemes 'R o cenjunte das Tileiras de feiiBes e chamemes

EssF, ou ¥, ow, ainda, em resunme, F, se nfe desejames fazer difercnca en—
t}I ftl:iraa, e eenjunte de felj¥es de eada fileira., As prewriedades
nueéricas sfe entisd:
NSRi= 7
NIR& 3
Além dicgse a reunilie de Fl,Pz,e FS' iste &,
(L P,U Py

eonstitul e eenjunie-reunife de e¢ual nés querenes ealieular a prepriedade
nuinériea.ksta preprisdsde numérica, € o produte des deis nimeres 3 e T.5e
ehanames P o eenjunte-reunifie, temes

o NiPpSawSPyaew{r
e, "multipliecade per" & a eper ¢fe necessdria ae edleulo & propriedade
nunériea de eenjunte-reunife em estude.

B impertante cempresender gue nesta eperac®o vangs além da
idéin de adicBe. P verdade que se ehtém a meswma solucle para o preblema
adieinande es tr8s t3rmes ou multipliecande wer trds,Vas n¥o £ porsue a re:
pesta § a meama que a operacie £ a mesma, A miltiplieac®e implica uma
va eapfeie de varifvel, a saber o maltiplicader, gque econta og egenjuntes.0
multiplieader € una wrepriedade des eenjuntes de eonjuntes, A multiplica-
¢80 & uma prepriedade dos eenjuntes,Também es deis fateres n¥o se referem
a® mesme universe. De Tato, nBe h& fateres ne case da adic%e, porgue o mf
mere de elementes s adicionar & sem ineidBneia sBhre o natureza do proble
ma. 08 meatres que ensinam gque a miltiplicac¥e € uma adicZ%o repetida »res
tem un fu desservice a seus alunes., Wa realidads lhes escondem ofpla difi-
euldade, o mesme lhes atiram uma eentra verdade. Malvez seja Wtil salien-
tar ¢ ue & estrutura légieca da aritmétiez terna-se relativamente simdles
‘"quande se trata da adigc%e & da subtracle, enquante a intreducfe da multi
»lieagRe prepde¢ problemas bem 2ifarentes,Resulta - e issso es prefesseres
nfe devem jamaili essquecer - unma difieulddde de uma erdem maier na aquisi-
¢%e do eonceite de muliiplicacfe, eemparado A aquisicfo do cenceite de aé
dig8e. Na multiplieacNe,trabalha-ge em deis universes diferentes ae mesme
tempeo, enquanto que na adic%e trata-se de um sé universe, o dos eenjuntes.
Na multiplieac3e, wme eontrdrie, alguns nimeres se referam aos eonjuntos e
eutres aes eenjunies de conjuntes. ® uma diferencga censiderfvel, e os exe
efeies que as eriangas fizerem wenm conjuntes e com conjuntes de eonjuntes
@ HeSHNO eom conjuntes de eonjuntes de eenjuntes, as ajudarfle considerdvel
menite, por censsqudncia, a enfrentar 0s preblemas gue a multinliecac®e khe:
»repefs,

2.6+ DivisBe
‘ Chega um momento em que € necessério introduzir a divifSe.
A forma main simples de divisfe & a particle, Tsmos um eenjunto e euereme:
sepfirf~le wm wum certo ndmero deo sub-eonjuntes equivalentes,0 resultade da
‘divisfBe & u nfnere de elementos que terd em ecada um dBsses sub-cenjun s,
Supenha mes, por exeuplo, um cenjunio de 12 nozes gue se frata de remarti
en guatre uah--senjunteos equivalentes : o resultade precurade & a wropried
dade numériea o esda un d8sses sub-conjuntes. % % bem entendide. Quande
dividimes o esnjunte de 12 nezes em 4 sub-eoenjuntes, a propriedade nunéri
ea de suda um ddsses sub-conjunien equivalentes & tr8s, ¥ muite £4ei) de
fazer e as eriangas cempreenden que &, de cerio mede, o opeste de que se
faz quande se multipliea, Quande se miltiplica, temes um eenjunte de con-
Juntes e sua prepriecdade nukériea, assim come a propriedade nurmériea de
eada wum des donjuntos des quais & composte o conjunte de eonjuntes.0 Pro -
blema € enscentrar a propriedade numériea da reunife de tedos 8sses econjun
tes gque sfe o8 g-ementos de. genjuntecdm con JuntasiNa IVYENL partimes da
prepriedade nunérica da reanifie des eonjuntes de econjuntes; temes igualme -
' ' ® da econjuntes e proeuramos a preprie
8e o conjunte de econjuntes, .
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Primeira situacle @
“ %.Elz 32. 33....-.9.....31,:5
Prn‘i].:natxinlk - N%sz - NE]%} = ....NiEnB a¥o coenheeidos

Qual & a respoesta nara W?E,UE \)E3 fvhbina VB 1}?
® pela multiplicacBe que eo“resglve e problema,

Sagunda situagfe:
NiB VU By VEgV wevnnn,B
; N{E, B, By seenans Enk sfo eonhecides
sabemes gque ¢ : :
N EE].’B‘ NtEa'gﬂ Nih3.gsn ..-.cqgookxn}
Qual 6'0 valer cemun de N‘iEl ?
Bste problema tem sua solucfe numa divisBe.

Preblenma:

N {Elu E2 UEB\/ 400t ssas
e N B, & sonheecide,

Preblemsa 3
Qual & o valor de ﬂ’{}tl, By, E3'"B?

Bste preblema tem igualmente sua selucBe na divisHe,

Quante a es meios de chegar ae fim das dificuldades inherantes X
estrutura aeima, vamos indicar mais adiante, na pdgina 114 (mfquinas de
eneelher .

Tereeira situagle: ;
o oB
n

3, BSTADOS 1 OPNRADORES
3.1ls HEstados e eperadores em mahemdtica

Ums bea parte da matemitiea se refere ae esfudo dos estados e 20
eptvdos des eperadores que gidiifdf ecasionan a transformacle ddstes =s
tades em eutres estados. Ier emenple, a2 adicfe censtitui ums situacle dis
80 ghnere.Omesme se ¢4 com o subtracle e em thda outrsa operacio aritnés
tiea. Na adicRe, temos a situacBo seguinte:

Seja um estado de origem, per ayemple a prorriedads mimérica de

. um sonjunie: tr#s livres colocades sBhre a masa. Bste econjunto de Hrégo-
livres € o cenjunto de orizem e sua previiedade mnérica, trls, constitu
o estado de origem, Erfeftuemes azera uma transfermagf8e, Pode ser reunir #s
%e senjunte de trd#s livres & um outre senjurte, de qhatre livros, aus aea
bames de ecolocar sBhre 2 mesa, O enmrador £ a propriedade ninfrica do een
Junte gue ven de ser colocade e que 8e trata de reunir ae coniunte arigi:
nal existente s8bre o mesa,A wrepriedade numérics do conjunto erigknal 4
trés, e o provriedude numdriea de eperador & euatro, Hen enfendide, ura
Yoz que o8 sonjuntes slo reaunides, e estado éa mesa se encontra modifica=
de. HE em eima wm nove eonjunte e sua wprevriedade numérica £ constituida
pele estade mediticade, 2B sete,Assin, o que se passeu “oi sue s0 “egtade
tr8s" foi aplieado um eparader *Jjuntar guatre", e aque resulitson um “Yestaie
sete", Podemes dizer o mesme da multiplieacSe. Ae "estado Lr8s™ gue estd
s88bre s mesa avlicares o everdader "multiplicar per quatre", Tste signifi
ea aue gbhre uma eutra nega, »er exemplo, nés gqueremes criar un estade ne
gual haverd guatre vezes eutres Hanbes livres,Nés vames consider ur cen-
Junte de eenjunies tal gque em eada um dlgses eonjuntes haverf trds livres
e ¢ ue Bl assin, %ste conjunie de eonjuntes eempreenderd um cenjunte
de trds livres, um eutre conjunte de tr8s livres, we eutroe eonjunte de
tres livreewg}ﬁ%%%gfqg;gg}gﬁ}gé/g&§$tﬁﬁndyq§gﬂégg$mé@gﬁgmnxm. A propiieda
de numériea deste eonjunte de eonjuntes & naturalmente, guabtro,= & dste
nesse operder aue age como miltiplimader, 0 neve estade gue %ol engendrad-
oo ehtién ealewlande a propriedad MWérics da reunilfio de t8dos os eonjuns
tes de livree sue foram rostes sgﬁ“ﬁia negd. Lsta propriedade numfrica &
doze, Assim, nfss« case, portimeg/dwiunm "egtade Lr8s" e POr UM onerssfe
de "multiplieac®e per suatro” ebtivemes um "estade de doze", Bem --98ndi-
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de, podomes wtilizar es estades o es 0peradores'og muita ouﬁra coipara na -
ger eentar a wertindneia wes ecenjuntes e a medifigar gsta—psrtin&ne;g reu
ninde eutres eenjuntes as eenjunte de erizem.Por axenple, nede-ce digor
que o estade de uma crtanca da elasse gue—2ie ¢ esbhar de »& _sm nm eante
da »eca.Pede-se L4¥¥hf,a seguir apliecar-lhe um eperador (vor exfmrlq,dta
deis passes 3 Trente) o aque a eclecs er un eutre lugar da pega,Pode-ge,
tamhén, dar-lhe oeutras erdiens ceme dar passes par: o lade ou para trés,e-
sentar eu swubir numa eadeira, e assim per dilante.Fm eada um dB8sses cases
e estade inieial € a posicBe na quak s eriance se encentrava atf o memen-
te ol gue per um-.eperader, 2othe masta@o Pol tronsTerrade em um eutre estade.

SRS T Pedenes jegar as trecas de estades eem o8 interruntores elé-
triees.Per exgmple, o estade da peca £ "elare'", Aciena-se e interrunter: €
o opsraner. Dende acienade e interrupter, e estade da pega ficou diferenve
te, iste ¥, “ebeure". ¥ se aclenames de neve 6 interrupter, e estade muda
nevamentve.is al, un conjunie de treecas muite simples, Basta aclenar e in
serruptor. Pedenos complicar o j8ge cem dois interrunteres, comandande ea
da wm,uns-1upada diferente,Temes entlio, tres espbeies de hroces - aciene
nar vk des interruprneres, aeienar o eutre, aecienar es dois infterrustores
a0 mesne hLtempe. Pederos mesno, se suizermos, para eompletar o auadre, in-
eluir e eperaier gue consishe em nfis acionzr nenhum infterruplor. Mas iste
§ um pouece somplicadeo e n¥e & precise ir tHe rédpide."N®o fazer nada" me
eyerader eorrcsponde w0 zere na s8i¢8e 2 a um na multinliecagfo,

Vazes deserever joges dfsle ghnere na sspunda parte. Jogar de
HWeSYr Wm eperader para pessar de um estade inieial a um estade final, & pe-
de-a¢ dizer, jeiar os Jjo,os estade-everador-catade,

3e2e OB oweraderes inverses =m geral

Apés ter realizade alguns jores estade-enerador-esthade, vode-
se perguntar e que & »nrecise fazer mara veltar ae estade inicial.Per exem
ple, dande treés passes X frente, aue gerd necessdrie Tazer nars raternar
ae estade anterier L oneracie? "rls masses mara trds, & elaro.0 desleeca -
nente, a tra nsfermacfe, a operacfe de dar tr8s nasses & frente, £ Yanula-
da" pele mevimente gque consiste em dar trds passes nara trfs.De mesmo mede
deis passes 3 direita s¥o anulades ver deis passes A esquerda, e uma in -
tervengfe ne interrupntor £ anulada pela intervenc¥e seguinie: se havia luz
anfies 46 ser aelienado,haverd luz nevamente suande aeienade pela sezunda we
vez, & de mesne modo se éde infeio havia escuridZe, ela veltard guande e in
interrupter Per acienade duas vezes, Nfeo se ¢4 o mesme no caso dos deis
PASSHS g frente, Se apls ter dade deis passos h frente, sHe dados ainda de
dois passes & frenie, nfle se velia e pente de partida : fica-se ainda mai
distaneiade, entis, guerende reternar ae ponte de partida serd neecessirie
dar deis passes para trés, iste &, em sentide econtririo, 'orenos um eutre
exeuple, Se dizeres "faze meia velfa ne lugar" duss vezes en seguida,o e-
xeeutantie reserna A pesicHo £ inieial; se ®le estava de fronie para o gqua-
ére negro, 8le ainda estard de frense pPara o guadre negre de-ois das duas
Helas voltas. De mesme modo se velteres um caderne e8hre sua cara, depois,
se Tfizernes ainds ura meia volta ne mesme sentideo, estames no mesme case d
do interrupter. Pedemes realizar diverses jogos “operador-estade-ensrader"”
eoem a8 eriancag, Pedewos, por exemple, refemar o caderns e ver se nodemes
inaginar eutres mevimentes.Pedenes, eom efeito, fazd-lo revirar de vérias
naneira s: pede ser eseilade veltande 2 parte de cima nara nfs {eu afastan
de do 8l a parte de haixe o que 4 eguivalente), igfe constitui um wrimeire
nevinente; wede-se tavbpm, FdZ4f veltd-le cere se vira ura nf-ina. da ire
%a Para o esquerda (e da esauerda » dirsita, £ a mesna coisa) e gua faz u
ua aegunde mevimente.Se dermeos impertfineisz 20 sentide cem que we'éneontra o
aaderno anés a retacHe, 83stes dois mevimarntes nfo s%s sgnivalentes :ne pri
neire case a eapa de trig de caderns, onde geralusnte, eatd iueressa v %
tdhua de multiplicacHe, se velta de eabeca vara haixe, & a t4hua e5td ae
eontiririe; ne segunde mevirente, as eentrdrie, s=la fica Hé deties da lei-
tura. infim, pedsyes fazer o saderne sirar s8hre 81 wasvme gem laevantd-le
&a mesa, dnunalvrquu%zwuarmuudalagwgféuhtiﬂmif@m‘&fﬁé“&'a de haive em bai-
X, Mas que as insericdes da aaBa 84 4veintran as eontrdrio:
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» _ ~a%edas as es=@ssas per delgadns,
2.5 U J8ge de ebpia eom treecn ds forma |
Prepa ra~-se o ifge dapfo_fedes es susdrades » todes es trifingules

PO W ﬂﬁi!e;gigﬁss eRixeFingdesancindescesisbnosdirapatnvarafissaibs
8 86 que para Ledo quadrade celecads nela eriweirs siuise corresponde~
2
8

$a5s
.2‘!”8" § °es§* 8°¢R4Rrotal 89821885830 rd8 Priveira, u: afreuls na
e axh @E?e&”&%k“ﬁ!’prﬂﬁrla_PEIQGngnbﬂiuagiﬁoniéﬁmaﬁ@&go;ra‘q‘
3%&!5 g. T8 @8« pucerir, Por exemple,joga—se umn pariides deel
m - o"?‘ bo 228 3nSRrinegedandly treasi1gleblantdsi er anaEale, Tedesen
m .m.%g; B oft paPEIdal 0 nltars etume S8R0 216080 daf toeda
g% Bt O vBrENa0 o7 BHARC o4 afBra18q T Bmal el B wns 08l 1081 ¢ 009 14 sal ¢aree
lheo, n¥e W& nenhumwa razfe pars nfe formar mais de duass egquives; vode-ss
Tager t1r0s, § watre, mais mesme, eom a cendic¥o de sue eads uvi tenha um
jge eomplete de blecos,’sde-se deeidir sue a primeira sguice eosnstrua um

editfaie, sue a segunda o cepie sepunde uma aerta regra o 2 tereeir a de
gedrde com uma eutrs regra, 8 assinm zer diante. :

2,4, O 18ge de abpin eom trecas de tananhe ou de espessura

Cemeca-se & partida distribuinde a eada uma das duas eyuipes a ne-
tade dos hleses 1lfgicos de wma earixa - o8 grandes »ara UNA € 65 PeLUenes
PR Tra 2 eubtra ew ainda, 08 aspdsses para ura e os delgades para a entra,
e 8 joga “eeplar"., Pede-sa, bem entendide, assoeciar deds itises de tranaf
fermac8es e, por exenplo, uma das equipes pode ceplar substituinde tedas
as grandes »elas pequenas e tedas as esrhssas per delgadas,

2.5, 0 j8ge de ebria ecom hreeca da Terma

Propa ra~s8e a jBge dande fTedes eos snadrades e tedes os Trifingules
PAra WES e uips, tedos es rethngules e tedes o8 efreules rara a eutra.le
elda-ge sue para tedo suadrade colecade »ola priweirs saunine corresgrende—
rd um retfngsule na sepinda, o s Sede trifingule da primeira, us cfreuls na
segunda. las partidas sezuintes, as préprias eriancas dseiden da regras &
pliedveis hs transfermacBes, : o

L& também, pode-se intreduzir treeas ofelicas. Per exmemyle,teds gu
drade rwdarg em svrifingule, tedo trifingile mudard sz efrenle, fede sfreuls
on rethngulo o tedo retingule em euadrafe. Veivawes 2s eriangas deeldiren
a8 euiras trecas. ; '

2.he CombinacRe de LTrandfermacBes, ' ‘
Velte mes & situscle na sual uma easa en um metive fsranm transfer
des, »or wma regra, sm smire, deweis #ste cutre era, per sus vesz, sransfe
made der wma eutra regra, Tewemes, per mxemnle, as trocas efclicas de ol
res, Comacases por uma consiruclio e estabelecemos ceme primsira regra,ca
me antes, q ue ¢ vermeiho %reca em azuly mas que o amareleo n%e Hress., De-
peis 4 ue a eutra equive aplica por sua vez a mesma regra: o azul hLrecs
sn verrielhe e e vormelhe Srera em azul, e amarelo n¥e troca, Que de deos-
eobre re fim dag duas vartidas? Neta-se sue velitames dfernstricte inddied
eriginel, e se recomecaryes sem cessar, faz-ge sempre & regre constatagRe
Pedinoe hs erbancas mara aplicarem uma regra andlosa, per exemple
que o vermelhe wuda em amarelo, o amarels em vermelhe, mas gue o szul fie
ea sem mudar, Jue s passa se jezames deas partidas uma devols da eutra?
Tememes, agera, duas regras, Primecira regra - hude £ coniade tal
4 wal} sezunda regrz - o azul treca para amarele, e amarelo pmf azul - ¢
verxmelhe Tiea sem trecar, Se jegzrmes 8ste j8zo lance sdbre lance, velta-
mes A eousirugle original? Ae rim de quantas partidas? fenservemes a orh-
meira das duas regras, e afotemos ceme segunda regra sne o vermelhe mwuda
en amarelo, o amarelo em vermelhs, e aue e azul nio rudasc I8 jogarmes 8s%
te i8go lanee sfhre lanee, veltames X eonstruclo eriginal? Ao im de auan
tes pa rtidas? ' X
i agera se decidimos sue o azul %reca em vermelhe, o vermelhs em
amarele ® & auma relo em azul, o que aesntece” Voltamos & GWAHEMIcHe origl
nal ap Tim de guantas »artidas? ¥ se marares ao Tim de duas rartidas? Qe
temes ontHo?. Podemos ohegar ae masmecwasul tndey #m "ea" B partida? Juais
regras seria snt¥o, necessd¥le ‘ammraFanrs” O _ :
Pxwe rireatemes ainda esBl aspleie de j8zo.De infeio estahelace-
mos duas regras., 4 rrimeira, per &xemplo,serd que os gquadrades trecarfe w
ra efreules, os afrenlos e quad dadod, os retfingules em tyrifingulos e os
trif ngules e m retingules; a segunda serd gue os quadrados rmdan em tril
gules, o8 trifingules em suadrades,es cfreules en retfnmlos e as‘retangul
len em efreunles. uande se Jasgam dusp . wartidas eoms se apresenta g eenstru
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conjuntos, mas, universos; hd um grande salto na abstragno, mas as cri-
angas se encentam de fazd-lo, contanto que se lhes proporcionem as expe
riéncias convenientes para alicergar esta nova abstragao.
O nimero de elementos de um conjunto vazio é designado pela ci-
fra zero. Escreve-se simbdlicamente s N = Q. Por exemplo, tem-se:

R trifingules quadrados = O porque trifingule quadrado = |

b) A adigao dos nimeros.A etapa seguinte no processo de aprendiz
zagen parece definido muito naturalmente como sendo a construgao das ope !
ragoes sdbre os nimeros & imagem das operagdes sdbre os conjuntos. Depois
de ter compreendido a Mstmﬁo entre nimeros e conjuntos, a iguasldade
dos nimeros, os conjuntos vazios e 0 nimero zero, ¢ possivel enxerter a
nogao de adigho sdbre a noggo de reunizo de conjuntes, Mas, apresenta-se
ums difiaulda&o; 08 conjunteos que possuem elementos comuns, uma ves Ireu-
nidos, nao dm ¢ mesmo Resultado Nimérico que conjuntos de mesmo nimero
nao tendo olomant” comuns. For ex.t

N  quadrades grandes delgados = 3

¥ quadrados azuis delgados = 2

A reuniso déstes dois conjuntos é formade de guadrados delgados
que 520 grandu' ou azuis, o gue faz 4 elementos sdmente, o0 nimeros’ nno
se adicionan®, Mas, se set tomam :

quadrados grandes delgados reunidos com quadrados grandes espessos
obtém-se ‘
N quadradds grandes dclgadoa N quadrados grandes espessos = 3 - 3 =
N quadrados grandes = 6. Neste caso os nimeros "se adicionam", &m con
sequéncia a operagso de adigao dos nimeros repousa sdbre a operagao dos
conjuntos que nao tém elementos comuns, isto €, cuja intersecgho & vazia.
Serao necessirios muitos exerc{cios pritices para compreender esta nogao;
en outros trabalhos, especialmente os de Suppes, corta-se esta complica
¢80 eliminando @ reuniao de conjuntes que tem elementos comuns, Ns ob-
jetamos a &ste método que as criangas aprendem primeiro um caso particu
lar, e, devem, depois, executar um processo de generalizagao, para pode
rem dominar a ait\uo;o légicn completa quando esta dltime se apresenta.
Diversos fatos levem a pensar que as criangas tém mais dificuldade de g
generalizar um conceito ja formado, que formar, de infecio, um conceito
mais geral.

c) A subtracio dos nimeros.A operagno que consiste em formar a
diferenga de dois conjuntos conduz muito naturalmente & operagao que con
siste em encontrar a diferenga de dois nimeros, isto é, a subtragao.

Quando de um conjunto se retira um de seus subconjuntos,obtéme
se o conjunto diferengs, entre 9 conjunto ¢ ey subconjunto.A reunigo de
conjunto-diferenga e do lmbwocntmu, restitui o aonjnnto primitivo do
qual se havia mtido. £ niste m' pousa a operagao inversa entre a a-
digao e a subtragao. *,;;,‘;;i. Py




