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. ADICRO E SUAS PROPR1EDADES - -

3. Quais sdo algﬂmas das propriedades da'ad , ﬁo
4. O que significa a expressa.o "o 3 3'«9 o

Conhece alguma criang’a que seja capaz ‘ 623 2
 de executar o trabalho av lado, .mas _4 108

tenha dificuldade com problemas ver - 73k

baig? Imagine que voc? tem um aluno e 362
" gue '_.’i'az eéste trabalho apresentado. De : x2‘7

pois imagine gque vocd® lhe deu o seguin ""'"2';';;'"

te problems: “Quantas cadeiras ha num 754 o NS
suditorio no qual hd 15 filas de as - o17a - LRa R

sentos e ‘12 asaentos em cada fila? o
‘Agcra, suponha aue ele esereva oo papel 12 e diga Qué ,;,a‘{r“ g
dor | - L Ee e b

do ou lhe falta compreensdio de adigio e multiplicagao Seré PO
vel gue uma crianqa possa fazer o trabalho apresentado aei.m:a,

! eompreender 0 significado das operagoes matematicas? ‘ :
: Concordamos gqus t8das as habilidades eo
do mundo, nEo serso de muito euxilio se n&o forem accmrf‘

compreeﬁsao dos vresultados. Se uma criaengs souber como : mxli:ia

‘mas nee guando multiplicar, seu conneczmento é bastante inutil
' O ponto & gue queremos chegar é que hé uma dif
‘ga entre seber o significado ds adigdo e saber como exe(mtar. '
cegses computacionasle relacionados. Ainda que seaa poaaival Be

prender o u].tmo de cor, é de se duvidar que assim fazmdom, se

tenha objetivos edncacione.is que valham a pena. g

Ras péginas gue se seguem, procurar iite

0 qua queremos' dizer por adigéo. A edigsao sersa desenvolvida atx

do useo de conjuntos. Queremcs Ver se congeguimo s apreaantar ce
princ:fpios ou propriedades da adigdo como coneequéncia do se\} de

volvimento. Essas propriedades en ultima instanﬂia nos levam :

processos gue ugamos em ealculos ; e e

Preliminares & -adigdo - Unidc de Conjuntos



o Aﬁ3 8 5"‘? &aralmenteﬂ 3 profeseora no curm prms.ria
« : do um eonjmto de 3 oh,}atas e um: oona‘unw de . 5 c;l

A

cer preciamente ° que 6 adiqao ' ‘oloquano«noe 50D ¢

me nomear cads con;mnto acima com una letra ma:«._uscula
bitrarianantzﬂ chanar o oan;}unto gue aparece a esquorda
 direita de B. © conjuato cue contém todon o8 elexentos ap
se. chanara de unian de Ae :B e aera rapreaantadc por

"A uniao ?B“)

OOneideremoa ma:La alguns exemploa nu#
conceito de uniam :

2 P,a coniunto de ruivas, entao Eu P éo conmn‘ho d"
se que tiverem tanto cabelo loiro como ruive.

il MR Suponhamoa que M @ 0. ooujunto oo,
e Joo e N é 0 con.junw constituido de Beti, Jane o
uhavee da manexre. coemmeira, podexenoc s eaerever-
l»{Bob e Joe} e Nn -{Bati Janeguaria} Entao N U

o IUN*~ Bob Joe,Beti; Jane, Maria
e g g '3, Seja X o conjurto de eatadoa no Br

mea comacm com "S"; deto & X iSmta Gatarina S , Panlo
.:cja Y o ecp®unto de. estadoaq, cujos nomee taminam 'cctaf
Y iSerg.Lpe;-Acre} Entao. -

' XU B s_San-taj atar:lnagSw Panlogsergipe Acre'

s

l;.ue,?—ia.gbo} eQ-‘
:A:v" s (V] Q ta;bec.,en‘ :
e ?mvhvelmentm foi notade que o8 ul‘
Ples d;ferem dos dcxia dois pr*meiroac No axmpxo 3,




comun, a esber, & e g. Estes sfo de novo enotados edmente uma ves,
em PV Q. Estamos guerendo afimmar que a uniio de qualquer conjunto
A e gqualguer conjunto B é o conjunto constitufdo de todos os elamen
tos em A junto com todos 0s elementos de B, Entre o8 elementos in -
clufdos na unido estdo, por certo, gualguer elemento gue porventura
sejam comuns a A © B, Entretanto, um elemento da unifio é anotedo ®)
mente ume ves, indspendendo de pertemcer a um dos conjuntos om a am
bos. Esta idéia estd resumida no seguinte: ™A uniZo dos conjuntos/
A eB &o conjunto constitufdn de todos aguiles elementos qun eate-
Jam em A ou em B". (Como & usado aqui, a palavra "ou" ngo exclue a
poseibilidade de que um elemento da unido pomea pertencer a ambos

' 0e conjuntos). Note-se que o ato concreto de juntar néo esta impif-

fado no concelto de unizo de dois conjuntos. £ certasmente o caso do
exemplo 3 acima.

-~

- Conjunto de Exercicios 1:
Sejas

A={u.b,o} B={a o,i,o,n} 0={b :t,g} e Dciu,x,w,x.y,z}

Distribua em tabelas os seguintes con jun to 83

1. AUB 2. BU A 3. ADC

4. BUC 5. AU D 6. (AUB)UY ©

T. AV (BU ©) ~ Primeiro,determine a

8. BU{ i unific de A ¢ B,entso a
Note i } & o conjunto vasio,o _ unido déste dltimo con

conjunto que ndo tem membroe. ‘ Jjunto e C.

i D> 3 8 k.0

Retornando agora para a explicag@o da "aﬁ;'éo S =
5%, podemos diger gque o professor seleciona um conjunto 4 com 3 al_g'
mentos e 0 conjunto B com 5 outros elementos. Podemos escrever V
n(A) = 3 (18-se “o minmero de elenentos em A é ¥) e n(B) = 5.0 cone=
Jonto constituido de todos oe elementos em A, assim como os de B,
€ AW B, Entéo n(AY)B) -~ 0o mimero de elementos em AU B - & o
que chemanos®da soma de 3 ¢ 5. Esta soma & representada por "3 ¢ 5%
(leia-se "3 meis 5%). E, uma ves que contendo, encontremos que
n(A\JB) & 8, escrevemos 3 4 5 = 8.

Em geral, gostarismos de poder dizer:Para quat.qun'
dois mimeros a e b, eacolhe-se um conjunto A que contemha a elemen~
tos, isto &, n(A)=a ~ e um conjunto B com b elementos ~ isto & /

n(B)=b, Entéo a ¢ b= n U B). Intretanto, tal definigéo apresenta
uma dificuldade. Suponihemos gue desejemos determinar a soma de 3 e

5 @ para nossos conjuntos escolhemos A e B do exercicio acima. Uma
vez que A = {a,b,o} e B zZa, e,i,o,n} ; & claro que n(A)=3 e



n (B) =5. Entao A B= gagb,c,e@i o,u§ . Portento, n(AV B) =T7.Mae
por certo reagiriam desfavoravelmente a 3 & = T

Claro gue se reconhece o fato de que no ultimo exem
Plo; = dificuldade surge do fato de gue no Ultimo exemplo, selecio-
azmos conjuntos gue tom um elemento em comum, Quando um  professor
usa cobjletos concretos para demonsitrar em classe, esse problema nfo
aparecse; mas deve ser considerado ac ser emuncisda uma definigso. / ‘
Quando dois conjuntos ndo tém elementos comune sHo chemados disjun
08 ou mituemente exclusivos. A definigso da soma de 3 e 5 poderia
entgoeser enunciada da seguinte maneira: Sejam A e B conjuntos dise
Juntos, de modo que n{A)=3 e n(B)=5, entdo 345=n(AlJ B). ,

A definigd@o da soma de qualquer par de mimeros ine
teiros sera a seguinte: : :

Se a e b sdo mimexos inteiros, sejam A e B cox;;j___ -

tos disjuntos, tais que n{A)=a e n(B)=b, A eoma de

g ¢ b demonstra que "aib" & n(Al) B),

Note-se o papel importante a.pz‘esentado pelos conjun
tos na definigse de una soma ,

A soma a § b ndo depvende da naturezs dos a elemen -
to® gue compde o conjunto A, nem da natureza dos & e ementos, que
compée o conjunto B, desde que ®sses dois conjuntos sejam disjuntos
' A atribuigZo de uma soma a um par de mimercs & €s -
sencialmente o que gueremos dizeér por adigfo.

Ouira abordagem & adig@o, que ssta se tornando popu
lar nos programas de matematica moderna, usa a “linha numérica",

gl % & < i - ¥ & s 2 ty
R T R R A . B

Por exemplo, a soma 3 4§ 5 pode ser interpretada as-

gim: Comegando-se no 0, segue~-se até 3 unidades a direita e entdo

vai-ge mais 5 unidades 3 _direita:
/"W 5
s Ry

¢ 4

5 3 4 5. : -9 AR
b S o g A

0 Tesultado é o mesmo que um 86 movimento & 8 unida

des & direita. A vantagem de comegar-se no O & que o resultado 8 &
obtido imediatamente pelo estudo da linha numérica.

b\
r4

Gy
4

- CGonjunto de Exereicios 2:

1. Diga o que gignifica 7 4 2 em t3rmos de conjun -~
tos. . '
2. £ importante que se dictings entre a linguagem e



simbolos aplicada aos conjuntos e a linguagen e os simbolos aplica~-
doe a nimeros. Se as letras maidsculas representarem conjuntos, /
quais dos aegu.intes {tens se tornam sem significado, de aebrdo com
g definigao dada? :
a. A unigo de M e N,
b. A uniso de 6 e 5,
Ve 3V 4
d, 74 6
‘ e, n (E) U n(F)
. - £, P§Q
g- 1 (?) 4 n (Q)
h, A soma de 8 e 3
i, A soma de R e S
j. BVF

3. Suponha que A & um conjunto %al que n(A) 5 eB e
un conjunto tal que n(B)=T. '

se n( AUB)=10, que se podera dizer sbbre os con -
juntos A e B? '

4, B posé:[vel se encontrar dois conjuntos A e B pa-
ra o8 quais n{A) 2 n{(B) n (A4 B)? Explique.

5. Use uma linha numérica com as seguintes somas:
a 24 4 b. 44 2 . 541 d. 343

A Propriedade Comutativa da Adiczo

0 desenvolvimento da adicado,através do uso de con =
juntos, tornas possivel deduzir-se algumas das propriedades caracte -
risticas da adig8o, A primeira propriedade & ser discutida & exem-
plificade pelo enunciado: 7 ¢ 2= 2 & 7

tste enunciado ilustra a propriedade comutativa da
adicho, Apesar do fato 74 2= 2 4 T ser dbvic a qualquer pessoa
fanilisrizada com a adigBo, ndic é t3o evidente ao prineipiante. De
fato, = maioria das eriangas de primeiro ano, prontamente determina
T30 que 7 ¢ 2=9 mas terSo dificuldade eom o 2 ¢ T. Consequentemente
a propriedade comutativa deveria ser enfatizada cédo na aritmética.
o t2rmos gerais, a propriedade comutativa da adigso & enuneiada do
segui,nte nodog

Se a e b s2o mimeros inteiros entso évz-' b=D¢ a.
Por essa propriedasde dizemos ques "A adigso é comue

tativa®,

Podemos justificar a propriedade ec>1nuns:sq:!;1vaa usando
usando a def:l.nigao de goma. Voltemos azos Exerc:{cios le2ado COnjun
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I 1- 7 D se eu pensar em 7 como 2 ~5. 59 poderei "soinar- 2 ao~ 3:39'

‘pamentog que os matematicos chamam de gropriedade associativa : __g_-__a 3

haja certo acdrdo de agrupamu-nn:aa _‘

/ WM‘""

\sim ‘terei 10 % 5, ou 15..

S 8 .

Este menino ests taticamente usando a idéia de agru

adigao $le pensa em 7 com 2 4 5 e raciocina que -
| 8-}(2«@-5":(8-}2)%5

A afimatiVa geral da pesquisa asaociaﬁva aaria.z
- Se a;b e c sa0 numeros inteiros, ent&o R

(a¢b) §o=af (bfo) |
: . dauea dessa pronri’édad'e dizanoga np adig?io' e
asmciativa®. Novamente, a relagdo pode ser justificeda pelo uso da

definigdo de soma. Ko uon;unto de Exercicios 1. exemplos 6 e 7, da—-'

veriamos ter descoberto que (A} B \; C=40(3BQY C) ;
Vemos que isto seria verdadeiro para qua.isquer oon
juntos A, B e C, porgue a expressao em ambos 0s lados da equagio ra

_ presenta o conjunto de todée os elementos em A ou em B ou em C, Ago

ra, dados qualpquer nu.meros a; b e ¢, podemos eseolher conjnntos A,',,_'f,.f,?,'j:
B e C sem nenhum elemento em commn de modo que n{A) .= 8 n(B) ,!zl_;‘ '
e n(C) =¢. Entdo: ' 5 :
a fauB VUG ~n(AUB3 4 n(C) = (a,, ) 4.0, o
n[AU(BUC}) =n (o) 4 n(BYC) = a (b e)
' - : -~ Poxrtanto: ' e :
' ' (avw‘,}o:a,“b

Pode-ase tam‘bem expresgar isto com casoa-'

(‘L&_!_D ’ +(A+®

Devido a propriedade associativa, n%o haveré resnl-

: 'tados amblguos, se forem omitidoe os par®nteses de uma ea:presaao dc

soma. Por exemplo., uma vez que (5 4 3) $ 9 =54 ( 3 ¢ 9),poderia-

‘mos escrever; 5 & 34 9, para representar cada expressao. Note-se en’ff;

$retanto, que nem sempre € assim na ma'bamatloag Consider-se a d:l.vi

: sao Noto-aae que. (24 * 6) ¢ 2= 4 9.2 = 29 enquanto que =

24 4 (6.4 2) :‘ 24 ¢ 3 = Una ves' que e
. (24 " 6) o 2 F 24 & (6'# 2) ' :
a divisdo nso & aasocia‘hVa € n&o podemos escrever 24v6¢2,aem que

- AB crianc;as podem ae re:erlr as propriedadoa asao



, Bt ettvan i conmtativas smplemante como pmpriedaaes de "ordem" e
. "agrupamento" ; : :
' Muitas vezes, as propriedades associa“biVas e comutg
: twas podem ser usadas juntas com muits vantagem Por exemplog,z.o S
galeule 7 & (9.4 3), sera mma facil se 0 B .s.or agrupado eom o 7; A i
maa isso mvoJ.Ve reorgani zac;ao e reagrapamento (ainda que oe o 8s - :
,creva ou n&d ). ' ' .
_ T4 (943)= T % (xg)pela propﬁ.edade comutativa da
. : R : ; adigdo .
" : = t7«a~3) $ 9 pela propriedade aseociativa/. S
e da adigdo. . '

‘a10-§‘9, _Porquef?-a-?; 10 e

i

- sistama de numere.c;tm.s :
Quando pedinos a uma crianga que "confira pela ad.i-

gEo", estamos utilizando ambas as propriedades. Considere-se, por it ;

ex'amplq:o7 a coluna das unidades do exemplo abaixos

27
54
, 22
Trabalhando-se de ciina 'péra'baimg devemos pansar
na soma de (744) ¢ 2. Trsbalhendo-se de baixo pare cima, teremos

(24 4) & 7. Sabemos que s&o o mesma ca:Ls.-ag por causa das proprieda
des commtativas e associativas:
(744) $2 = 2 $ (744) a adicdo & comutativa (744 & intercalado 7
; Soa i : 7 _ A .
2 4 (447) a adigdo é comutativa
(244) 47 = adigdo é associativa

1l

#

il

Paxa se calcu.lar e soma de 23 e 45, algumas crian -

cas pensam u23§,40 63 @ 63 $ 5 & 68", Analisemos, Primeiro:.
25$45=234(4045) porque 45=40$5,pelo nosso sistema de mxmeraqam
=(23$40)45 a adigdo é associativa
gora}para deteminarmos que 23§40= 63 (ou 60 4 3)1-9, .
ciocinaremoss
23440= (2043)44 porque 23~20 & 3 pelo nosso sd.stana de numeragao
=20 $(3440) = adigao é associativa
=20 $(4043) a adigdo & comutativa
=(20440) 43 a adigdo & assooiativa
=60 $ 3 porque 20 4 40=60 '

Se mudarmos 23 .40 por 60 ¢ 3 na eXPressan
(23440) 45 “teremos .



(23 ¢ 40) ¢ 5

(60 +3) 45

= 60 ¢ (345) a adigéo é aasooie.tiva

=60 $ 8  porque 3 % 5=8

= 68 porque 60 4 8=68

Depoia ¢ée se trabelhar algum tempo n¥ste sentidog

geTal nos convencemos que as propriedades associativa e com tativa/
justificem o Teagrupemento (de quelquer modo que quigzermos)dos tér-
mos numa expressac de soma. Isto pode ser demonstrado., Ainda que /
nao quelramos apresentar provas detalhadas, ussremos livremente a
1déia de reagrupemento para a adigBo. Por exemplo, poderismos diger
me [7+1) 4 (49) + 346) = (s [(941) + (644)

essim 0 € pelas propriedades associativa e comutativa. Entretmto, 4
. _uma vez que n#o importa, na soma, como estdo agrupados os nidmeros;

nem como estso ordenados,os simbolos de agrupsmento podem ser om:l.ﬁ
dos e o calculo pode ser fezto em qualquer ordem.

= Conjunto de Exercicios 3:

1, Identiﬁ.que e propriedade exenpliﬁ.eada en cada um
does seguintes:

a, T+9=947 . :

b, (24 3) $8=2¢ (348)

c. (44T $1=(T¢4) %1

d: (24 9) 4 (341)=(341)¢(24%9)
e. 64 (43 9) = (5+4)+9

f°6+(5-3\4) (544)&5

Mostre como as propriedades sssocia tivas e comuta-
tivas podem ser usadas pera simplificar o ciloulo destas somas:

a. T4 (3¢ 6)
b, 8 ¢ (54 2)
c. (449) %1
4o 17 4 (28 4 3)
. e. (L6 7) 4 (3% 4)

] 3. Suponhe~se gue a¢' b signifique "2 vézes a eoma/
de g8 e b". Exemplos:

14 =12 440..8 4’-%

‘a. £ a operagao indicada por © g " eonmtativa?
- Como ;jnstifiearia a resposta?

: b Para ealeular (2# 3)& 4, primeirc caleculamos
2 3. Uma ves que o resultado & 10, (2 3)&4&.0* 4=28
Caleula 2 - gL Xx 4)

-



A

c. B a operagso representada por "&" associati -

-va? Explique.

-~ A Propriedade de O na Adig®o:

, : No Exercicio 8 do conjunto 1, na pagina 36, encomra
mos que B \J { }zB. Uma ves que © conjunto vazio nSo tem elementos,
2 unifo de qualquer conjunto A com um conjunto vazio sersd Ajisto &

Ay §y
Isto nos leva a outra propriedade importante da adi

Q@0 Yue envolve o mimero 0. Para cada nimero a, podemos selecionax/

um conjunto A com a elementos. Ag\orai }6 um conjunto sen elemen -
tos, e & claro, néo tera elementos em comum com nenlmm outro conjun
to, Pela definigdo de soma, @ § 0 =n(A vil
Mas se AU{
entdo n(Au{})- n(A)
daf a o0 =

Chemaremos & 1sso de propriedade de 0 na adig®o.Por
que o nimero 0 se comporta de maneira especial, e esta & chemada /-
elemento_de identidade para edigiio ou identidade aditiva. 0 elemen~

%0 de identidade & também chemado slemento neutro.
Deve ficar bem compreendido que 0 é um mimerp per -
fei temente vilido. “Zero" ndo significa "nada”.

- Conjunto de Exercicios 4:

, 1. Ha 100 fato= na adiqao - de 0 % 0=0 até 9 & 9=18
que as cr:langas devem memorizar. Se a crianga aprende as proprieda-
des comutativas e as propriedades da adig¢ao do 0O, quantos fatos es-
gencialmente diferentes h&? -

2. Expliqué o significado de a.( b em téxmos de
adigdo. (Supondo-se que a e b sejam mimeros inteiros). '




