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-Capitulo 5

| s U B T R A ?Q.I_7b" 8~5=3.

‘1. Como podemos explicar a subtragso
) Pelo uso de conjuntos? 5
b) Usando as idéine dé. adigso?
2, 0 que signlfica LR L

5 :
Vocé ja deu a seus alunos exercicios de subtraqav e

pediu que elee tirassam a prova, adicionando? 'Dalvez f6sse un ex_‘er—-f'

cicio assim: 46
- 19
gy

_ Se 0 aluno achou rque a resposta era 27, .‘éie deveris

achar a prova adicionando 27 4 19. -Ble procuraria obter 46 se a /

resposta ao exercicio de eubtragdo estivesse correta. 27
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Isto €, ®le adicionaria a resposta (27) ao menor

dos numercs dados (19) e procurarie obter um maior (46).

Evidentenente, a subtracgio tem alguma relaqao com &
ad:u;ao Qual & esta relaca.o" Como deve ser apresentada as criangas‘? :

‘Quais as coneequencias desta relacao? Bete capitulo expllcara estas
' e outr,s perguntas. :

significado de subtragfo. Eneinamos as criangas gque *sete menos /

trée é igual s quatro" mas, também, necessitamos ensiné-las poraue..

Se uma crlan\,a diz: “sete menda t'rés & igual a cinco", devemos 28 =
tar aptos para mostrar-lhe poraue esta errado. Em outras pelavras
- devemos transmitir as crianyas o slgnificado da subtrag3o..

- Explicendo a Subtraq'éo:

prendem gue o numerc de elementos de tal unifio é chamado some dos
elementos dos dois eonaunboa. Da definigao. entao sao ‘deduzides cer
tas propriedades da adiqao (tais como a propriedade comutativa)

‘ A subtragdo podera ser tambem baseada em conjuntos‘.

pelo uso da noqao de un subconaunto ‘Entretanto, mesmo quando a sub

trac;ao é definida em termos de conjuntos, rapidamente se torna ape~
rente o fato de gue a subiracdo estéd ligada & adigao. Daste modo, ©
‘_s:.gni:f;cado da subtragéo pode ser abordado de duas maneiras;

: Recordemos brevemente como- a adigdo é geralmente de.
finida nos novos pmgramae de matemiticha. Primeiro mostra-se aos a~
lunos como encontrar a unisio de dois conjuntos disjuntos.Mais tarde

'Y relaqao acima mencxonada ge refere a0 verdadeiro/ :
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1. em térmos de conjuntos
2, em térmos de adigao.
Como ilustragHo de asbordagem através do uso de con-

%0, consideremos a seguinte situagdo: os irmacos de Maria BAO: -

Miguel, Joso, Maximo, Roberto, Imis e Jorge. Designando-se o conjun
to de ird@ios de Marid por A, teremos |
= {Higuel Jodo ,Maximo ,Roberto, LuiseJorgetEmilio} :

Consideremos tembém o conjunto de irmsos de Mariag

cujos nomee dados comegando com “"M", é designado por B.
- { Wiguel, Mérino}

Ume vez que todos 03 elementos do conjunto B @0
tanbém elementos do conjunto A, dizemos que o conjunto B é um sub -

i

: Eg do conjunto A. ;
Os irmdos; cujos nomes nao comegem por “M", formaem
. outro subeconjunto de Aj chamemo® 2ste conjunto C.

¢ :
G= i Joso,luis.Jorge.Roberto ;_Emilio}

Agora, fagamos uma pergunta numérica simples;que po

dera ser. apropriada para o8 primeiros anos.

Maria tem 7 irm3os, sdmente 2 tem nomes que comegam

com "M". Quantos irm#os mais tem Maria?

Se o aluno apresenta oe conjuntos A, B e C como aci
ma, entdo para responder a pergunta, poderia dar o conjunto C como
o dos 1rmao 8, cujos nomes nao comegam com "M, ; '

Evidentemente, @ste exemplo pode ser analisado por
dois pontos de vista.

1. Os conauntos A e congunto B sso dados. ,

G conjunto B é subeconjunto do conjunto A.

Qual é o subconjunto de A, cujos elementos n#o / :

estao em B? COnJunto Cs =

2, £ aado um conjunto de sete elementos e um dos se
us subconjuntos consistindo de dois elementos. Quantos elementos do
conjunto de sete elementos nap eetao neste subcon;junto de doia ele~
mentos? Cinco,.

Chamamo & Sote $ipo de prohlema de eu'b tragéo .Néle re"

presentamos e numero de elementos gue na.o foram dados no subcon jun-

" to por "7 - 2" {leia-se "sete menos dois")., e nos re:ferix_nos a este
‘numero como a "diferenge de 7 e 2°. Porgue esta diferenga € 5, es -

crevemos T - 2=5 (aa criancas poderao, por exemplo, remover dois /
blocos do conaunto de eete blocos e entao contar os restantes, Ls -
creveriam 7 - 2, ou 5, para expresearem os resultados). Dizemos que
a8 subtragdo da ao par de mimeros 7 e 2 a diferenga 7 -~ 2 ou 5.

Qualquer problema sobre ob;)etos que "restam" ou sao
"tirados” ou que "sobram" podem ser resolvidos pela subtragao como
€ indicado agui. ;

|



Uma espécie de problema, chamado, muitas vézes, de
"comparac;ao" entram com menos evidéncia no padrao de subtragso. A -
qui esta um exemplo: ; , :

Fugénio tem 13 bolinhas de gude, :

Hubert tem 5. Quantas mais tem Fugnio do que  /

Hubert? b

Nesta Bituaqao, as 5 bol:mhas de Hubert ndo sgo um
_subconjunto das 13 de Eugénio, entdo teremos que eimpleamente Pro =
curar o conjunto que resta. Mas o processo requerido é obvio (tel =
vez néo 4s criangas, porém): Comparamos as 5 de Hubert com 5 das de
Eugélio. Entdo procuramos o subconjunto restente das de Euglnio.

Conjuntb de Fugdnio Conjunto de Hubert

0 ‘nimero do conjunto que reata é 13 - 5 Isto nos
diz "quantes* bolinhas "mais* tem Euginio. :

Usando=se conjuntos, podemos dar uma definic;ao for-
: mal de 8 « b, a diferenqa de 2 e by, no tsegulj.nteo :
Se A for um conjunto gue contenha a elementos e =B
for um au‘bconjunto de A que contém b elementosgen -
téo a = b é o ndmero do subconjunto de elementos de
A que ndo estdo em B. '

A diferengs a - D n3o depende da seleqao de conjun~
tos A e B, desde. que éstes conjuntos preencham o8 requisitos espec!
: ficos. Desta definigBo. aperece uma restrigao aos nimeros envolvi -
dos em mbtragao A definiqao diz que para ocue se subtraia b de a
b devera ser o numero de um subconjunto de um conjunto de a elemen-
08, Claro gue D nfo podera ser maicr do oue a. ' Entso, expressoes/
como 3 - 5, 17 - 18, etc., ndo t@m sentido ndste estagio. 4

- Conjunto de. Exercicios 1:

1. Para cada um déases exerclcioe, responda as per- v
guntas: 5
-~ £ B um conjunto de A?
~ = Se é, qual é o subconjunto de A composto de e-
~ lementos nSo em B ?
8. A= {a, e,fgi,j,o,p,u}
B=  {a,e,i,0,u

b, A= {'ﬂamelho .branoo,aml,verde}
B= iverde :
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Co A= Acreg Minas Gerals,Guanabara,Ceara,Amapa} ;
B Ceara, Amapa

d. A= {xth 3’3 _
B= {X9793}

"eo g’: {{A},D, o}

2. Para cada exercicio acima, escreva uma sentenga/
de subtragio. A sentenga de subtragdo para a primeira & 8 - 5=3 por
que’ dado um conjunto de 8 elementos e um subcon junto de 5 elemen -
'toa-, o subconjunto restente tem 3 elementos. :

3. Se B é um subconjunto deA, como scima,e se C & o
subconjunto de A composto de elementos ndo em B, entdo que conjunto
é BUC? e 5 o <

. Até agui, no desenvolvimento da subtragfn, nio men~
cionamos a adig@o. Entretanto, a subtragfo- é muitas vézes chamada /
de "operagao inversa” da adigZo. Porgue? :

. Nos exercicios e texto acima, comegamoe com um COD~-
junto e subconjunto de um con;junto- entao Tecorremos ao subcon;u_n- '
to reetante No Exercicio la, o conjunto dado foi:

A= a,e,f ,1,J,o,p,u} e o subconjunto era

B= {a,e,i;o,ul ,

0 conjunto restante encontrado foi:

o= {fvjﬂp} s : A

Agora, uma vez gue C é um conjunto de elementos de
A gue ngo estdo em B, o conjunto ¢ e B sdo disjuntos. Podemos for -
mar a sua uniBo, B {J C; est& claro que BY C=A. Isto é:

' {f j,p}U {ane i o,u} , {age £.1,1,9, p,u& '

T6da a vez que efetusmos a unidio de dois conjuntos/
disauntos, temos uma situag8o de z:uiit,;:a.«oo A uniao acimsg implica a
sentenga de adigéio 3 4 5 = 8 -

' g sentenc;a de su'btragao no Exercicio. la & 8§-5=3

Entdo, a adigdo esta por certo relacionada com . a
subtragso. ° | : v

Mas demonstremoe esta relacao de modo mais espl:{ci-
.to;, voltando a0s conjuntos nos exs. las

' A= 8; 8, L;153,0, pu}
{aye i;o,uy} :

Fm vez de pergu.ntarmob “Qual e o congunto de . Ag
cujos alementos nao estao em B"? poderemos perguntar: "Qual € o con
Junto; disjunto de B, cque completara "orretamente esta sentangac

UE]



A rasposta a cada pergunta éa meﬂnao {f.;,p}
. Agora, faqanos uma pergunta numérica sdbre éste R
‘xemplo. Poderiamos perguntar; "Qual & o mémero de elementos do sub-
- conjunto de A, cujos elementos ndo estdo em B". Ou, podemos fager /
‘a pergunta assim: "Qual & o'.m‘imero que adicionado eo 5 dara uma s0-
- ma de 87" - » S 3 :
: i Em outras palavras, para se achar a diferenga de

8 @ 5, poderemos completar a asntenga > + D =8. Assin a aentanga'

g D =8 tem o mesmo significado que D L
o ; ' Os nmimeros gue S0 adicionados §80 chamados adendos
: COmpletar uma sentenga como 5 4 [] =8 pode ser chamado "completar
o adendo que falta (ou desconheoido)". Assim, a subtragdo é,us v%
ges, chamada a operaqa.o de se encontrar o adendo que falta" ~~ Na
adigso, proouramos a soma de doie adendos, enquanto gue na eu'btra -
. Ga&o procuramos um dos adendos de uma aoma dada. B por 1eso oue mui-
tas veézes, = subtracéio & chamada de inversa da adigdio. 5
- Se- subtragao gignifica o adendo que falta, o que £
significa 8. 5? BB e o numero que, quando adicionado ao 5 a& 8
isto &, 3. Entdo 8 - 5-.3 A diferenga 3 pode ser achada completando
-se 5 + [] = 8. Nesta sentenga, 5 é, muitas vézes, chamado de aden
~do conhecido ou ‘dado, e 8 é chamado a soma, Note-se que a expreaaao
"8~ 5% lida da esquerds para a direita primairo noau'a a soma 8, -
depoia menosy entdo o adcndo aaldo 5. g :
Clsro que ge o adendo dado for maior oue a soma do-
' :aejada nao sera posdvel encontrar-se um adendo que falta, aproprig
do, entre os numeros inteiros. Por exemplov 6 4 D =2 e D+9 -8 4

,_nao poderao ser completados com mimeros inteiros, Aaaim, expreesoea A%

teis como 2 - 6 ¢ 8 ~ 9 ndo t8m algm.ficado ouando se traba.lha com/
0 conjunto doa numeroe inteiros. : - s
iR ‘D@ste modo, somos levados as mesnas reetric;oee vis-’
te.s na defuugao de subtragao usando-se conjuntos:
' 0 adendo conhecido nao pode ser maior do que.a soma
| .(Quando‘os alunos chegam ao gindsio, entretanto,deg
cobrem que existem mimeros - especialmente os nimeros negativos-gue
se aplicarde para completa.r emtenqaa como 6 4 D 2). A abordagem,
adendo-que-faltag para a subtragao, aplioa-ae, portanto, para gran- |
des claases de mimeros do que para a abordagem de conjuntos -~ por e
- xemplo, para una. olaaae que inclua nao abmente nnmeros inteiroa mas
também nimeros negativoa e fracionarios. ;
' Agora uaanos a 1dé:|.a de numero-aue-falta para des -
,crever a m‘btraqa.o cono ae segue: | :
A subtragao atribue ao par de mimeros inteiroa 7 s
. 2 e b o mimero que falta na sentenca b 4 ]
S ade nﬁmero—que.-i:alta é nomeado "a ~ b*. A isseo, também,



se chama difernnqa de g e 3; A expressac "a -~ b* indiea um mimero / it
inteiro edmente quando b ndo & maior que a. -+

Segue-se que quando completamos uma sentenga tal e
. mo D ¢ 6=19, noa com efeito, "mbtraimos" 6 de 19, e sabemos que'
‘0 nome para o adendo que falte & "I9-6%, Daf, pelo 1o 880 oonhecimen'
to da adigio, [13]+ 6-19, obteremos 13-19-6. o '

- Se introduzimoe a subtragdo através do adando que
: fa.l‘ta, nao aera eatritamente necessario que sejam decorados 08 "fg-
tos da subtragdo”. Por exanplo, se pedirmos 2 crianc;a que complete/ :
a aentenqa 11 - 4= D (isto &, pedimos a mbtraqao de 4 de 11 )
ela deverisa pensar livremente: 11«, D 4+ 4 ou 11= 4 4(:] :
@ ent@o completar qualguer das ~sentengas através do séu ¢ onhecimen~
%o dos fatos da adigd@o. 0 adendo que falta, encontrado, € a diferen‘

ca entre 11 e 4, 11 - 4, A cria.nga deveria aprender que “onze menos =

: quatro equivale a 7", porque "sete mais guatro iguala onze",

Pode-se agora explicar como a adiqao pode ser: proVa A

da subt_raqao?

- COnjgnto de Exercicioa 2

. "1, Escreva duae sentengas de mbtraqao de cada una
deseas sentengas de adicao: : ‘
8. 6 4 4= 10 SIS e 06

bo deeses g ceceenaeo eoecoe e

29_Esereva uma sentenga de adir;ao para cada une des
- sas sentenqas de wbtraqao~

1Z=T =3 125 4 7 (on 12+7.%.5)
bo 6-6*— : V' ‘n-..ooooo K .
coond.-rooa.o-- ; ao.s;;ooo

3. Converta cada uma dessas aentenqas de mbtrar;ao@ S
Entao complete as sentenqaw -

s 340 -12 [g-12-3

2 ) bO P00 OO e e H .9 % e b a0 000

4. Converta cada uma destas sentem;ae a uma aenten-
¢a de adicfo. Complete ambas as sentencgas:
a. D ,—16~9 - 9-1-@— 16 (oum-}gslS)

bo uooonoo.oaoooa_ § oon.uoics

Propri edades da Subtracao

Nos novos programas de matematlcaa as criangas n#o
aprendem 86 a SlgnlflCaan da adlc,ao e multlplicaqao mas, 'tambemgas :
propnedades dessas ooerac;oes msm*mahcaa Duas das pronrledadee im



'portantee da adigao e mltiplicaqao ‘880 as propriedadea aeeociati -
 Va. © & oomutativao ' :

 ~PROPRIEDADES ASSOCIATIVA E COMUTATIVA- DA MULPIPLICAGKO E ADIGKO:

PROPRIEDADE. ASSOCIATIVA

" PROPRIEDADE COMUTATIVA

OPERAGRO - |
' Para todos ¢0s mimeros in- Para todos os mzmeroa/
ey . - | teiros a-,;'b o6 inteiros aebdb
Multiplicag@o| (a X b) x c=a x(b x ) L axhb- bz a
." . . Exemplo. ‘ i Exemblo4 4
3x6),:':4=‘3>i:"(6x4)'“ 12x 7 = '7x12
Para todos 0s nimeros in- "Para todoé oS - e e
teiros g, b e Cy Toe inteiros a e b,
QJic;o (a # b)‘i-°=r,a+ (b%‘_c)_r a4 b=Db¢a
i )E:xemplna : Exemplo: ,
346)+4-3+(6-34) 12+7*7+12

'.tosea-b

£
L

Tem a subtraqao tambem essas propriedadea" COneddo-

Tremo s d.ois exemplos:

il s o mbtraqao conmtativa? R8 <3 =328

" £ obvio que 8 - 3 = 5, porque 5 completa corretamen
te a sentenga 3¢ D =8, Mas "3 ~ 8" n&o € um nome para 5; de fato
n@o é nome para nenhum mimero inteiro, uma vez que nenhum ndmero in
teiro se ajusta & sentenga 8 -} D =3, Enteo 8 -« 3 £ 3 - 8. 0 s:.mbo :
lo ";é" significa "néo & igual a” (U sando-se ‘numeros negativom pode
remos achar que 3 - 8 € -5, enao 5, entdo agui tambem, 8-3;43-8)0011
tros exemplos como ésses, sao faceis de se encontrar mas n&o s&0 ne
cessérios para o nosso objetivo. A subtragdo- seria oomutativa sbmm
= b - a ageim o fésse para todos os nimeros inteime &

e Db. 0 exemplo acima mostra que ha 20 menos uma excepgio - isto &,

que a - b ndo ig\iala ab- a para todos os mimeros inteiros. Mos -
trando-se que 8 = 3 nao & igual & 3 - 8, achamos ume exceqao., Entao
a mbtragao ngo & comutativa. ;
Sty L 2. £ a sabtragdo associativa? ‘Por exemplo
€9 - (5— 3) igual a (9 ~ 5) - 3"
9 ~{5<3)=9-2=1
. Mas (9—5)-3=4-—3*l : :
4 Entéo 9 - (5 = 3) # (9 - 5) = 3, Esta exce¢ao nos
mostra que a subtragao nao & associativa. (Porque para a subtragdo/
ser associativa, seria necessario que a= (b=~ c¢) {a -~ b) = ¢ . para .

todos os mimeros inteiros 8 b ec).



Bercmios Con:luntoj ; ,
1, Inserir "=" ou ";é" onds neceaeariog em cada cir-
- culo:

a- 3- 2 O 2 - 3 sesavenans

2. Inserir paréntesis para tornar verdadeira cada /

sentengea. ‘
: & 8 - 4 ‘ 1 ‘7 5 b"-o;;_‘cxud 3 : Coeavawo
. L. et RN lJel do Zersc na zotraqéo

'Saba-»ee que o O tem papel- eapecial na adiqaoo

PROPRIEDADE DO ZERO KA ADIGXO

Para cada numero a,
840 =8 © 0 ¢ a=a

Exanploan :
240 =15
0 4 16 = 16

Esta lei especial leva a algums fatos interessantes
gdbre o O na subtraqao Rates fatos, ainda que ‘apresentados aqui,
de maneira mais ou menos abstrata, sao melhor comunicados & crianga'
através de exemplos e exerciecios.

A propriedade de ad:;gao do zero leva a sentengae ta
1acom05-¢0 50&16n1690=}65«55§ 4 0 =2, etc. De cada 1
| po de sentenc;a de adigao acima poderao se formar doia t:lpoa de £6N~ -

tengas de subtragdo. : _ 3 :
5-}0:- . leva a 5« 5=0 @ 5 =0 =5
0 4 16 =16 leva a 16 - 16 =0 e 16 - 0 =16
0 4 65 =65 leva a 65.- 65 =0 e 65 ~ 0 =65
0§ 2=2 levas2-280" 8 . 2-0=12

Ef fstes resultados sugerem a poseibilidade de genera~

lizagBo: 4 LB
| = 1. 0 fato de que 5 = 5=0, 16 ~ 16=0, etc, sugere /
que qualquer nﬁmero inteiro subtraido de =i mesmo leva a O¥. |

2, 0 fato de que 5 - 0=5, 16 = 0= 16, etec., sugere
que "0 eubtraido de qualquer numero inteiro leva a este nimero in -
'beiroa" : : :

’ ‘Essas generalizaqﬁ'ea constituem o papel do O na al_‘g :
_trag’éo;.‘elea' pbdem ser provados com a propriedade de adiq.’éo do O.



Para cads numero inteiro a

T et a~a=0
Para cade ndmero inteim < PR v

ay 0= a .
;  Para cada mimero inteiro a
: a'*w -O ] TN
s SRR : Para resumir- Que eignlfioa 5 ~3?25-380 numero,

que compl eta corretemente a sentenga 3 ¢ D
- Se de uma soma de dois ademdos um doa adendoe & sub
: t‘raido, a diferem;a é o adendo remanecente, ‘
A subtragio ndo é comutativa ou associativa.
" Qualguer mimero subtraido de si meamo resulta 0.
. G subtradio de qualquer mimero leva a0 mesmo mimero,

"nudén_ga de Termos" _ha Subtrag'é'o’ 3

Meano depois do significado da subtraqao eatar in -
telramente compreandido ainda permanece o problema de se efetuar P i

eficientemente o edlculo da subtragfio. Num problema simples como

11 - 4= [J o adendo que faltar por exemplo 11- 4 ¢} ,,
pode ser uaado; eficzentemente, pela ¢rianga que conhece os fatos
elementares da adi«,aoo : e e
% : Entretanto, em problemas  de mesmo pouca complexida
-de, 0 uso direto da’ abordagem adendo que faltaf nem . Sempre € prati-
- eca. Por exemplo, pode nEwo auxiliar muito o principiante, se éle ten"
tar calcular 46 - lQ-D . escrevendo 46: 19 + [} o
. A crianga aprende como fracionar &ste pro'blema em
pa.rtea a:unples que podera.o sexr usadas com o conhecimento ja adquiri
do. Para conseguir isto. poderd usar um algoritmo de aubtraqao por
meio do qual calcula a diferenga. :
| : 46 ,46——40:,6_30%16
'-19 "'.-l9~10{-9 10 ¢ 9 : :
- Podera usar ent@o = abordagem adendo-que»faltac para
Aobter 30 10=20, 16-9*7° assim. sua reapoata se torna 20 «K- e e
; Note-se. entretanto, que @&ste calculo torna taclto/ -
ums premisea que @ raramente a;pontada nos tex‘t:os elementares o pro
blema original foi: 46 - 19. Por convenidneia, foi azpreseado prS. -
meiro na forma’ (1) 4 16) ~ (10 g'f 9)

Ume_discuss@io mais detalhada sobre algoritmos de subraqao a
parecersg num capxtulo posteriora Aqui introduzimos brevemen

te um algoritmo da submagao parsa desenvolver ama rr'opmedade i.mnor-
. tante da subtragdo.



Entretanto, a resposta foi em verdade calculada co-
mo (30 - 10) & (16 = 9) |
: E valido questionar como sabemos que esta "mudanga/
de termos® leva ao resultade correto. A resposta estd incorperada /
na seguinte generalizagao: ‘
Para todo o mimero inteiro a,b,c,d, onde a ndo é me
nor que ¢ e b ndo é menor que d,
(a4b)~(c4d)=(agec)- (Db} 4d)
(Ineluimosv a seguinte prova para as professdras que
estiverem interessadas em ver uma). _
: De sedrdo com a abordagem de adendo~que-falta i:ara
a subtragio (Veja pg. 72): A
Sea-¢=x, entéo a= ¢c § x e
Seb-d=y, eatéio b= 4a 4 ¥

¥

~ Dessas equagoes, e pelas propriedsdes associativa e
comutativa da adigaso, temos:

(a4b)=(ctx)4(@asy)
= (e 4 d) ¢ (x4¥)
o que simplesmente significa que (a4 D)= (cpd)=x ¢ ¥

¥

Substituindo-se x & y,temos {(a %+ b) = (¢ 4 d)=(a = ¢) 4 (b = 4d)

Esta é a igualdade que procuramos estabelecer.Um ca
so especial € obtido tornando 4 = b,

(a4 b)~(agd)=(a=c)t (b-D)

= (a~e) 40
= (a = )
0 resultado € expresso como
(24 D) - (cdDb)= (a-6)

0 que sinplesmente significa que o resultado de uma
subtraggo & invariavel se o mesmo numero & adicionado a ambos os mi
neros no problems de subtragdo.

Por exemplo: 241 -~ 97 = (421 % 3)

= 424 - 100
. ' = 324.



