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ela sEo t6o fund.amentaisr eu€ a sua aquisigEo eonstitrri a primeira
apreadlzagem no Jard.j.m da Inf$ncia, e que d.epois s6o utLlLzadas
constantemente. il porque essas nogEes tornarn-se inconecientes e pg
I$eeem novasr d,.esde que as tomemos como objeto de estud.o nr:-u n{vel
superior. Ante,g d.e examinar a sua seqfl.0neia ao longo cla escolarida
de, recor.d.emos d.e que se trata.
I - Noc2l,o d-e- Clas€ d e Eeuival0ncia

A nog8o de classe de ecluival0ncia d o princ{pio fund,amental
cle t0da elasslficag?l,o: dentro cto conjunto mais ou nenos conhecid.o
dos eLeuentos d.os cluais fala;nos, conjuhto charnad.o rrrefereneialn,
eertoe elementos s6o consid.erad-os and,J.ogos, como equi.val.entes ent
tre 01es, eob um eerto ponto d.e vj.sta, Sob Oste ponto ee vista
n6e os, eonsid.eraqos como pertencentes a uma mesua classe de elemen
tos. Para que esta classe seja definid.a sem ambig[1dad.e, d preciso
poder afirmar o qlre se segue:

19 - Cada vea clue n6s retomanqos um mesmo elemento, devemos rg
topanos um ne'smo elemento, d.evemos reconhecer n8.1e a pernangncia
d'os caracteres utlllzadod para a elassificagE,o, de mod.o que o e1e-
uento seja bem equivalente a 01e mesrlo.

29 - $e uu segundo eremento 6 teconhecido como
pr'inelro, o pri.melro tarnbdm d.eve ser equivalente ao
importa a ord.em para concruir ,1ue os dois elementos
tos na mesma classe.

59 - rjendo dois elernentos equivalentes, e se {m tercelro f6r
equlvarente a um d'0res, 0sse tereeiro 6 equivalente ao outro taru-
b6m' Da{ resurta que cada eremento d.e uma c}asse deternnina perfei-
tanente esta classe.

49 - Send.o uma cLasse.definid.a, tod.o elementf ou pertence b

fnn r,- gA, olA 3 a,,a6l*^ l4ror^o-,
As nog0es de relagEo de equlvalOneia e d.e classe de equival

equivalente ao

segundo. Nfo
devem ser pos-
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e1as6e, ou determina uma outra classe; assimr todo o referencial 6

fivld,itlo em eLasses sem elementos conuns: hd d'ivis6o.

gnta Dadelra. Coloca,mos os Ldpis amarelos d.entro d.e uma calxa; aong

titulnoe assim a c}.asse amarela; da mesma maneife serd constitulda
a ClaS€ ver:me1ha, a classe aztti-, e, ae houver Lugar, a CLaSSe d.e

cOr Lndeclsa, para que todos os 16pis seJa.m repartld'os.
Esta linguagem, qne coneerne os subconjuntos chamados Eelas-

ges de equival-Onciafr, pod-e ser trad.uzida em outra llnguagemr que

concerne nre1ag6es0.

Iomemosum 14pis, e depols outro l6pis. Iodos os dois sto da

uesrna c0r? "ter/ uma mesma c0r" 6 uma relagEo "o1r"{}.*"" d.e eJ.e-

mentos d,o referenslal; 6 uma reJ.agfi,o bindria ( entre 2 elementos) .

' Una relagSo 6 definid.a s0bre o referenciaL s€r por ead.a par
de elementos, L pergunta {0 par convdm?r, pod,e-se responder rSimF

otl *l{Eotr'. $e a reposta fOr t}Simo', os e1ementos e6o equivalentesr.{
gob o meu ponto de vista, e eu os colocari-a na mesma clagse. Esta
claseifJ-eag,Eo 6 possfvel?

Tomemos o nosso exemplo da classificagfo dos 16pis de c6res;
apliquemos, asr 4 condig$es enumerad.as aeimal

19- [omo um l6pis, e depois o mostro uma segunda vdz.. Se a
classJ,ficag6o fOr posslvel eu devo, I pergunta P0Les eEo d.a mesma

c0r?D rclonae:1' *g1rn. A relagf,,o 6 dlta ttreflexivat:clualquer que se

Ja o elemento nao, OIe 6 equtvalente a OIe rreStrroo

29- Tono 2I4pisr so, h mesma pergunta, a resposta f$r ttsimtl
eeta nesposta 6 independente d.a ord.en na qua]- os elementos s?[o con
s.id.erad.os:, a relagEo 6 dlta ,''sindtric&'i.

,9- se a "espost" fOr rsia, para o par (a, b) d.e eLeraentos e

tanbdm Bara o pa:r (b, a), a resposta tanbdn 6 ,simn para o par(arc)i
a relagEo 6 transitiva; e1a se propaga d.e quarquer maneira.

Ae,sim, &e; qerr61g$es 1E, Z* e 5s exprimem propried.ad.es da rela
gEo; a 42 expri.me que a eomparagEo se estende a todos os elementos
d.o referencialr eB€ a reaposrta rtslmr? ou rlNEoF pode ser d.ad.a para
tod.os os paresj. euand.o estas cond.igdes $6o reau.zad.as, d.iz-ee que
se' trata de uua relagBo de ecluival0neia definida e0bre o referenci
a-I.

Insistaaos um pouco s0bre
d,emos, pensar nos sub-conjuntos,

os dois aspectos da questEo: n6s po
nas cl-asses c1e ecluivaltncia, ou p9!
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Ba:r na relag8o. IJe o referencial d repa,rti-tlo em claseesp sub-conJun

toe eom elemerrtos eomuns, podeJse forrmrlar uua relag?lo d.e equival-0n

oia que d.escreve o prlncfpio d.e class-{-ficagEo. De manoira Lnversa,
nna re1.agf,o tl"e eqrriva-lOncla 6 um prLnc{pio de eJ.assifloagto e d.eter

miaa &s cJ.asses de equlvalSncl.e.
Portanto, a todo estud.o felto s0bre as clasees oomesponde um

estud.o e0bre as reJ-ag6es. Por ezernl.rlo: consiclerenos d.ots princfplos
de oJ'aesJ.fleagdo s0bre un mesmo referenclal; en, reJ-ageo aos 16pls,
0ssea princfplos poilem serr cgranto h eOr cta mad.eira e cluanto b cOr

do grafite. Soja E o conJunto de ldpis d,e madel,ra amarela , e ? o

oonjunto cle 3-dpis de grafito pr0to, A opcragBo d.e'tlntersegtott s0-
bre I e F o aonjrrnto 0 de 16pis coutlrns hs d.ues olagseg. tLes gEo ca
racterizad.os cono tenCo ao nesno tenpo a narieira amareia e o grafi-
te pr0to; hd nconJungtort rla.s rLlras cSra'l-i-ciactea: € rrma operaqdo sObre
as d.uas rclagBes de equirral0acia (ver Dul:reil: [As rell-agdes d.e eq.rrl

val0ncirrtt, conferOn.ela no PaldcLo d.a Degeoberta, 1954) ,

f.reuabrenncs cl.isto. apellas que nds Su,no* d.uas mmeiras d.e nos ex-
prfunlr. - um elemento € cte tal- clas$e ( pertence a esta cLasse) , 6 o

aspeoto.d.a teoria tios conjuntos - ou 01e tera taI cluaLidade (possui
osta qua-lidad,e, satl-sfaz a rel.ag6o).

Aornscentemos qrre n6s temos lrmii necessidad.e irilreriosa d.e rlrrqe€
atr &6 olasses <le eqriival0ncia, Borqlre $orlo$ Levacios a conslder{-las
Gomo eLemenios d.e um tlpo superiorl esta hlerarqutrr rle tJ.poo d bem

oor*recid,a nas 6l8rrcias Natrrais ( Eoologia ou 3ot8.nioa) , mas 6 tara-
b6m esseneieJ parii as outrris matdrlas cle estu.d.o.

setr umer bilha$ amar.ela, ser rrn po1{Borlo trirdtero, ser 1'rn ani-
naJ- herb{voror ser eontemporAneo de Augusto (consed.erad.c como ir po-
pulag8o qrre vlveu nal 6poca d.e Augusto). Assi-n, rleni.6gni:.-se a c-1a.sse

.por urn srrbstantivo qrr-e irode $er o nome l1e um;a qr.:.rr.l-idade) r ( o renar.i
Lo) r ulo nome inciefiniclc ( o tri8n6uLo) , 1tm norle no pl.irrr*-l- ( os he::bI-
voros) r o1r cita-se unt eleme:rto particular:rnente not4ve]- cla cla,s;se
(Augusto, evldentemente o mais notdvel dos homens d.e seu t'enpo, sob
o poni;o de vista ond.e nos coloca"uroe).

t un caso muj.to favordvel para a classifieagi{o q..'re aq,-10Le ond.e,
dentrp d'e oad.a olasse <Ie equLva10ncia, um elemento part-i-cu1ar, irm
representante ben reconhecfrrel sie 1mp0e como protdtlpo, cono eleneqft
standardl OLe 6 chamaoo (na tdcnica d,as ma'beur$,ticas eLeve.,las) 'lel-e-
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mento oa.n6nteot. Se est{ num caco como 0ste, d neoessdrLo precls4-

I.ol voreioos exenrplos depois.
:r,y Mae. ee pretende-se estudar uma ola.ese por epenas un dos seug

represeltastas 6 pteciso ter-ge eui-d.ado.. Asslm, para. estuciar os her

bIvoros,, una orlarlga tonard oomo tlpotra vaoatl (o q1re JA 6 mel-hor do

que nu$a vaga". I.ias & vaea pertence a outras el"asses d,e etlulva'1.0n-
'in

oias det$ifnaclas por outros prlnc{plos de clagelfloaqsot d neeess6-

rlo consid,erar interseg0es rie conJuntos.
tset6 claro que estud.axrd.o as matemdtlcas eLementaresr n6s eeta-

nrgs aas stiuag$ee pr1vS-legiadae onde a olapsifleagdo d part"i,crrla.rne[

te sluB].es.

II - As- OlgjBses Je. Egulgal0ncla po Eglng.
)

Abra.mos o progriu(a e recoirhegapos las relaq?les e elaspes cle e

vaL0noLa ond"e e].as estto, isto 6) quasd'erte em todo lugerr

I[o Jardln da Inf0ncia

-.{

E o momento prtvlleg1ado para a Clgebra d,os conJuntos e das ai$
etrcsses de equivalOncla (antes clo ndmero), como tnmbCm para a topo-
logia (antes da med.id.a). Se a crLanga claseLfisar obJetos por cOr e
Brosurar oB rrmarelosr s8 e1a perguntarl iBste ou aqu0l€?o, em Lugar
d.e responcler: otB a mesma coiga'r, respondamoet i[ aqrrLval-enterr e fa-
leuos e0bre a classe dos obJetos amareLos.

So Curso E].ementar _e no OuTgo ql.nasial

O ndmero a,pareoeo Conter,r, med,irl novaa op"rogO"".
0 clue 6 o ndmero up^trrra-l-? frata-se cie rllversos referenciais: o

eonJr.rato dos neus dedos, uni eoajunto de ovosl uE portarovos, 1l"B con

Junto d,e etlquetra,g eon siirais que a Fi d.1st1ng;a,n. Corrsidereilios utn

Eub-oonJunto de eada um, por ex. uro (panler) de ovos o um cartEo coB
orlf{ol.os pa.r& ooLocar ovos, um paoote de etiquetas. Poderel B1l es-
tabeleser sorresponC0ncias bl,-unlvocasr $0r cad.a Ovo nu.a oriffcio,
de nod.o que nto sobrem nem orsos seu lugar para serem postos, nem Iu
Sares sem ovos? ii o mesmo com sis etiquetas? lJe a experiOnoia respon
der'r$J.mu, o cesto, o cartEo, o pa,cote ee,o d..a rresma claiese. A cL&g-
slfloagllo 6 poss{veL, }rd i;rans.{-.bl-vid.aa[e. lfu d.ort um nome a estra o].ag
8Gr por exemplol dlgo tlcj.nconr , como dirj-a B.amare].ortr'1 

E e eu ooLorir
o eegto, o c:rrt?to e o pacote de anarelo.

0 d,tf{cll aqul 6 (lue eu estabeleci a relagto de equival0ncla
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orttfe ef.euienbos cie tlpo superioi, sesio, cartlo, pacote, entre os

sub-corrJuntos e nto entre os objetos primitivos. As berrrinlras colo-
r)

rLdas/ct,o rraterj.al Culsenaire efuupollzaa perfeita.nente o mais stm-
pLes ilessas classes que nds chamamos de ndmeroe, e s0bre. as rltiais
c.e1'lncur-se iis operagoes.

9.d,gg d, d.epols"d.e ter aprenaldo de cor u;ua lista de palervras,

un, doLs, tr0s, cluatro, cincor..., atribrrir a cad.a elagse uua des-
sao palavras. D0st6.modo, n6s volta.rnos L correepond0noJ.a tt-unfvoea
entre os eLementos d.e um pr6t6tipo de classe estudacla (por Ex, A

conjunto Cos me11s dedos) e as pa"-1-avras da l.rst'a tomadas en orcieni a
partir de nltnn. A {}tlma pa3-avr& p?onuncjada d'.o ro$€ Co :ntnero. hr
dt"go aeJ.neots', ma$ se havla tonailo. t lLnta itvlo1.bta.tj azrrl, verderamg
neLon..", eu terla dlto rfamArelo*.

Shrdo isto d sertanrente multo conlrlexo, uas a erLanga 6 tto ln-
teJ.:lgente que Lhe bastan urn ou doLs anos para ter un oontreclmento
doE 100 prfuaeiros udrneros, sufLciente para utillz6-1os e fazer algtl
maa opsragUes. No Is arlo elementar, e1a alnda nto esqueceu que se
tr.'ir.ta de classns4€r,1,,irraLGn6Aa <ientro <Losr eon.irrntos qlio e1a manlpula
c,u ricgenha.

tsgdlr: lr-'rata-se, em J-Q lugar, d.e defrnLr, por lrmn cx1:er5-0ncl-a
oonvenlentel urrf{ relae8o de eclulva].0ncla eni;re (clesy tlgee), (des ft
lellos tenduee), para. consicierar como da nesrna. el-asee oEJ o[jetos
que n6s d.lzerrros tr?rorl, o rr.esmo trconpr5,m€fltort. I)a ncsma. manelra, a ba
langa LndJ.ca os obJetos qrle t8m a mesna lnassa, ete. Err seguida, d
preeJ.so agsoeLar a cad-a el-itsse rrm eJ-er.lento. do een jr:r,to dos nrfr,;eros,,
de m"od.o que haje correspondOneJ.a. lrj"u:rfvoc&r

$Eo sbmente o eonjrtnto dos ndmeros natrrrais n?!c; bastri, raa.i-s, e

6 preclso, no curso 6inasia1, lntroduzj.r os nrtmeroe iteei:naj-sp !!rrs
aXnd.a rrma classe d.e equLval0nci-a d.eflnida por rter ? riesne -tre,*1,C.r:,/,
tor.rrrge terrlverraente rlcai 5 metroer 5 graynasl 5 hcraap 5 franeos,
C bem mals varlado d.o que 5 ovos, 5 porta-ovos, j dedcs, e Lsso nE,o
pode realmente, ser desenvolvldo, d,lgo, desenhado. Deve-se fazer in
terrrJ-r rtma outra relag?,o d.e erluival0ncLal rtser de gran{eza,s rla mes-
na espdcletln Mas lo.go o espf,rito n3.o segue mals: o slnaL 5 srrbstr.-
fut t0da a 5.ddia3 o o4Lettlo torrra-ee rneeanJ.smo, a 6J.gehra dos coyr-
Juntos 6 escluectd.a e d.6 lugar [ dlgebra d.os rr{.r""o", ql1e;* tratluz.
I ta]-vez um Drogresso tden:'.eo e uma eonscl0ne!.a, o ahandoho d,e todc
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,.4.

un donfuio ratendtico. Preolgenoer bera em t0da oca,sieo a oorrespondU,

oia blqnfvoca cntre o conjrrnto d,e gra.Ir'l€uao s o oonjunto de nrlncrgg-

Betmilo S6rlo da }lsdltla

$ob:cetrrrlo, nlto nonftrndlr irolagto tts equlval0noLar o.*corros-
pond0ncla biunfvscan. Se1 por exenaplor a crJ.anga vC tul $eu lLyrot

progo de 5 uetros = Cr$500,00
rJ.a eserever{ en abrevteclor !m - loOsnr e depoJ.E, uB (liar ! rr !0o,
Eebttuono-le a traduzj.r a re].agEo oompleta pe],o esqueuat

oo.rtento en metr( -r r""r"ril l0r
500

A f,J,eoha clurra lndLca a. comespond&r,roJ,a.
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