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As nogBes de relac¥o de equivalneia e de classe de equivalén-

~ cia s¥o t¥o fundamentais, que a sua aquisic¢%o constitui a primeira

aprendizagem no Jardim da Inffncia, e que depois s¥o utilizadas
constantemente, X porque essas nog¢Bes tornam-se inconscientes e pa
recem novas, desde que as tomemos como objeto de estudo num nfvel
superior, Antes de examinar a sua seqii®ncia ao longo da escolarida
de, recordemos de que se trata,

I - NocH%o de Claé% de Equivaléncia

A nog8o de classe de equival@ncia é o princfpio fundamental
de tdda classificag¥o: dentro do conjunto mais ou menos conhecido
dos elementos dos quais falamos, conjumto chamado "referencial",
certos elementos s#o considerados andlogos, como equivalentes en#$
tre 8les, sob um certo ponto de vista, Sob &ste ponto de vista
nés os consideramos como pertencentes a uma mesma classe de elemen
tos. Para que esta classe seja definida sem ambigliidade, é preciso
poder afirmar o que se segue:

12 - Cada vea que nés retomamos um mesmo elemento,tdevemos re
tomamos um mesmo elemento, devemos reconhecer néle a permanéncia
dos caracteres utilizados para a classificacBo, de modo que o ele-
mento seja bem equivalente a 8le mesmo.

22 - Se um segundo elemento & teconhecido como equivalente ao
primeiro, o primeiro também deve ser equivalente ao segundo. N%o
importa a ordem para concluir que os dois elementos devem ser pos-
tos na mesma classe.

32 - Sendo dois elementos equivalentes, e se @m terceiro f8r
equivalente a um d8les, 8sse terceiro & equivalente ao outro tam-
bém, Daf resulta que cada elemento de uma classe determina perfei-
tamente esta classe,

42 - Sendo uma classe definida, todo elémenterou.pertence a
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classe, ou determina uma outra classe; assim, todo o referencial £
dividido em classes sem elementos comuns: hd divisHo.

" Tomemos um exemplo: Queremos classificar l4pis pela cbdr da
gua madeira. Colocamos os l4pis amarelos dentro de uma caixa; cons
tituimos assim a classe amarela; da mesma maneika serd constitufda
a claé% vermelha, a classe azul, e, se houver lugar, a classe de
edr indecisa, para que todos os lépis sejam repartidos.

BEsta linguagem, que concerne os subconjuntos chamados "cias—
ses de equival@&ncia", pode ser traduzida em outra linguagem, que
concerne "relac8es".

Tomemos um 1l4pis, e depois outro 1l4pis. Todos os dois s¥o da
mesna ¢8r? "Teryd uma mesma cdr" é uma relacHo entré$%ares de ele-
mentos do referengial; & uma relac%o bindria (entre 2 elementos).

+  Uma relagBo é definida sbbre o referencial se, por cada par
de elementos, & pergunta "0 par convém?", pode-se responder "Sim"
ou "N#o". Se a reposta fdr "Sim", os elementos s8o equivalentes, X
sob o meu ponto de vista, e eu os colocaria na mesma classe., Esta
classificac®o é possfvel?

Tomemos o nosso exemplo da class&ficaclo dos l4pis de cBres;
apliquemos as 4 condig¢gPes enumeradas acimat

12~ Tomo um l4pis, e depois o mostro uma segunda v&z, Se a
classificacBo f8r possivel eu devo, & pergunta "&les s¥o da mesma
cdr?" ré%onder "Sim". A relagBio é dita "reflexiva™:qualquer que se
- Ja o elemento "a", 8le é equivalente a &le mesmo, ¥

22~ Tomo 2 14pis, se, A& mesma pergunta, a resposta fér "simg
esta resposta é independente da ordem na qual os elementos s%o con
siderados: a relagfo é dita "simétrica", : 2

39~ Se a resposta f£8r "Sim" para o par (a, b) de elementos e
também para o par (b, ¢), a resposta também & "Sim"™ para o par(a,c)
a relag8io é transitiva; ela se propaga de qualquer maneira,

Assim, as condigPes 12, 22 e 3¢ exprimem propriedades da réla
¢80; a 42 exprime que a comparacfio se estende a todos os elemento;
do referencial, que a resposta ™Sim™ ou "N#o" pode ser dada para
todos os pares. Quando estas condigBes s#o realizadas, diz-se que
se trata de uma relagfio de equival®ncia definida s8bre o referenci
al, ‘ 3

Insistamos um pouco s8bre os dois aspectos da quest%o: nés po
demos pensar nos sub-conjuntos, nas classes de equivaléncia, ou P;S
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sar na relaglo. Se o referencial & repartido em classes, sub-conjun
tos sem elementos comuns, pode~ge formular uma relacfo de equivalén
cia que descreve o princfpio de classificac¥o, De maneira inversa,
una relagfo de equival®ncia € um prinefpio de classificag¥o e deber
mine as classes de equival®ncia.

Portanto, a todo estudo feito sBbre as classes corresponde um
estudo sbbre as relacBes., Por exemplo: consideremos dois principios
de classificagfo sBbre unm mesmo referenciali em relagHo aos lépis,
8sses prinefpios podem ser: quanto A e8r da madeira e quanto & cbr
do grafite, Seja B o conjunto de 1l4pis de madeira amarela , e F o
conjunto de l4pis de grafite pr8to. A operacBio de "interseglo" sd-
bre E e F o conjunio G de 1l4pis comuns s duas classes. Bles sfo ca
racterizados como tendo ao mesmo tempo a madeira amarela e o grafi-
te pré&fo; nd "conjuncHo" das dums qualidades: & uma operacBo sBbre
as duas relagBes de equival®meia (ver Dubreil: "As relagBes de equi
val8ncia®, confer8neia no Paldeio da Descoberta, 1954),

Lembremos disto/épenas que nés femos duas maneiras de nos ex-
primir.;-um elementq7§ de tal classe (pertence a esta classe), € o
aspecto da teoria ‘dos conjuntos — ou 8le tem tal qualidade (possui
esta qualidade,’shtisfaz a relaco).

Acrescentemos que nés temos uma necessidade imperiose de mgqee
ar as classes de equival®ncia, porque sonos levados a consideréd-las
como elementos de um tipo superior; esta hierarquia de tipos é bhem
conhecida nas @incias Naturais (Zoologia ou Bofanica), mas é tanm-
bénm essencial para as outras matérias de estudo.

Ser uma bilha$ amarela, ser um polfgonc trildtero, ser um ani-
mal herbivoro, ser contemporfineo de Augusto (consederado como a po-
pulag®o que viveu na época de Augusto). Assim, designa—se a clusse

-por um substantivoe que pode ser o nome de uma qualidade), (o amars

1l0), um nome indefinido (0 trifingule), um nome no plursl (os herbi-
voros), ou cita-se um elemento particularmente not4vel da classe
(Augusto, evidentemente o mais notdvel dos homens de seu %tempo, sob
0 ponto de vista onde nos colocanos). |

E um caso muito Ffavorfvel para a classificag¥o que agu8le onde
dentro de cada classe de equival®necia, um elemento particular, um
representante bem reconhecfvel sie imp8e como protétipo, como eleme@ﬁ
stendard: 8le & chamado (na téenica das matemfticas elevadas) "ele-

L)
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mento candnico". Je estd num caso como 8ste, & necessdrio precisd-
lo; vewremos exemplos depois.

i? Mas se pretende-—se estudar uma classe por apenas um dos seus
representantes é preciso ter-se cuidado. Assim, para estudar os her
bfvoros, uma crianga tomard como &ipo"a vaca" (o0 que j4 & melhor do
que "uma vaca'", Fas a vaca pertence a outras classes de equivalén-
cias det®minadas por outros prinefpios de classificac¢Ho: & necessé-
rio considerar interse¢Bes de conjuntos.

Bst4 claro que estudando as mateméticas elementares, nés esta-
mo8 nas situagbes privilegiadas onde a clagsificagBc é particularmef
te simples,

II - As Classes de Equival®neia no Fnsino

\
Abramos o programna e reconhegamosias relacgBes e clasges de qu!

val8neia onde elas estBo, isto &, guase'que em todo lugar.

No Jardim da Inffncia

E o momento privilegiado para a élgebra dos conjuntos e das =IX
etesses de equival@ncia (antes do ndmero), como também para a topo-
logia (antes da medida). Se a ceriancga classificar objetos por cbr e
procurar o8 amarelos, se ela perguntar: "Bste ou aquéle?", em lugar
de responder: "E a mesma coisa", respondamos: "E equivalente" e fa-
lemos s8hre a classe dos objetos amarelos,

Neo Curso Elementar e no Curso Ginasial

0 méimero aparece, Contar, medir: novas operac®es,

0 que & o nimero natursl? Trata-se de diversos referenciais: o
conjunto Gos meus dedos, um conjuntc de ovos, um porta-ocvos, um con
Junto de etiquetas com sinais que a s distingam, Consideremos um
sub-conjunto de cada um, por ex, um (panier) de ovos e um cartio co&
orificios para colocar ovos, um pacote de etiquetas, Poderei eu es-
tabelegcer correspond®ncias bi-unfvocas, Bbr cada dvo num oriffecio,
de modo gue n¥oc sobrem nem owos sem lugar para serem postos, nem lu
gaves sem ovos? ¥ o mesmo com as etiquetas? Se a experifncia respon
der "8im", o cesto, o cartBo, o pacote s¥o da mesma classe, A clas-
sificagfo & possfvel, h4 itransitividade., Bu dou um nome a esta clas
se, por exemplo, digo "cinco", como diria "amarelo",n se eu colorir
0 ecesto, o cartfo e o pacote de amarelo,.

0 diffeil aqui & que eu estabeleci a relacfo de equivaléncia
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entre elementos de tipo superior, cesto, cart¥o, pacote, entre os
sub~conjuntos e nfo entre os objetos primitivos. As barrinhas colo-
ridas’do material Cuisenaire simbolizem perieitamente o mais sim=-
ples dessas classes que nés chamamos de ndmeros, e sdbre. as quais
defincu-se as operagBes.

Contar é, depois de ter aprendido de cor wma lista de palavras,
um, dois, tres, quatro, cinco,e..., atribuir a cada classe uma des=-
sas palavras. D&sté modo, nés voltamos & correspond@neia Bi-unfvoca
entre os elementos de um pr8tdtipo de classe éstudada (por 8x., &
conjunto dos meus dedos) e as palavras da lista tomadas em ordem a
partir de "um", A dltima palavra pronunciada é .0 nome do admero. Eu
digo "cinco"™, mas se havia tomado a lista "viol@ta? azul, verde,ama
relo"..., eu teria dito "amarelo".

Tudo isto & eertamente muito complexo, mas a crianca 4 t%o in-
tellgente que lhe bastam um ou dois anos para ter um conhecimento
dos 100 primeiros ndmeros, suficiente para utilizé-los e fazer algu
mas operagdes., No 12 anc elementar, ele ainda nfto éSQueceu que se
trata de classesfequivallnbda dentro dos conjuntos que ela manipula
ou desennae

Medir: Trata-se, em 12 lugar, de definir, por uma experineia
conveniente, uma relacfic de equival@ncia enire (des tiges), (des fi
g#elles tendues), para considerar como da mesma classe os ohietos
que nés dizemos terem o rmesmo "comprimento". Da mesma maneira, a bz
langa indica os objetos que t€m 2 mesma massa, ete. Em seguida, &
preciso associar a cada classe um elemento do coniunto dosvnﬁmeros;
de modo que haja correspond®ncis biunfvoca,

N8o sdmente o conjuntc dos mimeros naturais n#o basta mais, e
é preciso, no curso ginagial, introduzir os nimercs decimais, mas
aindz uma classe de equivalncia definida por "ter a mesma mediday,
torna=-se terrivelmente rica: 5 metros, 5 gramas, 5 horas, 5 francos}
é bem mais varisdo do que 5 ovos, 5 porta-ovos, 5 dedos, e issc n¥o
pode realmente, ser desenvolvido, digo, desenhado. Deve-se fazer in
tervir wna outra relac¥o de equival8necia: "“ser de grandezas da me
ma espéeie", Mas logo o espfrito n%o segue mais: o sinal 5 substi-
tui t8da a idéia; o edleculo torna-se mecanismo, a Algzebra dos con-
Juntos € esquecida e détlugar % 4lgebra dos nﬁmeros, que a traduz.
E talvez um progressce téenico e uma consci®neia, o ahandoho de todo
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un domfnio matemdtico. Preciseros bem em t8da ocasifo a correspond&f
cia biunfvoes enitre o conjunto de grandezas e o eonjunto de mimeros

Estudo Sério da Medida

Sobretudo, nMo confundir "relac%o de equival8ncia" e "corres-
pond8ncis biunfveca", Se, por exemplo, a crianga v& em seu livro:
preco de 3 metros = Cr$300,00
ela escrevers em abreviado: 3m = 300c¢r, e depois, um dia; 3 = 300,
Habitbueno-la a traduzir a relagHo completa pelo esquema:
comprimento enm metr? prego em §Cr
3 300

A {lecha curva indica a correspondé&ncia,




