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Aor nogUes de relagfi,o cle ecptival0ncj.a e de classe d,e ecprivaL0n-

ola eEo tto flrnda.nentaJ.s, que a sua acluisig8o constltui a prlmeira
aprendJ.zadem no Jardim da Inftncla, e que depois stro utilizadas
conetantemente. E porque essas nog0es tornarq-se incongclentes e pa-

recem novas, d.escle clue a tomerqos como objeto de estrtclo nrrm n{.rel s}
perlor. Antes de examinar a sua seqilekta ao longo d.a escolarldade,
reeorderrros d.e qlre se trata.
I - [oc[o de C].asse de ilqulvalOncia

A nog8o d.e slasse cle rq,.,f-"a16neia 6 o princfpio funda^mental de

t0d.a cJ.assificagEo: d.entro do conjunto maig ou menos conSecid,o dos

elementos dos quals fal-anos, eonjunto trreferenclaltrrcomo o chamanos,

oertos elementos s8o eonsideratl.os an61ogosl oonro eqrrlvalentes entre
01-es, sob um certo p:onto d.e vlsta. Sob 0ste ponto ile vlsta, nds os

cons1.d.eriu-ac'- como pertencentes a gma nesma cLasse d.e elenentos. Pa-
ra que tss'i.c\ cl.:sse seja cleflnlda sen ambig0.idad,e, 6 preoi.so pod.er

efltaar o que ,''.' e sesr€ 3

1l - 0ada vel:1ue,n6s retomamos un mesmo elemento, d.evenos ree
oonhecer n01e a, perma.n0ncla dos caraeteres util-izados para a class1
ftoaglo, de mod,o qlre o elementos seJa ben eclui-valente a 01e D€suroo

2) - Se um segund.o eLemento 6 reconhecido como equivalgnte ao

prlmelro, o prlmeiro ta^r,rb6m deve ser equivalente ao segund.o. NEto fua

porta a orr(lem para concluir qrre os dois elementos d.evem ser postos
na megrla c].asge.

,9' - Sendo dols elementos ecluivalentes, e se um tercelro fOr
equivalente a um dOLes, 0sse terceiro 6 eclrriva.lente ao outro tarob6m.

Da{ resulta que caila elerrento d.e'una cLasse d.eternina perfeitamente
esta cLagse.

4r - Sendo uma classe d.efLir'{.cta, tod,o eLemento ou pertence L
cLasser ott d.etermina uma outra cl.asseS asslm, toclo o. r"f*/"nclal 6

dlvLdldo em classes sem elementos comuns: hd d,ivls![o.
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.lomsrosr um exemp].or Qrreremos classifLcar 16pte pela cOr ila sua

madeLra. Colocrar:os os l-6pis arnareJ.os dentro de uma calxa3 eonstitul
mos aaslm a classe anarela; da Besma maneira serd constitufda a cla[,
ga vermeilha, a classe azu1-r Gr se houver hrgar, a elasse de aOr in-
dec5.se, para que todos os l6pis oeja,rra repartldos.

Esta lingrtagem, que concerne{os subconjuntos charoados $classes

d,e equJ-va10ncla'), poile ser traduztda em outra linguagemr que eoneer
irelagUee$.

Somemos wo 16pis e depols outro J.dpls. todos os dois sI,o da mq
na c0r'? ster una mesua cOro 6 una relag*o entre os pares d.e elemen-

tos do referencla-li 6 uma reLagto bindrLa ( entre 2 elementos) .
IIma rel,ag6o 6 deflnlda s0bre o referencial e€r por oad.a par de

eleuentos, L pergunta ttO par eonvdn?r, pod.e-se respond.er ilSimrr ou
rfeos. Se a reaposta fOr eSlmxr os el-ementos s?o ecluivalentes, sob

o Deu ponto d.e vi.sta, e en os colooaria na mesma classe. Egta cl.as-
el,flaaqBo 6 possfvel?

torsemos o nosso exemplo da dd eLasslflcagto dos ldpts de e0resi
apl.Lqueuos as { cond.lg0es enumerad.as aclma:

Ie- goro um ldpie, e d.epois o mostro uma segund.a viz. Se a cLag
eiflcagto fOr possfvel eu devo, h pergunta r01es s?lo da meoma c0r?r
responder rrSluu. A relagso 6 tlita nreflexivas! quaLcluer clue seJa o

elemento "a!', OLe 6 eqrrlvalente a 01e D€srooo

29- 1n",- -' 16ptsr so, D, neama pergtrnta, a resposta fOr ostmii,
esta Aesposta € rndependente da ord.em na cluaJ- os elementos s?[o co[-
sl,d.eradost a relagEcr 6 {ita ssimdtrlcaB.

5t- 8e a resposta fOr ilslmo.para o par (a, b) d.e elernentos e

ta,nbdu para o par (b, o), s, resposta tamb6n 6 osim* para o par(ara)
a relaqtro 6 "transitivai eLa se propaga <le qualquer maneLra.

Assta, as cond.tgOes 1cr2l e 5, exprl,mem proprledad,es da rel,a-
gBot a 4l esprime qlre a comparagto se estende a tod.os oa elenentos
dlo referencta.lr etre a resposta rfslmn ou rlfiEor pode ser d.ada para to
dos ba peuFee. Qrrando esias eondtgUes sto reallzadas, d.iz,-se qlre se
trata de urna relagfr,o cie ecgriva-lOneia d.eflnld,a sObre o referenclal.

Insistimos um polleo s0bre os dois aspectos da questto: nds po-
d'emos pensar nos subconjuntos, nas classes de eclrrival0nola, on pe11-
sar na relagEo. Se o referenelal 6 repartid.o en classes, subconJun-
tos sem el-ementos eomuns, pod.e-se formular ttma relagEo d.e equlvalgn
cta que d.escreile o prlnefplo d.e classlficagE,o. De maneira inversa,
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ure retr;lagto de equlval0nsta d um prlnefplo d.e ca-lsslfLcagto e de-
tcltlna ae claeses de equlval0ncia.

Portanto, *'todn eshrdo feito s0br€ as olasseloomtssponcle um

ee#trdo s0brc as relag0es. Por exemploi eonslderemos tlols prlnefplos
ilc olaesi.fJ.cagto s0bre um meemd referenclal, em re1.ag8o aos 16pis,
Orcce prlncfpLos podern sers quahto L cOr da maileira e quanto h eOr

ito graflte. SeJa E o conjunto de L6pls d,e nadeira anarela; 6 F o,

oonJwrto d.e 16pl-s d,e graflte pr0te,r A operag8o de 'tLntersfttoc "O-
bre; S e F o conJunto ,0 &e l6pls oohtrr" Ls d,rras- elagsese lles sBo ca

racterlzadoa como tendo ao mesmo tempo a n.a*r?S*E% grafitc preto;

h6soonJu,ng[o* d,ae duag qua-lidades: 6 uma operag.lo s0bre as duas rs]
laE0es dc equlvaL0nata (ver DubreiL: nlr^g relag0es d.e equlvaf0ncLan,
ooafer€mola no Pal.dcLo d.a Descoberta, 1954).

IreubrrBtsos d,isto apenas quc nds temos duas ua;peiras de nos €x-
prlnlri -Um elemento ! de ta]. classe (pertenae a esta classe)j 6 o

aspeato da teorla d.os conJuntos - o1r 01e tem taI qrraltdade (possul
esta gualldade, satisfa.z ). reJ.aqto).

Aoreseentemos qrre n6s i"ro" utra necessldad,e f6perfoea de nome-

"r a}.-Vtsses d,e equlval0rlcla, porque somos 1.evados a'coasLd.er6-1as
como eleuentoe d"e urn tlpo superlor; esta hlerarqqla cte tLpos 6 ben
oonheold,a nas' 010nolas llaturals ( ZooJ.oela ou BotA,nloa) , uas 6 ta,n-
b& coaenclp..i. nara ag outras matdrlas de estud,o.

ser nma i:-i.iha a,marera, ser um porlgono triJ-atero, ser um srot-
nal h,erbfvcro, ser contempor0neo de Augusto (oonslclerad.o oomo a po?

tErf,.aqto que vlvsu na Cpoca de Augusto) . Agglmr dasigna-se a olagse
por uE'str,bstarrtlvo clue pode ser o nome d.e rrma c1ual.ldadel (o arnarelo),
un lnd,eflnldo ( o trlEngu-Io) , u, oor*flIural ( os herbfvoros) r o1l ci-

(Augustor €vt-
sob o ponto cle I

f,s-s6 u.m el.emento partlcuiarnente notdvel .da clasee
dentenente o nals notdvel- clos homens d,e serr tempo,
vl,sta ond.e nos, colocamos) .

E uu caao uuito favor4vel para a classifieag8o c1u{b aqu0J.e ond,e,
dentro de cad.a cLasse cle equlval0neia, um elenento partlcuJ-ar, u!0
repreaentante beno reconheclvel se i,np0e eomo prot6tipo, oorno elemen
to etendard r 01e 0 cha,nado ( na tdanlca d.as matemdtieas elevad,as) x

--a

rllcnento can0nldoD. Se estd nu& casoI
I c{-lol vercmoa exemplos d.epoie.

como 0ste, 6 necessdrlo preci
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Irlas sc pretencle-aa estutlar uma elasse por apenas um d,os seus re

preeentantee 6 preclso ter-se arrLdad,o. Asslm, para estud.ar os herbf-
rog, ruoa crlarrga tomard como tlpo oa vaca* ( o qlle Jd 6 melhor do qtue

\rna vaca$ I{ag a vaca pertence a outras classes ale equiva}0ncias de

teminadas por outros prlnofplos d,e classlficagto: 6 neoess{rto corF
A,

slAcra'il,nters60es de conjunios.
Est6 elaro qlue eetudand.o af matendttcas elementar6, nds esta-

aoc trac elttr.ag0es prlvLlegladas onde a classificagBo 6 particularmen
tc slnplcs.

II - Ar ClqFeeq-de EqulvaL0nctq no Epsino
Abranos; o progra.ma e reeonhegarros as re}ag6ee e clasges de ecluL

val0aota onde el.as estdo, isto 6r quase que en todo Lugar.

tro Jardlq-da. Inf0neia
t o momento prlvllegiado para a dlgebra d,os conJuntos e das

eJ.asses. d,e equJ-val0ncla ( antes do tlnero) r cono tanbdn para a topoLo
gla (antes da nedida). Se a erlanga e]-asslflcar obJetos por cOr e
procu:rar os anarelosr BB ela pergrrnter: olste ou aqu0Io?*r em lugar
do respond,er: nS a taeana colsa*r responderemos: rE equlvaS-enteo e fa
leuos c0bre a classe doe objetos amarelos.

te Curso 4lelqentar e no Curso Ginasial

-

O nrlnero &p&reo€o Contar, uedlrr novao operag0es.
O quo 6 o ndmero natural? lrata-se de diversos referenclals: o

eoaJunto dos meus dedosl llrn conjunto d.e ovos, um portarovos, um con$

Junto cte etlquetas eom slnais qlre ae dlstlngan. Conel,derenoa rrm srrb-
aonJunto de cad.a u"u, por ex. um ( ptit{"r) d,e ovos e rrm oartEo com orl
ffalos' para coLocar ovosl 1l[r paeote d.e eticluetas. Pod,erei eunestabe-
leccr corrsapond,0nclas bt-un{rrocas, pOr cada Ovo nrua or{.ffelo, rle ng
do que nEo sobrem nem ovos sen luger para aeren poetose Dorr lugares
8ea ovos? E o Besno com as etlqrretas? Se a experl0ncla, respond.er Gfrf
n$ltsri, o cesto, o cartto, o pacote s[o da mesm& clasge. A classLfica
gEo 6 poo,efvel, hd traneltlvid.ad,e. Eu dou llm noma a eeta olasse, por
exemplo, dlgo ecineof,l coElo tllrla tlernar€].oor se eu oolorir o cestoro
cartto-.) b pacote de nmarelo.

0 allf{cll qqut 6 que eu estabelecl a rel.agfo d,e equlvaL0ncla en
trc cl,oucntoc d.e ttpo superlor, ceoto, cartEo, pacote, entre os sub-
oonJuntos e ngo entre os obJetos prlml.tlvos. As barrlnhas oo].orld,as
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d.o mate,rlal Culsenalre simbolizam perfeitarnente Q mals simples d.essas

classes clue n6s chamamos de nrfmeros, e sObre as cluais d.efinem-se as o

perag6es.

Contar 6, d.epois d.e ter aprendiilo de eor uma lista de palavras,
um, d.ois, trOs, quatro, eineor..., atri-buir a carta classe uma clessas

palavraso D0ste modo, n6s voltanos b, correspondOncia bi-unfvoca entre
os elementes de um prot6tipo de classe estnclada (por €xr r o conjunto
d.os meus d.erlos) e as palavras rla lista tonaclas en ordem a parti-r d.e

nuBE'. A fl.tina pal.avril prorrrrnciada d o nome d.o ntimero. llu digo "cincor,
mag se houvesse tomado a lista ttvioletar, azu]., verder e.m&reIoil...1 eu

teria dito na"Barelo'r .
t\rdo isto 6 eertamente n.rito complexo, mas a crianga 6 t6o i-nte-

ligente qlue bastarl um ou d.ois anos para ter uu eonhecimentdaq J-OO pri
meiros nrfmeros, suficiente para utili z6-Los e fazer afgumas' operdgUef,
No ]-s aJno elementar, e1a ainda nEo esqueeeu qlre se trata de cLasses d*

equiva-I0neia d.entro d.os conjuntos que eJ.a manipUla ou d,esenha.

F1ed.ir: frata-ser em l-9 lugar, de def5-nir, por uma experiOncia
conveniente, uma relagfo de equivalBncia entre (des tiges), (d.es fi-
ceIles tend.ues) , para consld erar como da mesma cl-asse os . ob j etos que
n6s d.izemos, terem o mesmo rlcomprimentor'. Da mesma maneira, a balanga
indj.ca os objetos que tOm a mesma massa, etc. ilm seguiila, 6 preciso
ags.oclar a carla elasse llm elernento do conjunto dos ntfmeros, de modo

que haja correspondOncia bi-un{voca.
Nto s.bmente o conjunto clos nrlmeros naturais n?lo basta rnais, e 6

preeisor r1o curso ginasi-al, lntroduzir os nttmeros d.ecimais, mas ain-
d.a rua classe de equivalOncia clefinld.a por tlter a mesma med.1dan, tol
D&-s,e terzlvelmente riea: 5 metros, ! gramas, ! horas, 5 francos, 6

bem mais variad.o rlo que 5 ovos, ! porta-ovos, 5 ded.os, e i-sso nf,.o 6o
Eerea}mente1desenhat1o.Deve-sefazetinter-
vir uma outra re1ag6.o c1?,-a'i1u*1va1-Snc1.b: Bser cle grantlezas da mesma es
p6eietr. I,Ias, logo o esp{rito ndo segue mais: o sina]. 5 substitui t0da
a iit61a3 o cdl-crrro torna-se mecanj-smo, a dlgebra ci.os conjuntofl,,,l-.,",?i
quecida e d.6 lugar b dlgebra,dos nrfmeros, eue a traduz. E t&;;;un ?
progreeso tdcnico " or*["d"di.tie.r"i", o aband.ono d.e todo um d.omfnio ma
temdtico. Precis{rnos bem em t0cla oeasj-6o a correspond6ncia 51-unfvoca
entre o conjunto de grancl.ezas e o conjrinto de nrfmeros.
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Sobretudo, u6o conf\rn<llr irelagto de eqnlval0noiat e !con-
rogpond0ncia Ul,-unfvooAri^,Se; pori)3*sup[od' adEr$.&ngasvC en,:;sed . n

*l-

Itvrro:
Ilrego de 5 netros - 0rt!00r00

c[a moreverd en abrevlador 5m n 50$ar, e depoiel u! dtar! s 500.

EeEltrrcno-Ia a tnaduzlr a rel.agfio eompleta pel.o eaquonat

couprl.nento sm nettro 7 prego eB ltgf$
, r09

f1eotra Gu:rra tnrtlce & colrmapond0nota.
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