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As nogBes de relagBo de equival@ncia e de classe de equival®n-

cia s%o t%o0 fundamentais, que a sua aquisig®o constitui a primeira

aprendizagem no Jardim da Inffncia, e que depois s¥o utilizadas

constamtemente. B porque essas nog¢Bes tornam-se inconscientes e pa-

recem novas, desde que a tomemos como objeto de estudo num nfvel su

perior. Antes de‘examinar a sua seqlififmia ao longo da escolaridade,

recordemos de que se trata. ' SRk

I - Noglfo de Classe de Eguivalencia

A nogBo de classe de equival8necia é o prinefpio fundamental de
t8da classificacg®o: dentro do conjunto mais ou menos conlyecido dos
elementos dos quais falamos, conjunto "referencial®”,como o chamamos,
certos elementos sBo0 considerados andlogos, como equivalentes entre
8les, sob um certo ponto de vista. Sob 8ste ponto de vista, nés os
consideramos como pértencentes a uma mesm& classe de elementos. Pa~-
ra que estia classe seja definida sem ambigllidade, é preciso poder
afirmar o que <o segue:

12 - Cada ve2 jue: nés retomamos um mesmo elemento, devemos ree
conhecer néle a permanéncia dos caracteres utilizados para a classi
ficaglo, de modo que o elementos seja bem.equivalente a 8le mesmo.

2% - Se um segundo elemento & reconhecido como equivalente ‘a0
primeiro.'o primeiro também deve ser equivalente ao segundo. N%o im
porta a ordem para concluir que os dois elementos devem ser postos
na mesma classe, :

' 32 - Sendo dois elementos equivalentes, e se um terce1ro for
equivalente a um d&les, 8sse terceiro & equivalente ao outro também.
Daf resulta que cada elemento de uma classe determina perfeitamente
esta classe, -

42 - Sendo uma classe definida, todo elemento ou pertence A
classe, ou determina uma outra classe; assim, todo o;refefgndial 8
dividido em classes sem elementos comuns: h4 divis®o,
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Tomemos um exemplo:'Queremos classificar 14pis pela cdr da sua ,>
madeira. Colocanos os 14pis amarelos dentro de uma caixa; conshitui
mos assim a classe amarela; da mesma maneira serd constitufda a clas .
se vermelha, a classé'azul, e, sSe houver lugar,;a classe de c¢Bdr in-.
decisa, para que todos os 14pis sejam repartidos.

Esta linguagem, que concerne s subconjuntos chamados "classes

()
de equival®ncia", pode ser traduzida em outra linguagem, que concer .

“npelacBes™,

Tomemos um 14pis e depois outro 14pis. Todos os dois s¥o da mey
ma ¢dr? "Ter uma mesma ¢Br® & uma relag¥o entre os pares de elemen=
tos do referencial; & uma relagBo bindria (entre 2 elementos).

: Uma relag¥oc é definida s8bre o referencial se, por cada par de
elementos, 2 pergunta "0 par convém?™, pode-se responder "Sim" ou
"N2o". Se a resposta fOr "Sim"™, os elementos s#o equivalentes, sob
o meu ponto de vista, e eu os colocaria na mesma classe, Esta clas-
sificac8o é possivel?

Tomemos 0 nosso exemplo da dé classificac¥®o dos lépis de cbreS)
apliquemos as 4 condicBes enumeradas acimas ;

12~ Tomo um 1l4pis, e depois o mostro uma segunda v8z. Se a clag
sificag8o £Or possivel eu devo, & pergunta "8les s#o da mesma cdr?"
responder "Sim", A relacHo & dita "reflexiva™: qualquer que seja o
elemento "a"™, 8le & equivalente a 8le mesmo.

22=- Tomc 2 14pis, se, A mesma pergunta, a resposta £0r "Sim",
esta besposta & independente da ordem na qual os elementos s%o con-
siderados: a relagZ%o & dita "simétrica",

32~ Se a resposta f8r "Sim" para o par (a, b) de elementos e
também para o par (b, ¢), a resposta também & "Sim" para o par(a,c)

a relagBo &'transitivaj ela se propaga de qualquer maneira.

Assim, as condigBes 12,2% e 38 exprimem propriedades da rela-
¢Bo; a 48 esprime que a comparagBo se estende a todos os elementos
do referencial, que a résposta "3im" ou "N%o" pode ser dada para to
dos 08 pares. Quando es$as condigBes s¥o realizadas, diz-se que se
trata de uma relagBo de equival®ncia definida s8bre o referencial,

Insistimos um pouco sBbre os dois aspectos da quest®o: nés po-
demos pensar nos subconjuntos, nas classes de equival®neia, ou pen=-
sar na relagHo. Se o referencial & repartido em classes, subconjun-
tos sem elemqgﬁps comuns, pode-se formular uma relag¥o de equivalég
cia que descreve o prinefpio de classificagBo. De maneira inversa,
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uma reyglagfio de equival®neia é um principio_devcalssifica¢ao e de=
termina as classes de equival®ncia.

Portanto, a todo estudo Peito sdbre as classeiyoorresponde um
estudo sBbre as relagBes. Por exemplo: consideremos dois principios
de classificac¥o sbbre um mesmo referencial, em relagHo aos 14pis,
8sses princfpios podem ser: quanto & ebr da madeira e quanto & cbr
do grafite. Seja E o conjunto de 14pis de madeira amarela, e F o
conjunto de 14pis de grafite nreta, A operac¥o de "intersééao" 50~
bre'E e F o conjunto G de 14pis comuns 4s duas classes, Eles s¥o ca
racterizados como tendo ao mesmo tempo a madef%ﬁvg&g grafite prébo;

h4"conjungBo"™ das duas qualidades: é uma operaggo sbbre as duas rex
lagBes de equival®ncia (ver Dubreil: "As relagBes de equival8ncia®,
conferdncia no Paldcio da Descoberta, 1954).

Lembremos disto apenas que nds temos duas mapeiras de nos ex-—
primir; —Um elemento & de tal classe (pertence a esta classe); é o
aspecto da teoria dos conjuntos — ou 8le tem tal qualidade (possui
esta qualidade, satisfaz 2 relaqﬁo).

Aerescentemos que nés temos uma necessidade igperiosa de nome-
ar as&éisses de equivaléncia, porque somos levados a consideri-las
como elementos de um tipo superior; esta hierarquia de tipos & benm
conhecida nas Ci8ncias Naturais (Zoologia ou Botfnica), mas & tam-
bém essencisl nara as outras matérias de estudo.

Ser uma Lilha amarela, ser um polfgono trilétero, ser um ani-
mal herbfvero, ser contemporfineo de Augusto (considerado como a po»
pulaglio que viveu na época de Augusto). Assim, designa-se a classe
por um substantivo que pode ser o nome de uma qualidade, (o amarel.d)
un indefinido (o trifingulo), um nomé$blural (os herbfvoros), ou ci-
ta—-se um elemento particularmente notével da classe (Augusto, evi-
dentemente o mais not4vel dos homens de seu tempo, sob o ponto de &
vista onde nos colocamos),

E um caso muito favorivel para a classificacBo que aqule onde,
dentro de cada classe de equival®neia, um elemento partieular, um
representante bem reconhecfvel se impBe como protétipo, como elemen
to standard: ®le & chamado (na técnica das matemdticas elevadas) "
"@lemento candnido”, Se est4 num caso como 8ste, & necessério preci
sé~loj veremos exemplos depois.
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Mas se pretende-se estudarfuma classe por apenas um dos seus re
presentantes € preciso ter-se cuidado, Assim, para estudar os herbf-
ros, uma criancga tomar4 como tipo "a vaca"™ (o que j4 é melhor do que
"uma, vacaﬁl Mas a vaca pertence a outras classes de equival®ncias de
terminadas por outros princfpios de classificag¢®o: & necessério con-
aidcraﬁiﬁ%ersé%ﬂes de conjuntos.

Elté claro que estudando ag matemfticas elementares, nds esta-
mos nas situagBes privilegiadas onde a classificag¥o &€ particularmen

te simples,
II - As Classes de Bquival®ncia no Ensino

Abramos o programa e reconhegamos as relagBes e classes de equi
val®ncia onde elas est¥o, isto &, quase que em todo lugar,

No Jardim da Inf8ncia
E o momento privilegiado para a 4lgebra dos conjuntos e das

classes de equival®ncia (antes do Mimero), como também para a topolo
gia (antes da medida). Se a crianca classificar objetos por cbr e
procurar os amarelos,‘se ela perguntar: "Rste ou aqu®le?", em lugar
de responder: "E a mesma coisa", responderemos: "E equivalente® e fa
lemos sBbre a classe dos objetos amarelos,

No Curso Hlementar e no Curso Ginasial :

0 nimero aparece., Contar, medir: novas operacBes,

0 que é o mimero natural? Trata-se de diversos referenciais: o
conjunto dos meus dedos, um conjunto de ovos, um porta=~ovos, um cons
Junto de etiquetas com sinais que as distingam. Consideremos um sub-
conjunto de cada um, por ex., um (pan{er) de ovos e um cartfio com ori
ffcios para colocar ovos, um pacote de ethuetas. Poderei‘eunastabe-
lecer correspond@ncias bi;univocas, pdr cada 8vo num oriffeio, de mo
. 4o que n%o sobrem nem ovos sem lugar pare serem postos, nem lugares
sem ovos? E o mesmo com as etiquetas? Se a experi8ncia responder ™8t
"Sim*, o cesto, o cartao, o pacote s¥o da mesma classe, A classifica
qao $ possivel. hé transitividade. Bu dou um nome a esta classe, por
exemplo, digo "einco", como diria "amarela", se eu colorir o cesto,o
cartﬁgw} o pacote de amarelo.

0 diffeil gqui & que eu estabeleci a relacfo de equival®ncia en
tre elementos de tipo superior, cesto, carifo, pacote, entre os sub-
conjuntos e n¥o entre os objetos primitivos. As barrinhas coloridas
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do material Cuisenaire simbolizam perfeitamente & mais simples dessas
classes que nés chamamos de mimeros, e sdbre as quais definem-se as 0

peracgBes,

Contar &, depois de ter aprendido de cor uma lista de palavras,
um, dois, trés, quatro, cinco,..., abtribuir a cada classe uma dessas
palavras. D&ste modo, nés voltamos & correspond&ncia bi-unfvoca entre
os elementes de um protétipo de classe estudada (por ex., o conjunto
dos meus dedos) e as palavras da lista tomadas em ordem a partir de
"uam™, A dltima palavra pronunciada é o nome do mimero. Eu digo "cinco}
mas se houvesse tomado a lista "violeta, azul, verde, amarelo"..., eu
teria dito "amarelo"” .

Tfudo isto & certamente muito complexo, mas a crianca & t¥%o inte-
ligente que bastam um ou dois anos para fter um conhecimentqdq 100 pri
meiros n¥meros, suficiente para utilizd-los e fazer algumas operacgles,
No 1¢ ano elementar, ela ainda n¥o esqueceu que se trata de classes &
equival®ncia dentro dos conjuntos que ela manipula ou desenha,

Medir: Trata-se, em 12 lugar, de definir, por uma experi®ncia
conveniente, uma relacg%o de equival®ncia entre (des tiges), (des fi-
celles tendues), para considerar como da mesma classe os objetos gque
nés dizemos terem o mesmo "comprimento™. Da mesma maneira, a balanga
indica os objetos que t8m a mesma massa, etc. BEm seguida, & preciso
associar a cada classe um elemento do conjunto dos mimeros, de moso
que haja correspond®ncia bi-unfvoca.

N%o sdmente o conjunto dos mimeros naturais n#o basta mais, e é
preciso, no curso ginasial, introduzir os ndimeros decimais, mas ain-
da uma classe de equival®ncia definida por "ter a mesma medida", tor
na~se terrlvelmente rica: 5 metros, 5 gramas, 5 horas, 5 francos, &
bem mais variado do que 5 ovos, 5 porta-ovos, 5 dedos, e isso n%o $g
de realmentej .ger ¥ geeddgo desenhado, Deve-se fazer inter-
vir uma outra relagﬁo de” eqdivaléncfﬁfmxggf de grandezas da mesma es
pécie™, Mas logo o espfirito n%o segue mais: o sinal 5 substitui t8da
a idéia; o c4lculo torna-se mecanismo, a 4lgebra dos conjuntos e es-
quecida e d4 lugar & élgebra dos mimeros, que a traduz. & ﬁ£§::;Ziﬁ§%§
progresso técnico e umakconsc1énc1a, o abandono de todo um domfnio ma.
temftico, Precisfimos bem em t8da ocasifio a correspond®ncia bi-univoca

entre o conjunto de grandezas e o conJunto de nimeros,
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Estudo Sério da Medida
—— e B

Sobretudo, n%o confundir "relagHo de equival®ncia"™ e "cor-
reapond&ncia bi-unfvocas Se; por-exemploj-a crianga:ve em-seu . n
Ydvro: , : '

prego de 3 metros = Cr$300,00
ela escreveri em abreviado: 3m = 300cr, e depois, um dia,§ = 300
Habituemo-la a traduzir a relagfo completa pelo esquema:
comprimento em metro , prego em §CrJ
5 AL U e

A flecha curva indica a correspond@ncia,

RS ik pargs e ¥ L//”/
w2 @ W fi/L



