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1. gi":$r&
A geometria tem vdrios aspectos que s6 poden ser eonpreendi.dos

a Iuz d.o passad.o. t necessdrio, portantor corlhecer alguma coisa C.e

eu,a hist6ria e de seu lugar predouinante na cultura ocidental a flm
d.e cornpreender sua inportdncia na educagSo e porque, estd sendo intro
duzid.a no curr{culo da escola elementar.

A geouetria 6 t5o importante, eoruo lrat6ria quanto a aritrn6tica
A geonetria ornauental aparece na cerdmica neolitiea feita no vale d.o

Nilo, apro:iimad.amente, hd seis miI anos atrds e d.esenhos geon6trieos
t6m sido traqad,os ilesde terrpos pr6-frist6rieos at6 agora por artistas
d-e tribos que viveu nuua cultura d,a ldad-e d-a ?edra, coao por exemplo
alguns indios da Arn6rlca d.o Sul.

-@rq-9!3ig g3lijE. Acredlta-se qua a geouetria plana e s6tiAa teve seu
inicio nas civllizag6es que florescerau nos vales do Nilo e do D*fra-
tes h6 uais de quatro mlI anos. A tradigSo grega atribuia a invengSo
da geouetria aos egipcios. I[ras, recenteniente, inscrigSes decifradae
err tdbuas ile bamo desentemadas na }lesopotdnia d-urante os filtturos
eeu anos revelam que os babilOnios de I 7OO anos, A.C. eonhectam um.

eonsid.erdvel nfr,:ero de fatos s6bre a geornetria.
0 eeutido etinol6gico da palavra rrgeouetriatf 6 ttmedtila de

terra'r. Algunas das tdbuas de barro babil6nieas cont6m instrug6es s.Q

bre como calcular a 6rea de pedagos de terra con fozua de tridngulos
e quadrildteros. Outras tdbuas uostram que os babil6nios utilizavam ,
e!: seus cd1cuIos, o teoreua de Pitdggras e as propried.ades d.e tridngu
1os ser.aelhantes. Aind-a outras tdbuas dio regras para calcuLar os vo-
lunes rLe diques trapez6id.es e outros corpos s6lid.os s1rop1es. Nem t0
d-as essas regras sio corretas. Rolos cie papiro uostram que os egi-
peios daquCle periodo tinhau, mais ou menos, o mesuio grau de conheci-
mento dos babildntos. l,Esr nada prova que qualquer d6sses dois povos
organizasseu seu eonhecimento d.e geornetria de ac6rdo cou uu padr5o or
denad.o. Isto, sbmente, foi reallzado mals de uil anos depois quando
os gregos criaran a ctancia da geouetria.

9e-sspi.*g--9.-Eg.Ls{tgq--g.e--sg.
No peri.odo entre 600 e J00 anos A.C. os gregos transforuaran a

geometria d.e uua simples colegSo d.e " resul-taCtos isolaclos e regras rn€-

cSnicas para una eiGncia uraternitica aLtamente desenvolvid,a. Durante
6sse tenpo desccbrirau muitos conceltos geom6trieos novos. Sua uraior
contribuiqior rro entanto, foi d-emonst::ar oue pocl-ernos obter eonheeimep
tos tmportante e 6tif atrav6s d.o raeiocinio dedutivo partind.o de pre-
utssas expl{citas. Por causa dessa atitud.e os gregos inventarau a ma-

tendtlea pura.
Apesar de nossa quase total lgnordneia s6bre o verdad.eiro ini-

cio da naten6tica grega, sabemos q.ua foi desenvolvid.a em estreita co
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nexAo coE a filosofia. Nenhuu d.os eseritos dos fundad.ores tradicionais
tais como, [haIes (686 A.C. ) e Pltdgoras (55O A.C. ) subsistiu. A georng

tria era altauente apreeiad.a pelos gregos eomo una revelagi'o d.e haruo-
nia e orclem do universo. T5o grande era o seu sucesso na geometriarque
a t6da sua mateudtica, mesuo a aritn6tica e a dlgebra, era dada uua a-
par6neia geom6trica.

A famosa Aeailenia d.e Platio ee Atenas, atraiu rnuitos matemdti
cos; uu dos uaiores foi ilrdoxus (:ZO A.C.), que foi tanto nateudtico
como astron6mo. As realLzag6es dos uateudticos plat6nicos e de seus
pred.eeessores pitag6rieos foram cornpilad.os c6rca d.e setenta anos urals
tard.er r1o Alexandria, pelo uatendtico ftrcIides (:OO anos A.C.),Foi not
to beu sueeilido n6sse empreenclirnento tenclo produzido uu dos uais famo-
sos livros textos de toclos os teuposr os E[_em-e4-to5.

Elgr:_q4!qq . cle_ Errclia qs .

0s treze livros de Eleuentos de Euclides t6n a finalidede de

d-ar uu desenvolvimento estrltauente 16gieo b geouetria plana e b geolrg

tria s61tda. [odos os teorernas sio ileuonstrados partindo de uD pequeno

ndmero de definig6es e postulad,os explicitos que forrnau as preuissas
do trabalho. O tratauentol no entanto, 6 estritanente deduttvo. Nio hri

urotivagEo, nem d.ebate s6bre cono as conctrug6es s6o fettas e nio hi a

pliedg5es de teorernas a nio ser para deraonstrar outros teoreuas.
A iroportdncia hist6rtca ilos 'rElementostr de EtreLides 6 inrlicada

pela seguinte cita96o:
I'Depois da 3{b1La r os rrEleqontos s5o, provivel-

urente, o livro rnais reproduziilo e estudado na hist6-
ria do munclo ocidental, L.ais de nril- edig6es aparece-
rau d.esd,e a invengio da imprensa e antes cldsse tenpo
c6ptas rDanu,seritas d,orainaram grande parte clo enslno
de geouetrta. A naior parte d.e nossa geometria BBco-

1ar 6 touada, rnuitas v6zes literaLmente, dos (priue!
ros) seis dos treze livros; e a tradugio eucll.dlana
atnd.a 'pesa no nosso ensino eleuentar.::tt

No prineipio da Idade [I6aia1 oerrEleuentosrf foram, assid.uamente
estudadtils pelos drabes, Elas eram conhecidosr rre Eropa, sbmente po a1-
guns tronges erud.itos. No fim da Idade M5dia, a geometria plana dos Bri
uelros seis l-ivrosr eu€ agora de alguma forua 6 ensinada nos .thigh
sehool"st' (gindsios) aos Estados Unid.osl tornou-se diseiplina de Unifer
stdade na Europa. tr'oram realizadas confer6nelas s6bre os ttlleuentos rr

nas universidades de Praga (fundada eu 1 348), Viena (f 365)Heidelberg
(1 386) e leipzig (r 409) quase a partir d.a d.ata de sua funclasao. A

primeira edig6o impressa clo lirrro foi versSo latina iuiprinida en Vene-

za em 1 485.



)

3

Iu.c1id.es nio gozou d.e popularidad-e entre seus alunos. Na venerd

ve1 tlniversid.ad.e d.e Paris (-fundada em 1 150), candid,atos a lviestres em

Arte, nos prim5rdios do s6culo d.ezesseis, tiverau de faze]. um iuramen-
to sofene iie que haviam assistirLo fielmente confer6ncias s6bre os pri-
meiros seis livros. Na Universid.ade d.e Heidelberg era exigido uu jura-
mento semelhante.

No s6cul-o XIX a geometria, plana foi incluida como disciplina
nas escolas da Erropa ocid.ental e da Au6rica do Norte. Chama a atengSo

o fato de q_ue na Inglaterra e nos Estados Unidos esta diseiplina era a

presentad.a aos meninos e meninas quase exatamente da uesula maneira co-
mo era apresentada a aued.urecidgs especiallstas em mateudtiear D& Alep

xand.ria a mais-cle cLois mi1 anos.
Eh nossos dias, a geometria plana e a geometria s6:-ida sio men-

cionadas eonjuntamente como geometria Euclideana, em parte para dife -
,-renca-Ias de outros tipos de gecmetria, descobertas mais tarcler: nas

principalmente em homenagem ao g6nio de Erclides corno professor e expq

sitor.
2 , Impo{L€nc ia nos- 4ig g-a-!ua is .

De um ponio d.e vista pritieo, a geometria 6 urra idealizagSo e

sistematizag5o d.e nossas experi6ncias espaciais ordindrias, experi6ncS
as essas'.que todo ser hqmano tem quase a partir de seu nasciuento. Cog

siderada como ei6ncia d.o espago, a geogetria tem d.ois aspectos: o f6gi
co'r mostrand.o nos t'Elementosrrde &ielides e o fisico, representado pe

l-a sua aplicabilicr.ade bs nossas atuais experi6ncias espaciais.
Esses d.ois aspeetos cl.eveu ser claramente compreendidos. Assim ,

por exenplo, do ponto d.e vista 16gieo, os teoreuas d.a geometria eocli-
deana ainda seriam verdad-eirosr rio sentido d.e er€r necessbriauenterPal

a --teu de postulados d.aquela geonetria, mesmo .se corpos rigldos nao tr,ll -
d.essem ser uovidos livrernente no espago e se os 6lgulos de tri6rrgulos
euidad,osauente tragados n5o formassen sempre um 6ngulo de 180 graus.No

entanto, a iuport6ncia da geometria euclid@na seria insignificante ?

neste casol l.llna vez q_ue entSo seria apenas um dos muitos sisteuas matg

udticos que'' t6m sido elaborados dedutivamente por mateiriticos sem Ie-
var em consideragdo qualquer aplicag5o fisica.

De fato, a georr:etria euel-ideana ccncorda e:ctrenamente bem coB]

nossas experiGncias espacials ord.indrias. issa concorddncia 'e a prinei
-,pal razdo cle sua continua import6ncia. A16m disso, os c-onc-ge;Lqe b6si -

cos da geouetria eucliddana, isto 6, as id6ias de ponto, reta, plano e

flgura geom6trica edo coerente com nossas intuigSes espaciais. Final
mentej pelo fato dEsses conceitos serem abstratos e mesao assim pode

rem ser visualizados, 61es nos fornecem importantes caminhos de pensa-

mentos para as imagens geou6tricas de siiuag6es nJo diretamente relaci
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onadas com o espaqo f{.sico. 0 d.esenvolviuento da

ca da crianga 6 um d.os iuportantes ob j etivos que

eu nente quando incluirau geometria no curricul-o

3 . 4-e egr0*g_41q._Sg9.Lr-ge_e.pgi elc omo
.   . ^ac l- enc l-a I1s l-ea .

0s primeiros houens q-ue compreenderam os aspectos fislcos e 10

gicos d.a geonetria foram os grandes matemdticos do s6cu1o JIIX, Gauss

(1777 - 1855) lobachevski (1793 l.856) e Riemann (t826 1865).
Antes dc suas descobertas, aereclitavam-se ser impossivel qualquer con

ceito cle espa qo q.ue n5o f6sse o d e luclid es.
Pouca atengSo foi d-acla b geometria desenvolvida por 6sses matg

rndticos at6 o siceulo ffi, cluando o "insigh-b cl.c Albert Einstein (1879

19fi) e a:rcvoluqio no eampo da fisica, provocad,a 1:eIa teoria d.a relg
tividade , eoncl-uziram ao rcconhoeinlonto eeral d-a dupla natureza d.a geg

netria. Agora se reconhece que a geonetrla euc'l ideana pocie ser consi-
derada como uu dos ramos da fisiea te6riea. Como Oste fato teni rel-a
qa o d ireta c or0 a gcoretria e sturiad.a nas esc ola s, serS aborclado ua is
diante.

Qualquer ciOncia tci.rr dois aspectos, o te6rico e o expcri:,:cnta1 t

como foi salientado no capitulo 4. Numa ciOncia bem d.esenvclvicl-a co-
mo a fisicar 1,or ei:enplo, o aspccto te6rico consiste cl-c vdrios nod6 -
los natemdticos escolhic-los ccm o fi-r dc eor-respond-erern com a obsenra-
gao experrnlental e suscetivcis de elaboraqSo maicmdtica C-e ta1 manel-

ra que as pred-ig5cs feitas na base c1-c i.:orl-Olo possarn sor tratad,as atrg
v5s de ex;crt-nentagSo. Quanc1c consiCerada assirn, a ge orctria euclideg
na como rnodOLo matemdticc 5 uma parte da fieica te6rica. Precl-iz o que

vai aeontecer quendo certos cx:eerii,:en'ros sirnples s5o realizados numa

porgSo de espeQo longe d-e corlrosi ..ma-beriais e ein caupos c1e f6rga rdpi
d-amcnte rnutdveis. 0 ideal seria quc essa porgio d.e e sliago f6sse va-
zl:a, isto 6, livre d.e t6O-a mat6ria oE energia. I\Testa situagSo, unid.a-

des exatas de nedida podeli ser,iovidas vagarosauente seno qualquer r.au-

danea em seL'l tamanho ou forua, sinais leves eaninha'ao longo de cami-

nhos rctos e se um tridngulo f6r traqado nurna sui:crficie pJ.ana e seus

dngulos internos f6rem cuic',ad.osarcentc medidos em grausr a soila d.os 6n

gulos serd de c6rca de 1BO graus.
As cond.ig6es pressupostas aqui nio sio encontr"adas no nundoe que

em geral, nos cerca. llas as Cist, rgSes d,e tamanho e forura que occffem
s6o geralmente tio imperccptiveis a ponto d.c nio pod-erem ser d.escobcr

tas. A excelente ccncord6ncia d.a teor"ia geom6trica eonl o experii-rento
fisico, na maioria dos inventos, 6 n:ostrad.a pelo fato C'c que o grande

^ .a , . _-^i:--.ramo Ia -il-sica te6rica, funclad-a por Nerrvton e conhecid'a eouo mec6nica-
cldssica, pressupSe a geoinctria euelideana eomo d.escriqio -be6rica do

espaQo.

imagina96o geom6tri-
os eduead.ores tinhan
da escola eLementar.

a
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Cou o advento da teoria da relatlviriad"r,tornou-se possivel eompre

encler contradig5es entre os fatos e::perinentais e as pred-i95es te6ri
cas baseadas na mecdnica cl-dssica e sua,qeometria subjaeentezas quais

haviau sido inexplicdveis at6 en'u5o. Couo resultado os cientistas de -
senvolveram novos moil6los ratemdticos do cspago baseacl-os na teoria cla

relatividade e eonseqtlenteuente nuua geometria n5o .euclidQana.
A geomctria clue se apliea ao muncl-o rbl,id.amente en moviriento, clas

part{,culas elementares, estudadas pelos fisicos, aind.a 6 desconhecida.

i quase certo, por6m, qu.e essa geometria nao 6 eucLiclesrlsr No entantol
a geometria euclid.eana 6 extremamente ircportante na ci6neia apliead.a ,

u&a vez que t6aa engenharia re"oousa na r':ecdnica cldssica e conseqttente

mente na geouetria euclicLe.ana.

4. Geoqejria _experinental-
0 aparelhauento traClicionalinentee LlsBd-o na geometria plana expertr

mental- 6 disponivel em qualquer sala de au.l-a. Consiste numa f6lfra de

papelr uin ldpis apontad.o, ur compasso e uma gfggg. Com 6s'be aparelha *
nento simples, pode-se realizar uma grande variedade de experiuentos
cujo resultad.o pode ser predito pela geouietria te6riea; isto 6, pelo
roOd6lo matem6tico elaborado pelos t'ELementgsrr de Euclides.

rr rig. d-r' Por exemplo, su1:onhanos que queremos realizar o e:cperirnento tlus
trado na Iig. B 1 . Proeeeler"cs coltfl se que'

Passo 1* Tl.aearnos um tridngulo e narcauos seus v6rtices eom as letras
A, B e C.

Sasso 2 - Irocali-rarnos o meio dos laclos do tridngulo e tnarcanos con as

lOtrasA'rBeCr.
Passo J - Tragamos os fragmentos ITr , BBt e OTte unind-o os vSrtices

d-o tri6ngulo ao ponto que fica no meio dos lados opostos.
Passo 4 - Observa-se a intersegSo dos spgrnentos tragad.os no passo rr93.

A georietria euelid.€.ana prediz q_ue os tr6s segmentos traqados no

ps sso i9 3 se eneontrarSO num 6nico ponto. A proxinidad.e cla eoncor

d$neia no passo nQ 4 do eiiperiuento con a predigSo te6rica depend.erd

ila quaIld.ad-e dos instrumentos de experiii:entagio o da habilidad.e e cui-
dado do experimentaclor. Naturalmentel s€ I experinentagSo 6 realizad.a
por um d.esenhista perito que usa instrumentos d.e desenho ile exeelente

qualidade, o resultado serd melhor cLo q.ue se f6r realizada por uea

erianga eu sue sala de aula. No entantor xnesno um aluno d.a escola pri-
mdria que desenvolve com cuidado os passos serd capaz d.e traqar uula fi
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gLlra que esteja eru concorddncia com a predigSo te6rica

Observe que nad.a 5 provado por esta experitaontagio, nio iuporta
quantas v6zes seja repdtidd'e Qu6o:dnridad,osamente. No entanto, !0 pro -
sess.o experimental fornege 'evl{Bncia ind.utiva para apoiar un teorena
cla Geometria euclld.eana: . . A----I5-li'nh6E-[86--un-em os v6rtice de qualquer triS'ngu1o ao ponto
que fica no meio d-os l-ad.os opostos eneontrau-se num ponto.

Essa experiuentagSo provdvelmente jd foi realizada ailhares de

v6zes. kperimentagSes semelhantes poden sugerir a verd.ade d.e outros
teoremas da geometria mesmo naquelas situag5es ee. que a prova ded-utiva
seja desconhecid.a ou ineornpreensivel ao experimentad,or.Essas experi -
uentaqSes I realizadas cu-id-adosamente, sdo exemplos do processo d-a des-
coberta pela ind-u[io. Jd que o lado te6rieo da geometria 6 altanente
d.esenvolvido, o.5o 6 provdvel, como o 6 ea ciGncias menos desenvolvidas
que as experiuentag6es cond.uzam a resultados anteriormente desconheci-
dos. llas poden ser de valor eonsider6vel ao principiante em geometria
se n6o os confudir com a prova d-cdutiva.

5. Def-lntq6es da Gqgqgflg
t-

Deflprsgee Yerbsre===-------

[6ruos bdsiccs, tais eouo ttpontgrt, ttvsf,grt g ttplano(, usad,os na

geometria euelid.eana, sio familiares a quase todos; mas desde o ini -
eio d.a pr5i:ria geometria, definir as id6ias clEsses termos tem siclo
consicierado uaa tarefa difieil-. Ha 2.5OO anos atrds cs discipulos de

?itdgoras definiram o lron-bo como rrunid.ade em posigSott. l/trais recente -
uente, d.efinig6es semelhantes teu sid.o propostas, tais eo&o: 'tPonto 6

um objeto que teu posigSo mas nio tem dinensio'r ou rr?onto 'e uma loca-
Iizagao no espagott.

Tem-se tentado o &esrlo tipo d.e definiqio para reta c pIano.
Eb ead.a uma das definig6es eitadas aparecem Q{.ttros t6rnoe, me-

nos slnryles. Consid.ere esta definigio: rum ponto 'e uu objeto que ten p-

siqio, mas n5o tem dimensfo'r. Se esta assertiva deve exprimir o sig:t-
ficado de uu ponto, entSo o signifieailo d.os t6ruos: rrposigSott e "d,imen-
s6o,t taub6m devem ser eompreendiiLos. Presumivelmente 6sses tGruos se

referem a id.6ias rnais simples do que a id6ia ilo ponto. I',Ias, uma peque-

na reflexio o eonveneerd d,e que as id6ias d.e posigio e d.imensfo sio
muito urais d.ificeis de compreender e d.efinir do que a id6ia de ponto o

Uma boa definigio ileveria usar sbrsente.t6rmos mais fdceis de entend.er

do q.ue o t6rmo a ser d-efinido.
HA d.uas naneiras de resolver a'dificuldad.e d-e exprimir o signi-

fieado ilos t6rmos: uua, inforrnal e intuitiva; e outra, forrml e 16gica
Nenhuma d.e1as tenta definir o ponto ou reta em termos qualquer id6ia t

mais simples.
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Qs€-ipis!-es - intuitivas.
O u6todo inforrnal de

tos eonsiste em apelar para
exeuplo o significad.o d.e um

com giz no quadro negror ou

um 15pis apontad.o s6bre uma

vre com uu giz sugere o que

eom um 15pis apontad.o e uma

l-hor de uma reta. .

Pontor reta e plano sfro id6ias abstratas, embora sem significq
do passa ser courpreendido at6 eerto ponto por uu ato d.a inraginagio sg
gerid.o por gravuras geou6tricas. Ssse ra6todo informal nio teu justifi
cag6o 16gica, mas a experiOneia teu demonstrad,o q.ue 6l-e multas v6zes

resulta r rIB compreensfro de id.6ias geom6tricas, consiste bhsicamente
na demonstraqio d,e tipos de situagdoes que cond.uzamr elr primeiro Iu -

I .-r.Bsrr ds idrOias de ponto e reta. :

P.firrie6.t *t-.* tie .

0 segundo m6todo para resolver a dificuldade de desenvol-ver o

significado cle conceitos 6 agora adotado, universalmente, era ureitendti
co. f6rmos bdsicos, cou.o ponto e reta, pod.em ter ciualquer significado
d.esde q.ue satisfagam as conciiqies que os postulad.os da geometria lhes

t ! - - - - -a t^ ^-- - 
r-- 'impoem. Essa maneira d.e pensar en geornetria explica-se mel-hor atraves

de uu exeuplo. Considere a geometria rudimentar que segue.
Dado o seguinte:
Hil,{tee.g f. Um conjunto nio vazlo S ile objetOs chauados ttpor -

tosrr .
I{ip6tese 2. Una famil-ia n5o vazia d.e subconjuntos distintos d.e

S cha ua d.os Itreta s rt .

Por conseguinte, os pontos e retas de S satisfazem o seguinte:
iiip5tese 3. Se A e E sdo 1:ontos distintos exi-ste uua e sbmente

contencloaubosr4"E.
Hip6tese 4. Se g e ! sio retas distintas, exister rlo udxirnorum

R eontido tanto em g como em E.
Definigio 1. Se r 6 uma reta e A 5 un pontor ere 6 um dos e1e-
d.e r, A 6 chamad.o de um ponto cie r. Diz-se tamb6rn que r passa

Definigio 2. Se g e b t6m sbnente um ponto em conum, diz-se
cortam. ilm caso contrdrio, d.iz-se que s5o paralelas.
Htp6tese 5. TOda reta de S, cont6m, pelo menos, trls pontos.
Ilip6tese 6. Se r 6 qualquer reta d-e S e A 6 qualquer ponto d-e

S, exister rro ur.dximoe trIIIB reta contendo A, que paralela a r.
Flip6tese '7, Existemr rto minimo, cluas retas em S.

nefiniqio 3. S chama-se !&8.

d-esenvolvimento do signifiead-o d.e concei-
a experiBncia e intuigfro geom6trica. Por
ponto 6 sugerido por um sinal (.) feito
uelhor aindar pol" um sinal ('') feito com

f6lha de papel. Uua reta feita a uio li
significa uma reta; e uma reta tregada
r6gua forneee uma represdntagSo aind.a me-

una r

ponto

mentos
po A.

que se
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Se voe6 interpgeta os t6rmos, ponto e :"eta, da uaneira eouo es

tA acostumado pela geouetria euclideana, t6das as hip6teses e defini-
g5es d.adas sio assertivas eoupreensiveis. A16m disso, se voc6 eompre-
end.e os conceitos d.e conjunto do 2e eapitulo, entio as hip6teses d-e I
a 7 e as definrg6es cl.e 1a 3 exprlmem o significadoe enrlora a nature-
za precisa d.e S, os el-enentos d-e S e a familia d.e retas d-e S n5o estg
jau esneeificadas. As laip6teses cle 1 a 7 s5o as premissas da t geome -
tria 8- eer constrdleqaila'o Outras propried.ad,ee il.esta geometria s5o dactas
na s6ri.e d.e exercf cios.
6. Liod.elos da Geometria grpsrlue}-tqr:

Na subdivisSo ns + fal-aroos s6bre a utilidade de figuras a ana-
logias visuais bem tragadas na demonstra96o d-o significad.o d.e concei-
tos geom6trieos fundarnentais. Iiiuitos desses uod.61os sio usados no eD-
sino du ut$u"1"?\%hfodem ser uuito simp].es, tais como un pedago de

carto1ina@rarai1ustrarainterseg5od.euupontoed.eunpJ.g
rror ou entSo rnuito elaborad.os, tais couro eomplicadas figu-ras geou6tri
eas q.ue ilustram cada Basso de urna rigo::osa prova d.edutiva. Una parte
importante da geometria experlmental eonsiste no u.so d.estas figuras
ou modAlos para eapacitar o al-uno a aprend.er intuitivauente o slgni'ri
caclo de conceitos e teoremas geom6tricos.

A d.escrig5o d.etal-hada ila natureza e uso d.as figuras pertenee a

metodologia do ensino de geouetria. LIas agora precisamos de um exem -
plo para eselarecer melhor a distingio entre geometria experimental e

geometria te6rica. l,fais tard.e tamb5n: vamos precisar d.eraonstrar cono
o raeioe{,nio indutivo e d.edutivo 6 combinad-o na geometri-a. 0 exeaplo
escolhid.o 6 un raod6lb de fricil construgSo q.ue ilustra um importante
teorema geom6trieo.

Falando de um moo.o geral os modelos que ilustram definig6es e

teoremas geora6tricos pod.em ser eonsid-erad.os como auxilios d.o aparelha
mento tradicional da geometria experimental: Idpis, conpasso e r6gua.
De fato o equipamento experimental au::il-iar 6 u-sado em todos os ni-
veis da aprendizagem d.as ci6ncias tanto para ilustrar cono para clesco

brir o funeionamento de leis cientificas. fsse aparelhamento deve a-
judar a ilustrar importantes principios e mesno assim, sufieientemen-
te simples d.e mod.o que o aluno possa realizar sua pr6pria cxperimenta
g5o, 0 mod6lo geon6trico qr-Le vamos d-escrever satisfaz t6das essas exr
g6neias. O 6nieo material necessdrio 6 uu ped.ago de cartSo.

Teo,l:euq. A soma geom6triea dos tr6s a^ngulos internos d.e uu tridngulo
6 um 6ngu1o reto.

6ste teorerra foi d.escoberto e provado pelos discipulos de Piti
goras cbrea de 5OO A.C, " Sua verdad.e pod-e ser demcrrstrad-a intuitiva. -
uente por um mod6lo simples. (fig. B-2)
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A Tig . 8-z ifustra .='i?'n"9# tomad.os para demonstrar o teorerna

e:rperimental. A fig. B-2 (a) 6 uma representagHo d-e um tridngulo com

seus dngulos numerados: Ar2r3, lTa Fig.B-2 (b) o tridngulo 6 cortado
en trQs ped-agos seguindo os pontinhos. Na tr'ig.B-2 (e) o peilaqo em for
ma d.e losango e que cont6m o dngulo ne 2 6 deixad.o na posigSo em que '
estava os dois pedaEos triangulares que cont6m os dngulos I e 3 s5o

virados e colocaclos ) direita e esquerd-a do losangb. Observe q.ue os

tr6s Angulos, !r2 e 3 do tridngulo. A demonstrag5o sugere, portanto )

que a soma clos tr6s dngulos inter"nos de qualquer tridngulo formam ua

dngulo reto.
Devemos reconhecer a natureza experimental- dessa d.euonstragio.

A experimentagfo consiste em eneaixar d.e ou-tra maneira os pedagos de

un mod.61o. Se o nod-61o f6r executado culdad.osam.ente a e>'perimentagio
o conveneerd da verclade d.o teorema, lhs 6 uma evid6ncia indutiva, e

n5o, uura prova 16gica. lste fator no entanto, d.e modo al.gum cl-iminui g

valor d.e tais modelos coao artifi.cios capazes de faz6-lo conheeer o

significado d.e um teoreua geom6trieo.

S6rie de Exercicios 8-r

1. Os d.1sc{,puIos de Pitdgoras representavam certos ndmeros geonbtrteg
uente atrav6s Ee uup disi:osiEio padronizada d.e pontinhos. Itepresenta-
vam os quadrados 1t4t9... com.o scgue abaixo:

Outros nfimeros, cliamacJ.os triangularesr eram representados da

seguinte uaneira:

. / ,tn , ."'r.. . g,tc

(a) ,-trumere os priraeiros c1-ez nbmutl" quadrad.os,
(U) E:umere os primelros dez n6neros.triangulares,

3. 0s diseipulos cie Petdgoras tamb6m descobriran u?oa meireira de :reprg
sentar n6neros quailredos couo a soma de nrLmeros ltiparcs consecuttvos.
Mostre geouetrleaucntc cotio isto pode ter sldo cl.escoberto;

5. Escreva uu breve relat6rio s6bre a eontribuig5o de uu dos seguin.-
tes estudiosos ila geouretria: E\,rdoxus, Thales, Pitdgorasr Archiuedes.

'1, As afirmativas feitas por voc6s no exere{.eio 6 (a), (n) e (c) fo-
ram provad.os atrav6s de sua experimentagfio? Por que?

g. Id.entifique tr6s objetos de sua sala de aula que possam ser usados
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eomo uod'el-os para cad-a um que segue. fd.entifique com um asteriseo obj_g
to q.ue constitui o melhor mod.61o para ead.a u.m.
(a) Ponto (u) Reta (c) Superficie.
Il. Faga a seguinte d-ernonstragfo provamdo que o teorema de pitr{goras 6
intuitivamente evid ente.

leorgjqq.

0 quad,rado eonstnrido s6bre a hipotenusa
d"e un tridngulo retdngulo ABC tem uma drea igual b soau ilas Sreas dos quadrados construi.dos
sdbre os eatetos. (Fig. B-3) "

Passg -n91. e ped.agos d.e earti
dosamente cad.a uur.

i...-.*.tl-_>.

com as med-id-as mostrad,as na
Fig. 8-4. N

,fi

^4EU

da

tI
ll

Prepare s
umere cui

HreJI
IgSSg_I[,1 ?_. hrcaixe t6das as
d.imens6es sejam e (rie. B-5)

si -a-'5-"-

pegas de

Fig. B_5

os pedagos J-tZt{.)6 e

sejau a.

uadrado cuJas

--- -l

a foruar um quad.ra

do

il
cl

li
Iasso ng 3-. Ercai:ce
do eujas d.imens5es

Passo n9 4. Elcai:le
mensSes 6.

I

7 de modo

os pedagos 3 s 5 formanclo um quad.raclo eom as d.l _

Et'"pltque ccmo 6sses passos d6o evid6ncia ind.utlva d-a verd,aile
d'o teoreua de Pltdgoras. Use una forna nais d.etaLhada qre a d.a Flg.8.-
J para sua cl-emonstrag6'o.

7 . S,i$e-g"q*et-Iic ""' 9"" -og-go&j-yJ[,_t-o5_gg.pjq!g_g.
Como io6ia natemdtica, o espago euclldeano 6 um eonjunto uni

versal- d'e el-ementos chamados trpontosrr. Objetos geom6tricos, tais eo*o
retas, eurvasr planose superficies e s6lidosr os t6pieos da geonetria
elementar, sio familias d.e subconjuntos ilistintos que pertencem a 6g
te conjunto universal.

A geometria mod-erna faz uso constante d.os coneeitos de conjun-
tos estudad.os no capitulo ne 2t no entanto, 6 neeessdrio fazey algu -
mas mod'ificagdes no sistema d.e notag6o, uma yez que 6 eostumer oB geg
rrietria elementar, marear pontos eom letras rtraifiscurae ArT. ?.t e as

Iig- 8-:

fornar um

ii--["'
*--=-*..- r.t:a- ,l
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retas ou segn6a'Lls de retas uin6sculasl I rbr .. .12.

consequenteuente as letras maifiseulas gregas (gauima) e
(aelta) ser5o usadas neste eapitulo para d.eslgnar eonjuntos de pontos
no espago ou po plano. ...... c o.. c o.. o.. o . c.... c..... e. o c e. o

.o...G.... !.oo. . Diz-se que um ponto ?, q.ue 6 uu elemento
d.e um eonjurnto de pontos , pertence a . Ialando mais amplamente ,
qualque" conjunto de pontos no espago pod.e ser eonsiderad-o como ua ob-
jeto geom6trieo. 0s conjuntos mais simples s5o os que eonsistem d.e uu.
ndmero finito d.e pomtos. V6mr.em seguid-a, outros conjuntos uais simples
ainda e isto 'e, os conjuntos associados is retas d.o espago. Cona o flu
de abrerriar, d.izemos reta, em vez c1e, linha reta.

3ejgq, - s esegelo q--q- e-*9 t? s

0 conjunto d.e pontos chamado #jg da geonetria euclideana esten
de-se indefinidamente para ambas as diregdes. A reta 6 determlnad.a por
d,ois pontos quaisquer do conjunto. Uma porg5o d.e reta unindo d.ois pon-
tosquaisquerdeseuSpontos6chamaila@.(Fig.8-6)

0s dois pontos P e Q ehauau-se gE@os- do segmento que unem P e

Q. Diz-se q,ue o seguento une seus extremos. Observe qu.e 6sses cl.ois po!
tos s5o pontos de segmento. Qualquer reta cont5m uul . ndnero infinito
de segmentos, mas qualqueT segmento estd contido em sbmente uua reta.
Diz-se que se obteu a reta estendendo o segmento em aubas as d.ireg6es.

Na geonetria elementar designamos o segnentoreu€ rrle os pontos,
P e Q, por PQ'ou ^:por Q'?. l6-se rrseguento Pe" e nsegmento.Qpr'. hs v6-
zes, en seguento eouo E aa Fig. 8-6 6 mereailo por uma simples letra
min6scula, digamos, c. Se eonsid.eranos E como uu eonjunto de pontos ,
seus elementos sio seus d.ois extremos P e 0 e todos os pontos X da r€-
ta que estio entre P e e.

Qualquer ponto P sdbre uma reta separa a reta em duas partes
chamad.as geml-S,ta,g (Fig-8-?). Estas, estend.enise ero dlregio oposta do
ponto, que pertenee a aubas semt-retas.

Fig.8-6. Uua reta e ua seguento
ile reta.

tr'ig. B-7. Semi-retas

Esse ponto chama-se extreno de eada u.ma das semi-retas. Suas cLi

regoes sao indicad.as pelas retas da figura.
Se estendermos o AB da Fig. 8-? na dlregio de A para 3, obtem -

se una seni-reta com o extremo A, Se o segmento 6 estendido na diregSo
de B para A, obteri-se uma segund.a semi-reta com o extremo 3. 0 conjun-

--*-r^

-a/- t'
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to
ea

de intersegfro dessas du.as

reta d,eterrninada por A e

t2
.eeui-rete-e 6 eB e o seu conjunto d.e untio
3.

Aqgplros.
Chama-se $pgl4.qg o ccnjunto d.e pontos formado por duas seui-re-

tas distintas cou um extremo eonum. O ponto coruu.m chama-se g€{!iSe. do

6ngu1o e as iiuas serni-retas ehamam-se os kd.os do dngulo (Fig,8-8).
Quando a uni6b d-os dois l-ailos d.o 6ngu1o 6 urna reta, o dngulo eham-se

$nsulo retg . (Fig. r8-Bb).

7t/'
I orac/

,/ J*t,c,4f 
-'n* 

r-n .'..,;;i:, 
;

Fig.8-8 Angulos foruados
por duas semi-retas.

i'i+dlt.-, -.r

(r)

it...----
1-"--''

6ad.-*- -.. -'e
?ig. B-9. fingulo cl,e-
terminaclo por dois :

seguentos cou lla €g-
tremo conuu.

Dois segmentos Fd e EH eoEI u& extreno eoaruEl detertriinam um 6nguo

1o com v6rtice P, d.esiie que R nio estd s6bre a semi-reta deterulnacla
pelo m (Fig. B-g). 0s lados d-o 0nguIo s6o as seni-retas obttdas pela

extensSo dos ffi e ?T nas direg5es de P para a e P para R.

0 6ngu1o da 3ig. 8-9 6 designado pelo simbolot' RPg, t'

r Qlfttt ou siuplesurcnte por rr P.rt Sssas e:lpress6es 16eu-se
peetivamente: i'6ngu1o RPqrr, "6ngu1O QPR" e "6nguJ-o :P'r. Observe que

ponto q.ue 6 o v6rtice ocupa a posiqdo central do noue de 6ngulO,

vq!,grgg.

Assocla-se naturalmente uma diregio a semi-reta. Uu segnento de

reta dirigido ehama-se ygjg}r Na 3ig. 8-10 s5o nostrad,os nuitos veto -
res euJa diregdo 6 indicad,a pelas setas. Observe queaom segment; de rg
ta se pode ilatr uma de duas direg6es.

0s vetorcs s6o anplauente usad.os na matemdticar oQ clBncta e

engenharia com o dim de ajud,ar a ilust::ar, geombtricamenterconpltcadas

id6tas fistcas. Seu estudo agora 6 parte da uatemdtica da escola priet
ria e do rrhigh school" (gitedsio). A adtgSo e subtraqio de nfiueros tn -
teiros, atrav6s do uso d.e vetoresl s5o ilustradas no eapitu.lo 11.

#

!

res
o

A
--/

]* xL_
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Fieur qE-Il-apqs euclid.earta s.

No dcsenvolvimento ila geometria euclideana os prirneiros objetos
geon6tricos estudados s5o as figuras planas feitas com uEI nfimero fini-
to de retas, semi-retas e segmen'r;os d,e reta . VSrios cl6sses objetos
s5o mostradas na Fig. B-11. Uma d.as figuras nnis conhecid.as 6 o tri6n-
gu1o. Tr16rn&q]_9-.--g-i1g1-igg€.*g 6 um conjunto de pontos consistindo de tr6s
pontos distintos que nio est6o s6bre a mesrra reta, chanados v6rtices
do tridngulol e d.e tr6s segrnentos de reta unindo 6sses tr6s pontos.0s
segmcntos d.e retas s5o ehamados os Iados d-o tridngulo. Os triSngulos
sio designactos conforme seus v6rtices.

No eallitulo 3 foi relatad.o q_ue o d-esenvolvimento d.a geonetria
plana cle Euclides 6lbgieamente incoupleta porque ndo demonstra expJ.i-
citauente tocl.os os postulados usados para provaF seus teoreraasl lsto 6

61e apelou i16plicitamsnte para propriedades de fuguras que n5o pod.iau

ser provadas na base d.e seus postulados. A fig, 8-L2 ilustra uma des -
sas hip6teses ocuftas.

,,"'\
/-----"
Fig. B-12. Tridnguro( euclidearlos.

E evidente q_ue se traearmos uma seui-rcta atrav6s de um clos :-
v6rtlees do tridngulo d.e mocio oue corte\o interior d.o triEngulo, .ol'a

terd de cortar o lado oposto do triSngulo. Uua semi-reta assim 6 mos-'

trada pela linha pontilhada da Iig. 8-12: DEF. lste fato n6o POde

ser provado na ba'sc dos postulados de Euclid-es e en u.m tratamento r1-
goroso da geouetria, teu de scr lgYs-&gg-c-ory-!-ig0[9-9e' Por raz6es
como esta os matemdticos fazem uma dlferenga uuito acentuad.a entre a

prova d.ed.utiva e o raciocinio indutivo baseado na geometria experlriten

ta1.
O objetivo d6ste cap{.tul-o nio 6 dar tratauento ded.utivo } geo-

metria euclideana; nosso obj etivo 6 tornar a geometria intuitivamente
uais sturples.0 triSngulo euclideano e outras figuras planas tais co-

. rlor retangu-lose quadrados e circulos sdo reciefinidos de maneira que

seus pontos internos sio eonsid.eracios como parte rLa figura. Escolhernos

esta aborcl.agem porque 6 intuitlvauente rnais sinples conceber o tri6n-
gulo couo uma superficie que consiste, ndo sbuente, de seus laclos e

v6rtices, rrEls taub6m d.e toclos os pontos de seu interior. Se 6: neces-

,ffi:i,

ll

A

Fig. 8-13 - Objctos eotruns d.e GconetrLa
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sdrio fazer difer6nca entre objeto geon6trieo e o tridngulo eueLlclea-
Ror entao o tr16ngulo euclid.eano serd consid.erad,ao eomo o J_iuite e
interiol serd ebamado g3giig triaesulag . Nas figuras d6ste livro ae -

^asuperticies sao indieadas por ua sombreaclo, Alguraas das figuras uats
conhecid-as est6o reilresentadas na Fig. 8-13. Cad.a uma delas 6 obtlcla
da figura euelid.eana do mesmo nomee unindo.se esta figura con todos os
seus pOhtos lnternos.

gpSfgsie.S_ de conj.unlqs_qsa* .

As operag6es de achar o complemento d.e uu conjunto e o eonJunto
de uniio e o eonjurnto de interseqio d.e clois ou:" mais conjuntos pod.em

ser aplicailas qos conjuntos de pontos no plano ou espago. issas opere-
g6es nos pemitem muitas v6zes, vLzualizar o fato de que conjuntos cou
plicad-os estio geombtricamente relacionados cou conjuntos uuito uats
simples. 0 compleurento. de um conjunto C.e pontos d.e uu plano 6 d,eftnt
d.o como tod.os os pontbs d.o plano qu.e n5o pertenceu ao conjunto.

Por sxsmFlo, o compleuento do tridngulo da 3ig. B-14 conslste
d.e tod,o o plano que estd fora do tr16ngu1o.

Fig. 8-l-4- - courpleurentos d-e um eonjuntos d.e pontos.
Geralmente, chamamos 6ste conju.nto d.e ext_e:igl d.o tridngulo. C couple-
mento d'e um eonjunto pod.e ser nais complicado. Por €x. r se o conJunto
d,e pontos /:, 6 o aro soubreado que mostra a Fig. B-r4r o complemento
d'o conjunto d,e pontos A 6 a uniio de d.ois conjuntos separailos,
cegigglgs }:i.nr!Cg-gs e d9. umita*Qgq.

Diz-se q.ue um eonjunto de pontos il.o plano 6limitado quand-o po-
de ser cDlnpletamente feehado eul uti eirculo. Quando nio pod.ep dia-se
que o conjunto n5o 6limitado. Por €x.' uu tri6ngul-o 6 um conJunto d.e
pontos limitado, uas o exterior d.e um tridngulo 6 urn conjunto d.e pon -
tos n6o liuitado. Qualquer eonjunto finito d.e pontos 6limitado. Retas
semi-retas, dngulos e o plano inteiro sio outros exemplos de eonjuntos
de pontoe nio limitados.

rla-

"l"ll.i^
t-i:.'li*i--rj..-! ...

(u)
(f) 0 circulo conio conjunto de

pontos.

(a)
3ig. 8-15. (a ) 0 cirgulo d.a ima

gina ga o
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--aHe uua d-ifieuldacle intuitlva no eoneeber objetos geou6tricos eo.
trr'o conjuntos d-e pontos. Esta d.ifieuld-ad.e existe por.que os pontos sfio
diseretos e o espago parece ser continuo. para a intuiqio os pontcs a_
presentaul-se eomo mindsculos pontos isolados, todos exatauente iguals.
No entanto, a caraeteH,Stica intuitiva que mais chama a atengSo ea nm
objetg geom5trico como o circulo 6 que aparece na ir:aginagfio eomo uu
6nieo todo 1igad.o, e nfo, simplesmente ccmo uma vasta reuniSo d.e min6s
culos pontos. Observe as ilustrag6es d.a tr,ig. B_I5.

Partind'o do estud.o da geometria e de su-as aplicag5es a outras
partes da uatemdtica t6m sido desenvclvid.os u,5todos d.e pensamento s6
bre os objetos geou6tricos que ajuclarn a lntuigio a estabeleeer uma po!
te entre o d'iscreto e o continuo. Essas novas uaneiras de pensar s6bre
a geornetria capacitaram os matemdticos a definir outras id6ias intui-
tivas de roodo que possam ser mais flcilmente coupreendidas. Essas nonas
rd6ias aplieam-se tanto ao espago colro ao pIano. serSo d.eseritas aqut
sbmer:'te quando aplieadas ao plano, para facilidad.e de ilustragio e vt-
sualiza96o. Essas novas id6ias s5o: glz.i&*B_qg]fH._pgntqr ]iqlte ,de
un oonto, go*j-u-tos.-geg-hg.g-gg, cg4jgLt-o:1a-b*rtgs, (conve:cos) e seai,-bla.:
IIOE r

Vizinhanca s.

Consid.ereuos P ccu.o qualquer ponto do p1ano,
8-16. Neste ceso o conjunto interno de pontos d.e uu,.

cufo eentro 6 P, chaua-se vizinhanga c1e p. 0 limite
parte da vizinhanga. For €x.y um ponto d.ado, g, tep
d-e vizinhangas, porque o rddio d.o l-iuite do circulo
ser escolhido arbi.trlriamante . Se e da Fig. 8-16 6
plano, distinto d.e P, existem vizinhangas de p quem
vizinhangas de P e Q que s5o separad.as. Observe que
P, pertenee a t6das as suas vizinhangas.

A ?ig. B-17 mostra uu tridngulo e tr6s pontos pre e R. 0 ponto
P 6 um ponto ile interior d.o tri6ngulo. f evldente que existem viztnhan
gas d'e P que consistem intei:lamente d.e pontos do interior do tr16ngu1o

.,/' a

Flg. 8-16

Assim taub6m
nhangas constituindo

o ponto R, que 'e exterior
inteiramente d.e pontos d o

por ex.' P da Fig.
cireulo euclld,eano

lq,co cl.rcuro nao e

um nfmero inflntto
d.a vizinhanga pod.e

qualquer ponto do
cont6m Q. klsten
uro ponto, d.tgamos.

Fig. B-17

ao tridngulo, ten vizi-
Exterior do tridngulo.
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A situagdo 6 ben: ri.iferente para o ponto a sdbre o 1ado do tri-

6ngu1o. Qualquer vizinhanga de a cont6m tanto os pontos que perten -
cem ao tridngulo como os que nfro pertenceu. lssse fato ind.epende d.a
posigio d'e a s6bre o l-iuite. Assim o liarite do tridngulo pod.e ser ea-
racterizado por uma propriedade das vizinhangas dos pontos que pertenc
ee& ao llhtte.

Iigf t .q._{g_-,aq_S-gnjJ1tt p-.

Eln geral, se 6 qualquer conjunto d-e pontos nun plano Fig.B
-18 o llmite d.e 6 o ccnjunto de todos os pontos a d.e uodo que ren
cad.a vizinhanga de Q, hd um ponto que pertence ao complemento d.e

Un conjunto pod.e consistir excl-usivarnente d.os pontos linof.tro -fes; por ex.; u& segmento d.e reta ou u& triangulo euclideano 6 feito
inteiramente ile pontos lirnitrofes. 0s pontos limitrofes de um conjun-
to pod.cm, ou ndo, pertencer ao conjunto. por €x. 2 tridngulo 6 um eonjunto que eont6m todos seus pontos limitrofes; o interior d.o tri6ngu-
1o nfo eont6m nenhum dos seus pontcs que cont6u todos seus pontos
lirnitrofes 6 feehado, Por etrc.e uru seguento d.e reta 6 uxl conjunto fe -
chado.

Figuras convcxas.

Uma das d.iferengas 6bvlas entre o interior e o exterior de um
tri6ngulo 6 que um dos conjuntos 5 l.imitado e o ourtro, nfo. l,{as, hd
aind.a uma diferenqa mais sutil.

Na figura B-19 (a) o tridngulo 6 sombread.o e na Tig. g_tg(U)
seu exterior 6 sombread,o. com o fim de abreviar o exterior de
rd chamado ; e sio conjuntos complementares sem pontos
c cuum.

Um exane da Fig, B-19 (a) eselareee q.ue se um tridngulo cog
t6m aubos os extrernos de um seguento d.e reta, 6Ie cont5m tcdos os pog
tos do referid.o segmento. o exterior d.e n5o tem essa propried,ad.e.
A flg. B-19 (U) mostra d.ois segmentos d.e reta, E e IB, ambos tend.o
seus extremos eu 0 eonjunto cont6m todos os pontos de Er mas
nio cont6u todos oe pontcs d.e ES. Esta diferenga entre o trifngulo
e seu exterior expresso-se pela afirmatig5o de que 6 um conjunto
convexo, mas n5o 6 um conjunto eonvexo.

tr'alando de um nod-o rnais geralr trrn conjunto de pontos, seja nuu
plano ou espagor 'e convexo quando., t6da vez que itois pontos d.lstintos
perteneeu ao conjunto, o conjunto contenha todos os pontos d,o segmen-

se

e&

-^-' 
')

l;;l I
\r{J\
//,/L)^t-/ Fig,8-18
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to que os utn€r Se, a16n d.isso, o conjunto eonvexo 6 fechado, igto 6
inclui tod.os os pontos do lirnite, 6te 6 ehamado de cg.niBnto- c_oaggto
Neste livrosbuente ser6o tratad.as as figuras conve)ras.

Portentor uma figura convexa sempre inclui seu rir:ite.

Fis. B-r9 (a)

Uu conjunto convexo nao necessita incluir seu limite, Por exeuplo, o

interior d-e uu tri6ngulo e a vizinhanga de um ponto sio eonjuntos cog
vexosl tEls nio sio figuras eonvexas, Na gecrr:etria plana as figuras
convexas s5o comuns. Por exr r t6das as figuras geom6tricas ila FigrS-
13 s5o figuras convexas. As figuras convexas s5o uua familia interes-
sante e iuportante de subconjuntos distintos do plano. As figuras eo!
vexas planes t6m andlogos no espago. S5o os s5lio.os convexos que ee-
rfo estud.ados mais.adiante.

A reta, seuti-reta e seguento de reta sdo figuras convexas l
porque caila ur:r d.6sses objetos geom6tricos estd de'acdrdo con a def,tn!
gio d.e uma figura convexa. Por €x., a seml-reta 7 6 uma figura oo5-
vexa porque (1) se P e a sio qualquer d.ois pontos d-istintos d.e f reg
tio I -3- E e T 6 ccnvexa; (2) considerando q.ue todos os pontos do
liuitede T pertencema f ? f 6umconjunto fecl:ado.Conv6urconSl-
d.erar uu ponto 6nieo e um conjunto vazio como figuras convexas, ?re -
enchem vagamonte as ccnclig6es d.e definigSo de una figura eonvexa.

9, gg.+j-gn!S 4e- inters.gsio de A11gg figglas -c_Elvgrag gu?l:que{ tgq
b6n ! uma ftsFrg c onvexa.

?ig. B-ZO. O conjunto d,e intersegdo d.e figuras convexas.

0 estudo anterior mostra q_ue essa, proposigao 6 evid-ente Be as
duas figuras convexas s5o separadas ou se os conjuntos de pontos f e

A da Fig. B-20 sio figuras convexas eou, pelo menosl dois pontos
d.lstintos elr comum, entio V n A poile ser mostrado como sendo u&
conju-nto convexo infinito. Segue-se a argumentagio,

Suponhamos P e Q eomo sendo dois pontos distintos quaisquer
do eonjunto de pontos T n A e T como send.o um ponto qualquer

V pertencea fnA Consid-erand.o

)
a

do segmento Fq. Basta nostrar q.ue

n eT O A, tanto P corno Q pertence a T
,

que
T

Por con6eguinte
tanto P coroo apertene e a ?. Considerando que A ? 7'fi A
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pertence& a A . ?or consegu.inte, T pertence a A . Consid.erando -
que lpertence tanto a f' eomo a A , pertencc a Tf) A I

?or eonseguinte 4fiA 6 um conjunto convexo *ocr definlgio e cont6u um
tnrimero infinito de pontos, porque cont6u c segniento de reta E.

A16m d.isso, tamb6m pod.enos mostrar atrav6s de uu argumento

nais envolvente de q.ue o limite de Tn0 tanb6rn'pertence a V/*'4 .

Consequentemente, VAA 6 urna figura convexa. UEa proposigio -
mais geral que foi provad.a 6 a seguintel

9.gqnj,'",to, Oe jJxis'x.EegA.a de. uu Ofig,.ex.c +ia:.,*rer d.e -figrrIa-t con--
v-qxq€- lqnb-eg € o* glggry.,coqv,g4a.

-sggijlg-na-*.
0 ccaplemento d-e uma reta num plano 5 um eonjunto de uniSo de

dols conjuntos eonvexos separados. 0 objeto geom6trieo constituido da

reta e d.e um d6sses conjuntos chana-se semi-pIano. Depois da reta e da

semi-reta, o semi-plano 6 a figura eonvexa, sen Limite, uais siruples.
A feta L da fig. B-zt 6 o conjunto d.e intersegSo rle Cois semi-planosr
Assim tluu6m a reta m .

B
tfr

Iig, B-zf . Serni-planos e dngulos.
0s d.ois semi-planos e s5o incl.icados pelo sombreaclo d.a

Fig. B-Zt. Seu conjunto de intersee6o, ten coao limite uu 5n-
gulo cuclideano- com o v6rtiee em P. I{uitas outras figuras convexas tm-
portantes constituem o conJun'bo d-c intcrseg6cs de semi-planos ou d,e sg

uri-planos e circulos.

tlel0 lo

ffi
3?Frt -

.-r"r<,,1 L

,p;'tr&A

r{ uadr.iclnle
cl(- \., Pl
C. r rc.,rlo

r{,€D>,
t) i"r-irr1g nte
clc: ov,
C t i-,1'- ., I g

,w
.!l e ,.n

crt g,rl12

O conjuntc de intersegio de dois seui-planos cujes linhas fimi-
trofes se encontreu', eur pelo menosr \lo ponto scrd char:,ado de dngulo

se n6o houver perigo de confusSo eom o 6ngu1o eucl-id.eano , d.efinido

anteriormente, e que 6 o limite da figura convexa'

Yni6 ncldo
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8: Aleunas rel-aE5es geondtricas imBortantes,

9gr-rgnr,6nc.ia C

A relag6.o mais inportante que pode hpver entre objetos geoudtr!
cos cla geoaetria euclid.eana 6 a eongrudnela. No d.esenvolvinento Oeduti
vo tla geometria euelid.eana o t6mo "eongrrr6neiarr, ndo d definido. Ig
tuitivamente dois gbjetoe geouetricos s6o conelugntgs qu.ando tEu o gg!
ng larnanlro_e !oIn?. Neste casor s€ inaginal6os qlue qro objeto,6 coloqa
d.o eu' cina Ae outro, 6sses objetos coineiilem ponto por ponto.

O s{mboIo usado para ind.i-car que cLoj.s objetos geomdtricos e

sdo congruentes 6 eserever i .i l-er tt d,congruentes eou . ttOg pg,

res de retas, tyi6.nguJ-os e c{reul-os d.a fig. B-23 sSo.figuras eucliilea
nas congruentes.. Usando o sfmbolo d.e congnr6ncia, poclemos escrevert

EB i UDI
E3e = HrF, .

cfrculoMEc{rcuIoN.

Tod.os os pontos do espago s5o congruentes, t6aas as rotas sdo

congruentes, t6das as serqi-retas sdo eongrurentes e todos os pLanos g3o

eongruentes. Pode ser usad,o um coupasso ou clivisor como instnrmentg. pa

ra decidir experimentalmente se dois seguentos de reta 960r ou ndoraol
gnrentes d.e um. ilivisor s6o separad.os e cobreu os extremos d.o primeLro
segmento, e depoisr 8o serea transferidos para o segundo begrnentor cg
brem os extremos {6ste segund.o segmentor oe d.ois segmentos sdo constde
rad,os congr.rentes. Pela geometria euclid.eapa consid.eTa-se que es,sa eon
paragEo d.e segmentos seErpre pod.e ser feita.

Urna famosa proposigdo de Euclicles, dielque doXE tri8ngpJ-os sEo

congnrenles quand.o, e sbmente o;uand.or os pares d.e seus lad.os sdo con-
gnrentes. Uma proposig6o semelhante, no ep.tanto, ndo d verd.adeira Bara
figuras eucl-ideanas ile naie de tr6s l-ad.os.

N
(b) €;c, . l;

A

/
I (o) tJ

o

\

\
c

g

I
A

rlo[y
(.)

I 3 f,jrroo L oncltruenl es

(,

,/'tr,i ,. \€F
v,g.8-ta F"lvnas

/*-- 
,....

\0 /' G)
h en"elhitnf'5
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Semelhanca

-

outra relagdo importante que pgde existl,t entre objetos geonc}'
tricos d.a ppEe-r+++gju. Dois obJeto* Sorgtletso e6o s-e.4s*ffi guando

t6n a @osna fomallPortantor todos gs segurentos d.e reta e tod,os os tri
^-angulos equitdteros p5o semelhantes. 0s pares de rgtas, de tri8ngulos
e de exagonos d.a Fig. B-24 sdo figuras semelhantes. Figuras semeJhan -
tes poclem 6er t4manhos diferen-i;es, j&as tdu d.e ter a Eesma for:na. gog

sequentemente, tod.os os eirculos e t6aas as esferas s6o senelhantes. A

semellranga, assim como a congnrBmcia, d ll"ua reagdo de eqr,rival6ncia clo

conjunto cle t6O-as as figura,s,georadtricas e as fJ,g1r-3as congnrentes s5o

necessdriauente, semelhantes. Etrclides provou que cLois tri8n€ulos sdo

semelhanles guand.o, e sbmente quanclor os pares cle sells 6,ngu1os s6o con

gnrenteg. Uma proposigd,o semelhapte n6.o 6 teriladeira para figuras eu -
clideanas com rnais de tr6s lad.os.

aBa+ho

Re}ag6es qualitatj-vas de tananb.o entre gbjetos geomdtricos pg

clem ser expressas por un conjrmto de eonceitos. Suponhamos qBe f e !-
is5o dois conjuntoO de pontos, fechadoE, no espago ou no pLano. Se 3;

6 cong:rrente com urn subconjirnto pr6prio de f, diz-ee que "f 6 maior
que 1{,.i" ou "A- d u.enor qtre T." Eb particularr e€ t}:g ['t d maior
que d.,Logol llo cf,rculo d mai-or que qualguer cfrculo conti-do eD squ

interior. 0s tlois casos especiais importantes Euanflo os gonjrrntoo e6o

segnentos d.e reta e dngulo estSo ilu.strad.os na Fig. 8-25.

fianto ern. (a) couo en (u) d,a Fig. B-25, o conjunto fle lontos /1
d uu subconjunto prdprio Ae 1E e A 6 congnrente cow if' . Obse:sre

que,as com.parag6es d.e tamanho descritas aqui s5o purafrente quaLitatf -
vas. As comparag6es quantitativas cle t?marrho do segmentos d.e reta e tq
gulos serSo desenvolvidas mais ad.iante.

"4
A,

z7
;;;
}ig. B -

Iinhas ?aral-elas

(a)

d.e seguentos de reta e Errgul,og25

Linhas que

se in-berceptam
(b)

8-26

linhas perpend€[cu-
lares

(c)

Fi-9.
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Be1ae5o. ent,{e ]-inha?.

Duas linhas num plano ou eoincidertrT,orr nIo,se intercaptan de to
d.o ou se interceptam em extamente ura polto, ( fig, I - 26 )', Nos 1rrf -
mej.ros d.ois casosr &s linhas sdo pq]:ale1ps. ( pigt. B - 25a). logo rrma

linha d senpre para].e].a a si nestrra. Pocte ser d.emonstrad.o que o parale-
llsmo,d una relagEo d.e equivalEncia da fan{Iia de t6aas as linhas do
plano. Por conseguinter s€ I, d uma linha e,P d um ponto quaLquer, Tem

s6mente rr.na linha atravds d.e P paralela a 1.

.No rfltino caso, diz-se que as linhas se lnterceptau. (flg.. 8-26
b e c). Du-as ,l-inhas que se interceptam fom.am quatro dngulos eon um

vdrtice couum. Se todos os quatro 6ngu1o s5o congnrentes cliz-se gue as
iluas linhas s5o perpend.enculargs entre sir e os 6nguJ.os qu6;o1as for
rrlam sdo ghanad.os inenrlos get6sr fo{os oE, ingulos retos sdo eongnrentes
entre Bi' As |lnhas Iltr e MN d.a Rlg. 8 - 26 sio porpendenculares; as Ii
nhas IJ e GH nEo s5o.

,

-;',

.6.ngu1o aguclo

Fig. I - 27

Diz-se que um 6n6u1o d a,qud.o quando d menor
e obtlso se d mairgr que up angulo reto e menor que
graus. Yeja a 3ig. I - 27.

No espago, quand.o d.uas ]inhas se interceptam ou s6o paral.elas
netre sir elas estSo nr:^n plpno. Dlas linhas nun, espago podem nd.ogse tn
terceptar nem ser paraLeLas,

Congnr6gcia. d,e vetorcs

Dois vetorcs sdo congruentes quandro e sbmente t6m,a megma d.lre-

! ff.nguro

reto
Angulo Obtuso

que um dngulo reto
un Engulo do 18Ot

y
iitiil-)
ll<,

(r)

g5o e os segmentos dlete:minados por 6Les sdo congruentes. Vdrtae polsg
bilid.ades

rtt I
I

(c)

Vetores congnrentes e

(")

Fig.8-28- i.ncong:ruentes .
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estdo ilfigtraitos na Fie. 8-2s: ;i;;" cia 6sna relas6o de equiva3.6nl
eia do conjunto d.e tod.os os vetores clo espago- Na ua;ioria de suag apli
cag6es a problemas d.a ci6ncia g da engenlaria, sEo livremente substi -
tuidgs por vetores congruentes.

Sxerc{cios d.a sdrie I - 2

2 - Desenhe figuras que mostrem que o conjunto d.e lntersegSo " d.e

r ..r cluas se:ni - retas dacLas pode ser qualquer um dos que seguent
(a) O conjunto vazio

. (t) Un ponto
(c) Um seguento d.e reta
(a) Uua aas serri - retas d.ad.as.

4 - Por que um ponto n6o tem um ponto que o segue?

6 - lembre-se de como foi definid.o tttriangrllott neste texio e por
analogia definia os abaixos citados d.e ta1 maneira que possam,

sel clinstiguid.as cie objetos clo uesmo noure da geometria euelldea
Ir&.

(a) Quad'rado
(u) Quadrildtero
(c) Ret6ngulo
(d) C{rculo

a'

I - Defina os segmentos conjuntos de urn, plano ilustrand.o cacta um t.t
c@. una figura:
(") O complcmento d.e um e{rculo,
(b) O coqplenento d.e uu c{rculo euc1j.d.eano.

(c) O conjunto de interseg6o de u:n cfrculo e um guaclrailo, sendlo
qlue o eentro d.o c{rculo 6 un vdrtice d.o qgailrad.o e o ralo '.
do cfrculo d menor que o lad.o ilo quadrad.o.

(d) O conjuntg uniEo de um triA.ngrirlo e um c{rcuIo inscrito no
triingulo.

(u) 0 conjunto uni6o d"e u4. tridngulo e um cfreulo circunscrlto
em t6rno do tri6ngulo.

10 - 0s seguintes conjuntos s6o fechacLos ?

(Contem toiLos seus pontos lin{trofes ?)

(a) Trid.ngulo
(u) Semi - reta
(c) Segmento d.e reta
(a) Cfrculo
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( e) dxtettor de wn clroulo
(f) Complemento d-e un tridngulo.

Mostre que a fam{,Iia de t6Aas as figuras convexas planas 6

fecha{o no d.e d-Lz respeitb } operagio d,e eonjunto de tnteS
segio. Desenher.pelo menosz cinco figuras dtferentes para
demonstrar isso.

Usando fOltras d.e papel como uodelos de 
"s!0i-p1arrosl 

f,aga
tr6s ou uais modelos que se intereeptam de modo a fornareu
as figuras abaixo. tr'aga d.esenhos para ilustrar cad,a uma.

16-

(a ) Seni-clrcul,o
(U) Segmento de um e{rculo
(") Setor d,e ua circulo

lraee pares eongruentes d.et

(") Tridngulos
(b) Retd-ngulos 6

(c) Hexdgonos

Identifique cinco pares de fLgurae
d,e aula.

Demonstre que a relagao de

quivalGncia uostrando que

VOr

22 - Quaischs relagdes abaixo s5o relagSes de equival6nela ? Jug
.i

tifique cada resposta.

(a) Paralel-os (rinHos)
(t) PerpendtculAres, (linhas)
(o) rnterseg5o (rinnas)

24 -Indentifique na Fig, B 31:

(a ) .Engulos retos
(b) Angulos agudos
(c) Angulos obtusos 

?

i!-

congruentes en sua sala

congru6ncta 6 uua relagio de. g
6 sirnetrtcal reflerirra e tngnstt!

rrg 8. 3t
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9, Fisur? u $e.ou6tri."q-q--g suas esleclrlizaa[es.

Espec ia,ltza pio

No estud.o dos vdrios tipos de nfimerosl por €x.; n6nerps i.p

teiros, 6 6tif examinar subconjuntos que se distingan por alguua
propried.ade especial-, eomo os nri.meros pares e os nfimeros primos.
0 mesmo podemos fazer quando estudamos os diversos tipos de obje-
tos geom6tricos, por €xo 1 tridngulos. A selegSo de algum tipo es

pecial de triSngulos ehama-se especializagSo.

A especializagio 5 um instrumento d.a l5giea ded.utiva que

nos permite chegar a uua id6ia gera1, ilustrando seu significa0o'
eu vdrios casos simples. Por €xr I a definigSo de um tridngqlo 6

obttda ind.utivarnente atrav6s de eriaue d.e muitos tri6ngul-os. 0 sl-
gnifieado da definigSo 6, entiol esclorecido atrav6s da deuonstrg
gio ile couo se apliea a casos d.eteruinad,os. Quando se usa u@ es-
pectallza96o n5o 6 necessdrio repetir eontinuamente uma propriedq
de geral.

lri$ngul os .. ggP ec ia is
Uma yez que a d,if erenga intuitiva ua is evid.ente entre tr!

dngulos e seu foruato, consid,eramos aq.ui aqueS-as especializagSes
, .Aque siuplificam a forma de urn tridngulo, A sinplificagao pode 6e:r

obtida d.e tr6s uaneiras, a saber:

(1) exigindo-se que clois ou mais lad.os sejam congruentes

(il exigind.o-se que ilois ou mais dngulos sejam congruentee;

(:) iupondo-se algurna outra restrigio s6bre uu ou aals 6ngulos,

As especializaq6es do tipo (1) levou b id.entificag6o de

tridngulos is_6q!eIes, isto 6, tridngulos cou dois lad.os congruen-
tes, e tridngulos equil-dteros, isto 6, com tr6s lados eongrqentes.
Todos os tri6ngulos equ{ldteros t6u a Eesrua formar rnas os trtdrrgg
los is6scel-es p6den ter vdrias foruas como uostra a Fig. I - 32'

Iridngutos is6sceles
e equi}iteros.

Fig, 8 - 3Z
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Um famoso resultad.o de &relides impll,ca elu que nenhum tipo n6vo

ite tridngulo resulta.-de esBecial-izagSes do tipo (e). Cou efeito,
Srelides provou as seguintes proposig6est

tr Um tri6ngulo 6 is6seel-es quand-o, e sbmente quando dots
de seus dngu]-os s6o eongruentes; e urm tri6nguro 6 equildte-
ro quqndii, e sbmente quanclo todos seus tr6s lados sio congrul

entes. !l

A espeeial-izagio mais interessante do tipor (3) 6 a que se

baseia no requisito de que um 6ngu1o do tridngulo seJa urn 6.ngu1o

reto, Ssses tridngulos chamam-se tridngulos',de 6n$uloq retos ou

tri6nEulos retos.

. trlangul.o
obtus6ngulo

0s pontos P.Q.R.
segmentos d.e reta PQr

Os segmentos d.e reta,
ls do quadrildtero,

lrtdngulo
escaleno

Fig, I - 33, Esjrecializagio

tridngulo
is&eles
reto.

tle 6ngu1os.

Se se exige que um dos $ngulos d.o tridngulo seJa obtusol o

trtdngulo chaua-se . Quanclo se exige que G

tr6s dngulos sejau agudos; o tri6ngulo ehdrna-se tridqgirlo SetltEF
gg&.

Um easo especial interessante 6 o do tridngulo is6sceles
reto que n6o 6 neur obtusdnguJ.o'; neu acutdngulo. 3ig. I - 33.

Qua.drilSteros e suas especializae6es

Uua figura convexa , li4itada por quatro segmentos de retq
chaua-se quqgrilt!-eI.o corlvexo. f o conjunto cle intersegSo de q.U&

tro semi-p1aRo$r A 3ig. 8 34 mostra um quad.rilStero euclldeano
cotr seu lrmite.

5
16tero.

P
quad.ri

P
Fig.

e S sio os v5rtices do quadrildtero e os

QRr RS, SP sio os lailos ilo quadrildtero.
pontilhados, PR e QS sdo ehamados iliagona-

C



?b

25
Os quadrildteros poilem ser espeelalizados pelas tr6s uane!

ras d,os tridngulos e por mais una quarta uaneirar oL1 seja:

(+) exigindo-se que um ou mais pares de l-ados opostos sejg
paralelos.

Ronibo Qua d.rad o Trap6zio

Fig. I 35. Alguns quadrildteros especiais'

fr6s das muitas especializagdes possiveis ilos quadrildte -
ros sio nostrados na Figr B 35. Bonbo 6 um quad.rildtero coul r-
quatro lados eongruentes. 0 ronbo mais slmples 6 o quadra4qr cg
ios quatro 6ngulos sio eongruentes tamb6u. frap6zio 6 um quad,ri-
ldtero eotn um par de lados opostos paraleloe. Ssses 1ad,os, muX

tas v6zesp sfo chauad,os d-e bases cto trap6zio. Deixamos outras eg
pecializag6es para serem examinadas nos exercicios.

linhes pollgonals e po1fgItn0s.

Suponhamos ciue K + J. pontos s6o esbolhidos num plano, n6o
nece5sbriahente to$os distintos, *: nuua ord.em definida:

PJ.r P2t PJ..., Pk-I, Pk, Pk+I.
Depois o conjunto uni6o de

F:rp'z , P-2:qI ,..., PE[?T, -TEPE-rT

pol:Lgonal que une PI e Pk+I. Iuas degsas linhas est6
por que na Fig. B 35 (a) e (b) K= 6.

0s pontos PI , . o ., Pk+I s6o chauados cl.e v6rtices da linha e

os seguentos de reta sio ehauactos de lados da linha. O adjetlvo
ttpoligona! r'6 d.erivad.o d,e uuu palavra grega qt.i" significa r de

muitos Iad.os'r. A linha pode ser couplicada a n5o ser que a esc!
tha clos v6rtiees sejam restritos. Prr

?,

6 una linha
tlustra da s

Ps
P,,

(")
lP,
Bro I

P,

(")

poligona is.

P,

P5=Pl

Fig.8-36". linhas
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Se os primeiros v6rtice-s k sio distintos e quando dois lados n6o
se encontram a n5o ser que sejau ledos ad.jacentes couo WZ e

F'apl coxa utr v6rtice couuu P2, diz-se que a linha 6 siuples. Uua

linha poligonal sirnples cou oito v6rtiees 6 mostrad,a na Figr I
35 (c). Neste cap{,tulo s6 terSo eonsideradas linhas simples.

UEa_JinBa sjlgpl.ejs_ PI-Pk+I chama-se l-inha fechadg simples,_
logo, o limite de um tridngulo ou de um quadrildtero 6 um linha
fechada simples. A figura geom6trica que eonsiste d.e uua Linha
fechad,a simples e d.e seu interior ehaua-se pglieonos. Seu li.ni-
t6r,muita v6zes, chama-ge per{#etro. Um poligono pod,e, ou n6o, :}

ser uma figura convexar Na fig. B 3? uostran6e quatro linhas
fechadas simples que s5o poL{gonos d,e dez lados. As figuras (a)r
(b) e (") mostrap poI{gonos que n6o sfo convexos e (o) mostra un
poI{gono corv€xor

0 Segmento d.e reta que ung dois v6rtieesn n6o adjacentes
ao pilf,gono$ ehama-se d.iagonal. A flg. I 38 mostra dois poI{-
gonos de cinco 1adosl urn ilos quais 6 convexo. Suas diagonais eg
tio indicadas por linhas pontillad.as.

;i+ ,ef-7'4
,,-.m'

Iig. B 37. linhas fechadas

(-)

\_/
(a)

simples e poI{gorroso

Pto

(") (")

clos

A

eo

Iig. I 38

tabelaB-].enumera
,-

nLr.mero d.e dlagonaLs
os poligonbs eom oito

d e ea d.a r.lnto

ou menos Ia-
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Nome Comum
do Pol{gono

J,Trimero de
V6rtic es

Nrlmero de
T.,ados

Nri.meros de
Diagona is

fri6ngulo
Quadr j.Id tero
Pentdgono
Hexdgono
Heptdgono
Octdgono

3

4

5

6

T

I

3

+

5

6

7

B

Nenhuma

2

5

9

14

20

Quando tOd.os os lados de uu poligono sio congrUentes e os

6ngulos tanb6m o s6o, d.iz-se que o poligono 6lesu1qf. Os Poll''
gonos regulares sio sempre conVexoe. 0 tridngulo equilStero e o

quad.rado sio pol{.gohos regulares dertr6s ou quatro 1ados. VogOr

^ 
provhgelmente, tamb6m conheee pentdgond e exdgonos regular€s. Io
do poligono regular poiLe ser inecrito suu circulo. logo, 6 fdcil
construir um exdgono, tr?ganito primeiro um e{.rcuIo, localizanilo
d,ois pontos, A e B, f6sse o linite de mod,o que sejam os extre -
mos de um segmento d.e. reta congruente cou o rqio. loealizer ila

mesma maneira, o ponto Cr partindo d.o ponto B. Conttnue at6 q.ue

tenha Localizailo seis pontos.

f inpossivel d.ar, ao mesmo teupo, uma definigao elementar

e 16giea s6bre o que se quer dizer por uua curva, mas o signif!
caclo demonstrativo 6 suficientemente conhecid,o' A fig. B F 39 i-
lustra sete eu.rvas. As curvas (a)r (c)r (e) e (e) sio curvas Big
ples porque n5o se in''cerceptaat, &as as eurvas (b).r (a) e (f)
n6o:g6o curvas simples. As curvas (c)r (e) e (S) Ei'o eurvas fg

. chad,a s simples.

POd.emos fazer modelos de curvas colocarrdo un peclago de

barbante ou araue sbbre unn mesa e fazend.o-o gtrarr s€ o barban-
te nio se sobrep6e a curya foruada 6 simples e se fopma um 1a9o1

reaSta uyna cu.rva feohaclar 0 slgnifteado d,e uma curva simpIes., e

de uua cur\ra fechada simples 6 o mesuo ilas linhas POligonais. Dg

fato; a linha poligonal 6 considerada um tipo espeeial d€ ctrxvoi

Cgrya s

1{)
r*...
_-)

EJ
(a)
3ig.

(b)
I 39.

(i
.i(.

(e )

/-t
\/

(a)
)
8)
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En geralr qtlalquer curva fecbada slnples separa o plano eu d.o-

|s con;luntos separadosr seu interior, que b limitado, e seu lnterior ,
*r--A.

gue nac 6 limitado, IVhs, 6ste fator {re parece ser tdo evidente para

futuigfo geou6trica, 6 difieil de ser provad.o. A priueira prova corre-
ta foi d.ada em 1905 pelo u,.atemdtieo americanor Osvald Veblen (fAgO

1g5o).

Circuios.

Clreilo 6 uma figura eonvexa, linltad.a, cou a propried.acle sg

guintel existe uu ponto C no interior do cf.reulo de ta1 uodo que todos

os segnentos de reta que unem pontos do liuite do circulo ao ponto C

sio congruentes. 0 pont'o C chama-se gS!@ do circulo e qual-quer seg-
uento que une u& ponto do limite ao ponto C chama-se IaLo_. Utra reta
que une dois pontos d.o limite do eireulo passando pelo centro ehama-se

$j.€gretro . 0 ltmite de um eirculo chaua-se circunjlg]i6qig . Se d.ois

pontos forem escolhid.os s6bre a circunfer6ncia, 61es a separau eu du-
as partes chanad.as arcos. 0stes sio andlogos aos segmentos de reta.

L0. 6tei",

O coupasso 6 o esquadro sio usailos par€ desenvolver quafro cons-
trug6es da geonetria euclid.eana, tebricamente exatas. S5o apresentad.as

aqui por eausa d.e sua utiiidade.

Construqig I. Construir um 6ngu1o congruente a uu 6ngu1o ilado.

8-40

5
.4\

,/\
,' \A/

1tP-R

?ara construir um 6ngu1o congruente ao fingulo eour 'o v6rtlce P

da Flg, B-40, proced.a ila seguinte manelra:
Trace a seui-reta PR" Comqualquer raio aclequad.o, trace um arco

com o centro eu Pr, encontrand.o os lados do 6ngu1o clado em Rr e Sr ,

col! o mesuo raio trace uCI areo cou o centro en P eneontrando a semi

r,6ta eE R. Chame 6ste arco a . Co& R couo eentro e com o raio igual
A, dist6ncia"'de Rt para S', trace um arco encontrarho o arco a no pontos

Trgee o fa-to de ? at6 S para eoupletar a eonstrugSo.

Conprlrpjf o If . Construir uma'perpepdieular a uma reta nuu ponto dado

onstruir uar Sngulo reto num ponto dado s6bre LLua

Fig.
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a0-
reta. i'*l

!

r l.l
I

,i__-- -7--;
Fig. B-41 a

Foran d.ados a reta r e o ponto P (fig. B-/r1). Trace uu arco com

o centro eu P eom qualquer raio ad,equadol cortand.o a reta r nos pontos

A e B. Cona A e B couo centros e uu raio maior que a distdncia de A pa-

ra ?, traee clois arcos que se eneontram em Q. A reta pontilhacla m de

Pa Qconpleta a construgSo. A reta p,6 perpesdicr.Llara IenP e os

quatro 6ngulos forrnados por -B e r en P sio 6ngulos retos.

Cglg.trBgio III. Tragar una reta, atrav6s d.e um ponto d.ado, paralela
a uaa reta d.ad-a.

ti-

?

Fig. B-42
Duas retas g e ! (Fig. B-+2) sio eortad.as por uaa terceira re-

ta c. O par de dngulos formados por g com a * b, uaread,os por 1 e 2

na figura, sio chamdos dngulos interiores alternardos. 0s dngulos 3

e 4 sio taub6n dngulos interiores alternados.
Euclid,es d{i um erit5rio simples para as linhas paralelas.

As linhas g e I (FiS. 8-43) sfo paraLelas quando e sbrnente qL1a.4

os 6ngulos interiorBs alternados formados por qualquer transversal
sio congruentss. F

b
(:
lr,

do

c

Usand.o 6ste crit6rio coao

d.e uua reta partindo d,e um ponto
reta b--r proeedemos como segue.

base pera a contrug5o, na fig.8-44 ,

dado P, paral-ela a uua determinad,a

\

Fig.B- 43 Fig. 8-44
Se ? n5o estd s6bre a reta b1 trace qualquer reta g passando

por Pr interseptando a reta !. en Q. O 6ngul-o I da figura 6 un dos 6n-
gulos eom v6rtiee Q. Agora construa, pela ConstrugSo I, uma semi-reta
em P formando o 6ngu1o interior, alternado 2t congruente eom o dngulo

.:
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1. xstendendo esta semi-reta p";u
paralela desejada,

observe que se o ponto dado
construgio III cla Fig. B-44 seria

Construcio IV. Para dividir um segmento de
partes eongruentes.

]iruttu passando po P, obtemos a

P estivesse s6bre a reta dada bra
trivia ]-.

reta em qualquer nfiuero de i

31
a

t
Pi--'' I

I

- P+--_ t
tsi --'' r t

---i' t r

-d.a-*-..,.)",--.--{- - -.--i--. ..-
l'' \r), Q7 Q5

t
I

t
I

qi--c

\

Fig. B-+5

A construq;'o da Fig. B-45r etre divide o segmento d.e reta IE
em elnco partes eongruentes, 6 feita d.a seguin'ce maneira, Seja PQ o

segmento d.e reta dado. Traee qualquer semi-reta passand.o po P, e fa-
zendo urc dngulo agudo eu, P. lfarque s6bre esta semi-reta, com um eom-
passo, cinco segaentos congruentes, F?TrFfE, IET3TF:-E e F?lT5 .

Una P5 a Q. Construa linhas paralelas ao seguen'co Pt Q passand,o por
P1, P2, P3, e P4 eneontrando o segmento !0 en Ql r QZr Q3r e Q4. ts-
tes quatro pontos agora dividern o segmento cie reta F0 ** cinco partes
e ongru entes,

j o.gF t fgs i-e q" .

Nenhuma d.as quatro construg6es dadas fazem uso de :'edldas.
Simplesmente comparam segmentos de reta com uu compasso. T6clas as

e,rqtro -construg6es siio i:.;i;ri.cr. - :r.f,* exatas. Se una construqf,ao coEo a
ds'tv 6 neeessltada para prop6sltos de geometrlil experli:cnialr &s pari
IeJ-as da Fle-8-h5 pqC.em' s-eralme:rte ser Iracadas com- exat1d,6o Suflclenllelas da Fis-8-h5 pC.em' geralme:rte ser f,raqadas gom- exat1d,6o SuflclenEe
allnhando-so o esquadro paralclr.l:cntc r,p P5Qr a 61ho.

Nio existe uua construgio de esquad.ro e eompasso exata para
divid-ir um 6ngulo eseoLhid.o arbitrlriamente em partes eongruentes K,
a nio ser que K seja um poder de dols . Eh particular, un 6ngu1o es-
eolhido arbitrbriauente n5o pode ser dlvidido em tr6s partes eongru-
entes, sbmente coEr esquadro e coupasso. fsto nio significa que um 69
gulo reto ou um 6ngu1o de 180 graus n5o possan ser divididos em 3

partes congruentes coo esquadro e eompasso. nstas construg6es n5o a-
pareeer nos exerc{cios.

Voe6 deve fazer uma diferenga entre consf,rug6es exatas, como

as que foram descritas aqui e as eonstrugSes baseaclas em uedidas.Cons
trug5o exata 6 un processo natemdtico e nio estd sujeito a 6rro. Cons

..;trugSo, baseaila em medidas 1 e BEr processo fisico sujeito abs eruos i
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nerentes a mensurag;o (Cap. l-4). De fator qualquer 6ngu1o pode ser cli"

vidido aproxrmadar:lente eu um certo n6tnero d.e partes ecngruentes usan-

d.o-sc instrumentos tais como o 'rprotector" para ,&e{ir dngulos, assim

cor-no um segmento de reta pod-e ser dividido aproximadanerlte nuu certo
nfimero de partes congrucntes usand,o-se a r6gua. Essas diferengas se -
r5o tratadas subsequentemente nos Cap. 13 e t4 quand,o voc6 conlpreen -
d.er a conexSo entre ndmero e geometria.

11. Qegsg.ltre 4oF--g-6ff q,os--,-

Eg.Pggg-.

Se o conjunto b6sico d-e pontos qua a geometria eucll,deana pressu-
p5e nio estS inteiramente numa rcta ou nuu pIano, a geouetria chaua-I
se geou.etria euclideana, e o conjunto bdsico chama-se espaQo euelide
ano orr simplesnenter ggPSSe.

As retasl segnentos de retar semi-retas e planos s5o importantes sub-

eonjuntos d-o espago.
Os conceitos d-e conjuntos de pontos, interior, seu exterior e

seu liqite pod.eu todos ser estendidos ao espago.

A vizinhanga de um ponto P no espago e''definid.a como conjunto
ile toclos os pontos de uua esfera euelideana cujo centro 6 ?-.

Conjuntos fechad.os, conjuntos conve:ios e figuras eonvexas sao

definidos eomo no plano-
0s objetos geon6tricos do espago sdo mais variados e couple-

xos que os do pIano. Seri,, tratad.c.: aqui sbmentc alguns dos muitos

possiveis tipos de objetos geon6trieos do espago.

?}efros e qetag qq--egEsg.

Assim coulo a reta 6 deterninacla por dois pontos qualquer ciis -
tintos, o plgno, 6 determinad,o por tr6s pontos quaisquer distintos.
A superficie de un pleno etr contraste com outras superfieies, coElo a

cLe uma esfera ou. de u.m ciJ-ind-ro, 6 d.encr.strad-a pelo fato d-e que 6 a

6niea superficie d.o espago de tal nodo que t6aa reta que tenha d-ois

pontos eu comu.m com ela estd inteiramente d.entro d.a superficie. Con-

sequentemente, d.uas retas que se interc,eptam sempre determinau uu p1g

no no qual estSo as duas retas.
?or €x.e. voe6 pode eseolher eomo tr6s pontos que determinau uut

plano, o ponto d.e intersegio de d.uas retas e outro ponto s6bre cad'a

reta. Tamb6m pode ser demonstrad.o que se t 6 uma reta do espago e P

um ponto fixo sdbre t, o conjunto de t6d.as as retas do espaQo que se-
jam'perpend-iculares b reta 1 em P estao no pLano (Fie.B-46a )
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Du,a s reta s

se interseptaren
6, por definigSo,
ta e'consid.erada

podem estar
(rig. B-46b).
paqq-I-g}e_s no

paralela a si

JJ
no mesmo plano mas nio, mdcessiriamente,
Neste caso, sdo paralelas naqu6le plano
espaQo. No espaQol cofro no p1an0' a re-
uesma I

(a )
Fis. 8-46 (a )

Quando as linhas nio se interseptau nem s5o paralelas s5o eharng.

das l:Lntras ine.Il]rallqg. As l-inhas inclinadas nunca estSo no mesno pla-
rlor Quand.o n6o se interseptam, a linha e o plano s6ol paral-elas. Neste
caso, tod.o o plano da linha, exceto wrr corta o plano dado nuua linha
paralela b linha dada. 0 pIano, que 6 a excessio nunca se encontra com

o plano d.ado e d.iz-se ser paralela a 61e.
Dois planos dados n6o sio paralelos neu se encontram, ou ent6o

se intereeptaur nuua linha ehamad.a linha d.e intersegdo. TrOs planos em

geral encontram-se num plano, e a linha de intersegio de dois planos
encontra o terceiro ponto num ri.nico ponto. As exeessSes que podem ocor..

rer sio deixadas para voe6 deseobrir.

56lidos _co_Irvqxos 4o qsJejg.

No espago, o anSlogo de um quad.radro 6 un cubo e o andlogo de L1m

eireulo, 6 ure esfera. lstes objetos geom6trieos s5o s6lidos e cada um

consiste da superfieie lim.ite e de seu interior e ead.a utr 6 eonvexo. 0

anSlogo d.e um triAngulo n6o 6 t6o conhecid.o. E um s6tido convexo deno-
uinado tetraedro (alguns s6l-idos convexos s5o llustrados na fig.B-4?. )

0 tetraedro tem quatro vErtice, seis arestas e quatro faees triangula-
res que eonstituem sua superficie limite. A especializagSo anSloga ao

tri6ngu1oequi1dtero6uEt@rcomseisarestas,eongruon
tes. Cad.a face d.o tetraedro regular 5 uu tridngulo equildtero.

I,tritos s6l-1dos convexos interessantes podem ser consiilerados co

mo sendo obtidos por um dos seguintes m6todos.

Cone Pirdmide quad.rada.Tetra edro

3ig. B-47 S6tidos convexos'
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?rimeiro u6tod.o

Escfilha uroa :'igura conversa num plano e relacione um ponto P

fora ilo plano . Iilagine que os segm.entos d.e reta e6o tragad.os partig
d.o tLe P para toilos os pontos d.e . O corpo conexo constituido de todos

os pontos s6bre t6oos 6sses segmentoe de reta chema-se q6tido c6nico ,
f oilOs os corpos convexos ila tr'ig.oB 47 sio s6l-id.os c6nicos.

t

?

aa:i o n.i. -\<+/

Fig. B-48
--, 

_' '_tt
-/ln-.l iI I i. t

I I r3..t;1'/'

Prisroa triangul-ar s6tiao retangular cilindro
Fig. 8-49 s6lidos cilindri os.

Sezund.o n6to+o

Eseolha r,rma figrlra convexa em uIn plano e selecione (a)un pon-

to? no plano d.e (trg, I - 48 ). Vbc6 assj.m d.etermina num vetor P P

que n6o estd no plano , Depois trace partindo d.e cad.a ponto de r Pa

raleIo e congrruente com o vetor ?P. O coryo conexo eonstitufdo de to:
d.os os pontos s6bre tod.os 6sses vetores ehama-se s5fj,go cilindrico o

Na Fig. B 49 est5o ilustrad.as tr6s s6-1idos cgingIagge.. Nos exerci
clos d.eixarnos para voc6 exam.i.nar outros s6lidos que tamb6n poclem ser
obtidos por 6sses m6tod.os.

L2. 0 lusal da seometria eucli4eana na Matemdtiea Mo$grra.a

Na ci6neia e tecnologia atuais existem v6ri,rs geometrias dteis,
a16n da geometria eucliileana. Essas geou,etrias fora.lt d.esenvolvid'as e

estrrilactas por natematicos nos s6eulos lnruII e XIX, uuLtas v6zes, sem o

intuito ile uma aplieagSo j.medj.ata r:-na das nais importantes 6 a topolo-
giar cujas id6ias e m6todos impregnan quase t6aa matem6tica mod.erna.

0 movimento crftieo dos materadticos d.o s6et1o XIX produziu os.

primeiros sistemas ti.e postulail.os adequad.os para a geometria eucliil,eana'
Alguns textos moder:ros ila geometria ensilad.a no gegunilo ciclo da esco
- -, .
-La seeunoart-a t6o basead,as nestes novos sistemas . inf elizmente, t6o "o;
pfieaaos. Segundo o ponto d.e vista de mritos raatemdticos ila atualid.ad.e,

nem a geometria euclideana, como foi concebida pelos 83c8os, nem o estg
cLo d.etalhado dos mdtoilos de geometria usad"os por 6tes para demonstrar

teoremas, s6o espeeialmente importantes como rano da rnat6rndtica pura

fsses m6todos ndo pod.em ser usados com vantagem em outras partes da ma-'

teudtica. O importente 6 algo desprezad.o nos ttEI ementosil d.e E\rclid,es a

eonexfio mtre geometria e nrimero. Estd conex6o 6 desenvofirida no CaB .

13 e 6 a ehave ilas aplicagdes d.a geometria euclideana na ciOncia e en-

gcnha,ri.a, Una conex5o semelhante eom nrimero fol deseobertn. para as geg
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metrlas d.esenvolvidas nais recenteuente, 0 uso cle coordeEraalas que esta

belecqtr a conexSo entre pontos e nrimeros iupregna quase t6Aa geometria

afira1. A geomctria coordenada agora 6 introduzida no segundo ciclo da

escola secund.dria por ser unp. requisito para a compreens5o d'o cdJ-cuLo e

d,e t6oa rnatemdtica suPerior.
ryereisi-e€. - S6rieg--L

1 1. ApliEre a seguinte especializagSo em quadrildteros e clescreva o qBa

. drildtero esPecial resultantet
1 d) I requisito qre os lad.os opostos seja,m paralelos:

b) f exigido q.ue os ]ados opostos seja.m eongruentes.
a

c) Exige-se que todos os lai1os sejam congruentes'

d) Todos os Sngulos sdo eongruentes'

e) llod,os os lad.os e tod.os os dngulos cl.evem ser con'gruenteg.

3. Descreya a figqra geou6trica para a qual um papagaio possa ser usg.

d.o como mod61o.

5. Mostre qr.re toilo. qaad.rado 6 u:n con junto un15o de gaatro tridngrllos
retos is6sceles.

7. Qual 6 o nrimero udxj.mo de dnguros obtilrsos qlle un quad:rlIdtero pode

ter ? ?or qu6 ?

9, IdentifiqUe mgclelosr P&ra cada um clos que seguem, d.o seu Beio-a'mbi-

ente imecliato.

a) Paral.e1ograua

c) Quad.rado

e) Rombo

b) Ret6ngulo

d.) Erapez6id e

f) Quad.rildtero

- 11. (r) Esboce d.ois exdgonos , fazenf,o g8nente um a61es convexo.

t
13. Verifique que o nimcro de iliagonais enu.merada na ltabela 8 - 1 para

6.iferentes tipos de po].fgonos 6 correto fazend.o u:n esb69o para cacta

ulm.

15. (a) Voc6 poil.e predizer o nrimero d.e cliagonais de um' poligono de vin-
te lados ?

(b) Quantas d.iagonals tem um polfgono de 4 lailos ?

L7. fd.entifique.cinco exemplos d.e curvas fechad.as simples encontradas

na natrrtezaj

': ., .l
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f9.u.["u". tr6s sggmentos d.e reta que n5o sejam congruenteo, I0arque-os

eomgrbee.
(b) Usando sbmente o compa.sso e o esquail-ro, constrtra os segmentos dO

geta gf El sr congrmentes bs linhas d.e (a)-
2L. (a) llraee uma reta e locali.ze d.ois pontos fora dela,

(b) Corlstrua uma paral.ela a uma reta d.ad.a atrav6s de cacla u:a dos

pontos.
t (c) Qua]. 6 a relagdo d.as duas retas qae voc6 construiu ?

. (d) Voc6 acha que esta relagSo 6 sempre vercl.ad.eira para as conil.j.

t gSes dg. co4stnrgao ? se sua resposta 5 sin, formule a generalizagfu
aproPriada.
(e) Sr:a experimentagdo prova a generalizagd.o ile (d)? ExpliQrJl€r

(f) Se a generali-zagT"o cle (a) n6o 6 provad.a, deve ser rejeitad.a cg

id6ia rnatemdtica ? EPliqllor
23, (a) Imagi.ne uEra const4rgSo para dirridir em duas partes iguais um

segmento de reta clacl.o.

(b) In4gine uma constnrgdo para d.ividlr em duas partes iguais um

6ngu1o.
(c) Iuagine uma constnrgEo para dividir r:ro dngulo reto em tr6s Ag

gulos congruentes'

( d) Imagine una eonstrug{o para dividlr un ingulo de 180 graus en

tr6s dngulos congruentes.

25. Descreva a c[iferenga entre o interior, o ottei.:l,or e'o.linite d.e um

cubo no espaqo por meio da id.6ia da.vizinhanga ile ruu ponto.

27, Rosca 6 un s6tiao convexo? Explique. .

, (4" roseas poil.em ter formas iLiferentes).

29. (") Quais s6o as relag6es que poilem existir entre una reta o um

i plano no esPago?

t 31. Defina os seguintes s6lidos eonvexos como eon junto d.e pontos.

f (a) Esfera (b) cubo (tetraedro

33. Dete:mine se existe ou n6g um tetraedro cada uma iLe cujas faces sg

Ja.um trlAngulo is6sceles. (Use moclelos de papel para as superf{c!
es.)

- t- t- l- l- l- l- l- l- l-+- | - | -l - t - I- | - l- l-f - | - I- I - l-f -l - f -l - |
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