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nsformagoss s20 2 base do estuds da Geomeirie e as proprieda

des deeips ftransformagoes constituem um ranm® da Gecme triay pois, cada

vez weis esta € considerada como o estudo das propri¢dsades das figuras,

due permapecem invariantes quande nelas se faz uma ou slgumas

O dirierentes dominiocs da Gedpmetria como a Topologia, 4 Geomeiris
Projetiva, a Geomeiria Afim, a Geometria Fuelidi ana, estudam as proprie

s

~
dades das figuras gque permonecem 3 invariantes por tas transformacoes
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Aaformac: e s bicontinuas,; como 08

ras que permanecem invariantes por trans

Atiramentas; as torcoes ¢ todas as deformacoes que nao produzen nem di

e A . I k 2 &
Jaceramento . nem ruturs da figura, Sac ';‘.:"nsf’)w'mgc,fe-s mais gerais, que

naoc f'f'.'!'."lS('.“I'l"\-J.L'_ nemp s distaancias nem oS ‘;r{,uloe.;

O que entac € co .A.,e-*'vruu y OR O queA permancee im:'ariam,é.; ou gue pro
priedades sac mantidas, numa tra.nefcrn@gﬁo topoldgica? |

_~ 0 interior € o exterior

- ponine qQue eram vizinhos 8% conservim vizinhos.

Por exemplo, consideremos um baldo de borracha oco. Fagamos nele uma
depressao, sem furd-lo. Pontoe' que erem vizinhos permanecem wizinhos, o
interior e o exterior permanecem os mesmos. B impossivel passarmos de den

tro para fora do balao, sem atravessarmos sua superficie(velfeula de bor-




racha). Tal transformagao (depressdo) é ume transformugdo continua. Hé,
entretanto, uma trensformugio inversa deste: o transformugno que faz de
saparecer a depressao ¢ restitue a0 baldo sva forma primitive. Hesta T——
transformagio inversa, pontos vizinhos 820 ainda viginhos; conservan-se
ainda o mesmo interior e o mesmo exterior. Aseim, & tranzfornacas €6 bi- -
- amtinna. .

Se figéoaencs, entretantc, um furo no balao, gue aconteoeria? -

- T30 mais se conservaria o interior. N4> haveris nen nteﬂo’r_,xidm
exterior. Tontos que ersn visinhos, nao mais o geriam, particulaxmente :
og pontoz que ficassem dé um ¢ 4c outro lado do furc, 0y 18980, npurart 1
nac 6 uma t"anefnrmgao contipua; nfo € uma tremsformag o sopolégica, »
PoLS n-ia. fican tmariamoa as propriedades topoligicae interior, exte~
Yo%, -..;_bz_n‘-u.;nca‘ ° :

Erenglo TT-GBOMBTRIA TIOJBPIVA — A Oeometria Projetive é o estudo
des propriededen das fisuras gue pormanecem iuvariantes por pro jegoes, a
pertir de una fonle pumi.to"lo (projocao contml; e compreende, particu \
larménte o estudo da perspective, Na peometria r'rojotiva estudamos ums
espécie muito siaples de tmdmo - a transformagac de uma figura
en oc-m; a transformagéo preojetiva.

A projegao 6 tambén uma trapsformacdo contfm

-~ Quais ae propricdades projetivas, ou melhor, que propriedadee pez‘
manecea invariantes pela projegac? : :

Se tomeymos uma folha de cartolina, nela fizermos uma fenda retili-
ne: e & ilwinarmc:,  projegho desta fenda serd um segmento de reta.SA
firermo: me feada (1) cortando & prlmé:lm (A), num ponto X, 28 projegoes
das fezdf: s Ae 3 seno wsgmenyos de yeto fue s cortam em mn ponto gue é
a sombra do ponto X. 3e projetammos uma reta I que passa pox 2 ponics I e
N, a sombra ¢a reta : yescard pela sombre dos pontos M e F.

Botac € 1nteraegg§es -Eo invariantes em (eonetria Trojeiiva.

Crden também é propriedades projetims so marcormos adbre uma reta
3 pontos A, I, (, nesta ordsm, vorificamos que a projecao do ponto 3
82 encontre entre a pcojeg ¢ do ponto A’ e 40 pomto Co ‘Assim, & orden dos
pontos A B.C, & condYVa. |

Converiiag: ¢ wae nogio projeiiva. Migesos que uma figura Ffechada

5 convezs, se todo sezmatc de reta que me dois ponbos de euva fronvelre
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estd inteiramente situado no interice da figura. A nogac de convezidade
lmplicsa, ou%s na de segmento de reta ® na de interior e exterior. As
nocoes de reta e de interior e exterior sao projetivas. Um ponto interior
dge uma figura projeto-se em ua ponto interior da figura projetada (inte-

rior e 2rierior s&o propriedades inveriantes em projegac). Por outro la-

. do. a proiecao de umz sezmento de rota auwe une deois pontos interiores de

utta $igura ¢ um sesnentoe de reta quese encontra no interior da figura

rojetodn. i, a projecao de uma figura convexa, € convera
nterseecces. ordam, interio vizinhanga caﬁvexiddde 8a.0
f ~:"7‘j pY'Q j € aL

Vetamog agore. tae propriedadés mac sao invariantes peia pyojegésu
pEano A lcire e > aspresentemos A luz. Veremos
3 do: g 8. mma figurva de 4 ladosiy a menon que coloque -

y gquadrado niwa. posicac tal. qué eza sombra fique reduzida a uma liznh

Hhe s, cunidéde dog: lodes dependerzg do modo csmb segﬁrirmos 0 guadra. -
2 ginda Qo ponto em gque se ancontya & fontz de luz. Jendo esta punti-

forme, cujes raios divergem em todas as diregoes. os lados do guaedrado

a2 projecao, nem saﬂpre serao paraielos, tornando-se msis pavalelos a me

O
o
<
(5]

dida que & lonte de puntiforme se afasta do cuadrarcio.

- & ~ . o™ e
Consegquentemente, a medida; o paralelismo, € o8 angulos noo sao
propriedades projetivas. Se observarmos as portas de wia casa, veremos

que €

ot
o)
Ui

eciiao semnre c¢m dAngulo reto em relacao eo asecalho; numa foto-

ryafic

(J

ntretanto, eles quase nunce aparecem retos éskis éngnlos, embo-
re Sejom a projegéo d2 um fngulo reto , na realidade.

Exemplo IIT— GEMBETRIA AFIM- A transformac.c afim é um caso particu-
sral

lar da sfornagao projetiva. I o estude das propriedades itvariantes,

. por pruJ3§t$% a partir do infinito (projegdes puralelas). Temando como

fonte o Sol, obtemos ums idéia aproximds da projegac de una fonte pun-

tiforme (ue cads vez mais se distancia. 0 sol estd tao longu que &vus ¥
raios chegam a nds praticamente paralelos. ‘

Em una projeg¢ao desse tipo, retas paralelas sao transformadas sm »ed
retas paralelas. Outra propriedade que se mentem, em ume projegac pave-
lela é a relagao entre os comprimentos de dcis megmentos situados sdbre
dues retas paralelas, De fato, se & razao entre dois semmentos paralelos

for dois (i.6, se um for o dobro do outro) & razao entre 08, comprimentos
das respectivas sombras serd dois.

0 paralelismo e a proporecionalidade(permanénche de razac) sao pro-
priedades afins,

0 cesc particular maie inportente da Geometria Afim é o estudo das

'
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semelhanges. De fato, as nogges de Geometria Projetiva ¢ Geometria Afim
estao a meio caminho entie a Topologia e a Geometria Buclidiana.

7

Exemplo IV~ GECLIETR! A EUCLIDIANA- A Geometria Euclidiana € o estu-
do das propriedades das ‘iguras que se mantém invariantes em um deslo-
camento no espago. conservando ac dsténcias, os éngulos, as posigoes re
lativas dos pontos linhis ¢ superficies das figuras.

Assim, disténeia e ingulos sao nogves ou propriedades . euclidianas.
08 teoremas de econgrudne: a 830 peflras anjulares da maior parte das de-
monstrogoes classicas de Ceometria Buclidians.

E inportantec entendcr que a Geometria Buclidiana bascia-se em axio
mas que sao relagoes entre retas poralelas e Angulos. Neo hd razao para
ge acreditar que essas rolagoes coﬁtinuem verdadeiras, guando se¢ trata de
srendes distédncias. 0s gregos, com o8 instrumentos de que dispunhan, DAO
poddmnmedir senao pequen:s disténcias. Por isso, para distdncias astro-
némicas, 08 teoremas Buclidianos sobre retag paralelas nao siao mais ver
dadeiros. Dai poroue, certos teoremas &€ idéics chamadas topologicas,pro
jetivas ¢ afins sao indenendentes das nogoes euclidianas.

B elaro que quanto uais liberdade tivermos para construir figuras,
menos elas serao conscrvadas nas transformagoes.

Nas transformngaes ;opologiecas, ewm que podemo:s torcer, dobrar ou esd
ticar a fizura, poucas propriedades 820 couscrvadas,; porque nos permiti
mos coisas demais, com &3 fijuras, Nas transformaqges projetivas, wenos ¢
coisas sao permitidas, e por isso, waior numero de propriedades sc marn
tém, P.ex: as linhas retns em transformagac projetiva sao conservadas;
enguanto aque em Topolog:a nao o sao. Dentro da Geometria Afim, em que
afastamos o centro de prajquo pgra,muito longe, de modo gue o8 raios
luninosos s¢ tormam quasc parclelos. Hocoes de razao entre dois segmen—~
tos s6bre uma reta ¢ de naralelismo sao0 conservadas ai.

As nocoes de fngulos ¢ distdneias s3o propriedades apenas da Beo-
netria Zuclidisna, em qu: as tronsformacoes consistem apenas em tomazs
uma figura e fazé-la repousar en outro luger. S '

Quanto maior nuncro de coisas nos permitimos ma transformacaoc’ de
nossa fisura, menos relaqges verdadeiras teremos, enquanto que, se nos
permitiines poucas coisas, pais relaqges verdadeiras teremos.

¥ por isco que a Geometria Bucclidiana ¢ a mais rica de todas as ges
geometrias, enquanto que as relagoes topoldgicaa 880 as mais gerass.

Tudo o que ¢é verdadeiro em Toplogia , ¢ verdedeiro em Ceometria Pro
jetiva e Geometria Afim e em Geonetria Buclidiana. Entretanto, o que é
verdasiro em Geometria inelidiana nao € necessariamente verdadeiro nas
outras ~eonctrias. Fode sé-lo ou ndo,
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morn de crigncas  interrogndas e elas laray um maior némero de série

1%= Tdarm an anr t-',‘"| O

14« "dem no anterior,

Iaw vt 5 AT
leranja ronts o ronta
marron” .o que a pre=

1%« "e eu puscr uns harrinhg verielha ¢ ume «
Picard raoior ou mennr do ane a mzul? o
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$ aquela, voele podem cacontres
mo compritentn da segurda?

’

omen ocutraz dnps e experimentem cnecontrgr o aue falts

19« Tonham dugs barrinhas nonta a nonta., ‘Forg To e ung MeENor € encoHne-
trem a gre falta pora fager o riesmo comprimento das outras dues.
Teanmecem csenthends ountrac harrinhas.
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R0~ Tomem uma berriphs e depois oulva menor. Oologuen~na cnbaizo da nal

32 - Quais sao as barrinhas gxgze podem ser cobevritas imicamente com o auxi .

barrinha & precisc pir com a prete para fezer o mesmo conprimentds da
% » & %
cox ae lnranjae? Qual & preciso POr com a vorde escuxo? Com a amare -
28 « Cologuemog ponia & wonde uma berrinha Preta e uma verde-claro, Quel - .
& barvinha qus tem ¢ mesmd comprimentc delas? ‘éua.L tem O mesno «::cnu--' sk

rrineato da oarmim e a ve*c*ie-—-ezamam, eho? .

v -

26 » Tmgam © mesmd cOm @ ve:a;:.elzm e a preta; con a bhrance & a mrr{‘m, cﬁ‘w
: a *izer&euelam e a verde esouro; com & snarcla 6 & cazm.m :

27 Co’&.c:cme 2 merron ¢ & anarela ponts 2 ponia o xueonwe‘zzx mz{:yaﬂ b&'.i.“"’"i

44

rhas gue déam, ponta o Tonta O nesno Aonaw wnbo,

Dncontrean a barrinhs m,w deve sey posta Clr @ neney pa.s:a formar G
comprinento da meiors i
12 %c,:wiemousb das borrivhas:
22 o Clhando apenas e rostrendo. za barrinbha que faltag
3? - Dacutondo anenas e g:!.zeradc}‘-q gue fa._ta;

“Tomem duse bareinhes o as povhan yonis & ponte e encontrem todos
raves de.barrirvhes posciveis gue déem, zmﬁéa # ponta; O nesmd oG
primento. Agora aologueni mais de duas 0?‘?"3.‘.5.1"&1255 ponta & ponta &
gam ¢omprimevto iguais m.m ountras, 2

Refmgam 0 exercieio n? ! 28 com barvimhas do mesma odr, Demis.‘ ;p&r ]
tindo de 2 haryinbss mnfsn 8 ponta.

Experimenten forpar O cormrizaeato de gual 'j_ize:e marrinhe usendo ave :
 nas as vermelhas, - ; _
Tode-ne fager imie sonpre? B com gue berrinhes? (verde-clary, mm—-
vilhe, emerela) pode-se famd-10 sempre? '

1io des caymine? Tmlcancnte com a8 vermelhas? Com o auxilio das vep
de-clarc? Com o aw:iliﬁv das emarelas?

3% - ‘hml é a barrirha gue folta para compleiar 0 comprinerto quandc Vo
o8z pRo conseguien cobriy as barrichas ad conm ns vermelhas? Quando va
(,"‘3 nEo conEesuey. con w ve;.we elaro

34 . Facam em -ALQir@,lugar wn trem de barrinhas vexmelhas ponte & DODe

e en Linha reta. Tcmam‘, na geciigncia da escala, barrinhas da nege
ma odr e eoloquen~nas sdbre o trem, mme extremidade, antes apenas
se verde-claro e depoic (a partir ds parte infsrior) apenas car - -
mim, depocis &6 amawxreles, otc, Quals mac ns harrinhas que terminam - .
ben na eztremidade de una das barrinhas vermelhas do trem? Oueis as
gue nad coinciden?

LVS)
At
oo
f::i

~ Pagem w brem de barvirhas verde cleyo e, cono antes, cGoousm al -

A
B Yt g oo = & - " 3. . S
ternadanents, aCbhwe o trom, & partir de we exire s*.a,:».deﬁ harrinhas
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fagam o meono con &3 barvinhac carmins ¢ depois, com barvinbas ama-
relas., ' ’ :

Fagam trens famzzaﬁos,c.e_ ’m’ﬁm;ﬁzaa de mesme eOr: unm vommelbe, w wor
de claxe e ur cormim, oiaqrzcm wy contra o oultre, fasendoe coineidiz -

e de ousg ﬁxvrwmqoem Voeds poden ﬂaz’mi{%es 0 mesmp comprimento . o
se elas forem vermelho o carminm? So fovenm vermelho, wm&ncla%o -é;r
pre im? : ik

Tocam 2 drens, uvsends sd barrinhas verde-escuat pera um e sé p%ei.aa
pam outro. Llas poden ter o memw GOIQ_@Z’MRZ:’&O?

Mmcan um tren merrom e umn odr de laranis, fles t2n o memo corﬂpri o
nento?

£

Tomem qualquer barrinhe e ouira da mesms ofr. Was tém 0 mesro come
primento? Cologuem wna s8bre e oubra o empurren levenmente uma delag
Para a direita, de modo que una parte de ceda wia Pigue descoberts.
0 que se observa em seu comprinento? Impurren-ne mais unm poneo pare
& direidtm, sgors enooniyen os barrvinhas que preenoherao o8 espaqos

vazios nas exivemidades. O que voeés noianm quando comegam com g8

barvinhaes vernelbas? Com as verds-claro? Com as protas? ’

Pode~se fazer ¢ mesme empurrando s barvinha vars esguerdan? l’bmeﬁi -

nmenten, Agors, empurven,e que catavae indvel e presuchan os s i o Tele] 3

vazios vzas extremidados,

Fagan un trem ecom dues borvinhas quaisquer, Depois oncontrem dussg
ountras que, ponta a ponta A8em o mesme comprimenio. Bapurren um dos
trens para & dirveiia ou a coguerda, enguanic o cutwo fica indvel, O
que véem voods? Fapurren~no um pouco meis longe, olhande gerpre .o
outra indvel., Bacontren oo barrinhas que Voo Dreencher 08 28pacos.

Pagam ¢ mesmo de trens com 3 barras vretas, ponta & ponta,
Pagan 0 mesmo com trens de mais de 3 barvas.

losea berrinha marryom egova é um dven. Coloquemos & seu 1ado W Ol
tro trem feito de uma barrinhs vermelhe e de duas verde—clerc., g -
ges dois trens az}{o 4o nesno conprimento? Tonham a vernmeihs entre as
duss verde-claro, Retirem a vermslha e ampurren ume das verdes GOl
tra & ponte da oudra. (Que barrinha é preciec Pdr pars guo Ssse twen
geja a0 comprido somo ¢ marvom? :
4 barrinbe laranje € un tvem ¢ voeds farso un oubro com 8 amavels.
Lla é de meemo comprimento que o trem laranja? Se woeés xg%imm & .
barrinhs verde-ciare ¢ se woels empurraren pare a direits ou para o
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esquerda we das barrinhas que ficam na ponia da cubrns qual bLaxyl
nhe seré necemsdria vars que Gsce trenm szejs do ﬁcrmm.mea.,m digo,

aeja do meamo compinento que a laranja¥

“"f‘aq.am o sammﬁws e} Tomem 1 barrinha azu uhy derois duss brancas ¢ue
voeds colooarac sob a azul: cada vme mme cxbremideds. Que barvinks
é.neoesséria pars preencher ¢ intervalo? Qual & necessfria, se v0.-
cés puseren harrinhes verreihas en luger das brences? Se puseren ‘v
de=claro? D¢ puserem cazmim? , T
b) Tomem uma barrizhe azuli ccloguem em secnida guaisguer barvinhas
que junbas sejam menores gue & azul, Jusl a harrinhe & nevcessd -
ria pave preencher o intervalo? Quando voees tiverem ¢0looedd e
ma brense e uma vermelba? Uma byanca e uma preta? ete. '

I‘ac:anv ¢ meamd com uma barrinha preta, com uUMe marrOm, COm UmR o ﬁe
laranja.

Podem vocés dizer, sem ¢ fazmer, quais £80 as berrivhes que faltan
para prespohey ¢ intervalo deatys dos cﬁua:ix*os des barvinhas a:,gu. Fiom
tea? :

a8 - una barrinha verdo-cscurd oon duss barvivhas b:vrancas ncstas 8

50 -

baixo, cade s nwma extrenidade?

b - une barricha prete com vng vermelhs ¢ uma verde clayo am baixo, :
cada win puma exbranidade? Con duss vernelhas? fom Juss vewde
claxo? :

1 ~ Quands es barrinhas esteo diante de voedsy :

2 « Quende vocEs apenas ouven o mma das barrinhas,

~

Tomem uma das trés barrinhes meiores, Fzoutendc o nome das barrinhss
e ussndc apenas os cihos, sneontrem & barrinha que preencherd cv-inn_- :
tervalo se pusermos uma vermelhe em sads extrvemidade. Se pusermos Q.
me brenca nume sxivemidade e uma vernmelba ne ouitre, Uma brancs numg
extrenmidade ¢ uma amarels na outwva, ete,

Extrafdo do Livyo

Aritnética com os nimercs en ¢dres
Aritméticas Qualitativa : :
ilnterigl de Cuisenaiye - L8 1 §, Gatkesno.
Curgo de latemAtica -~ 22 etapa.



