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QunndQ astmos inveltignndo os numeros de 1 a 100 (os quais chamemos agoe
ra de. totulidades), usemos um numero absolutamente como um ponto inicial para
op¥agoes, tais comoradigfo, subtragao, multiplicacao e divisao.

Uma vez que as f'rnqoes sao oriadal. podemos também fazer todas esta opera
qoes com alguma frageo. Antes » poram. de (try our hand at them) manipula-las in
vestigaremos upa i‘nqm l.po_l outra, aprendendo sobre a estrutura e onracter{sg
cas especiais de cade uma,

Podemos fagzer isto de melhor modo com nossas MOLDURAS-FRAGOES (veja Pig .
56). £ uma colquo de moldurss retangulares com capas transparentes, todas do
mesmo ‘tamanho Q{ ggda uma represqiptanqi teiro. &]:&i ha:g/\ &giteﬁa“g&rﬁo regab:( \’?
a LAMINAS-FRA“ﬁES\f Com eada moldura vai uma colaqao de laminaa, tambon marcades;
por ex: a moldura para os meios tem 2 laminas cada uma marcada com T' engquene

1
to a moldura - setima tem 7 laminas cada uma marcada com -7-.

EXPERIMENTOS COM "MEIOS"
e

Como introdugae pers o estudo dos ® melos " o professor dars ac elunoum
pedago de cartoline do tawanho do inteiro e lhe pedird que o divida ao meio
com a tesoura, Ble e corters eo meio para obter 2 partes iguais, Entdo 1lhe
dara a mldura e lhe mostrara a lanine marcada com 1/2, que corresponde €Xfe
tamente as metades que 6le mesmo obteve pela divisao do cartao em 2 partes,

Entio o aluno insere a lamine - "inteiro" na moldurs dos meios e nota
que a linhs divisoria da capa trausparente divide o inteiro em 2 partes cada u_
me do tamanho de uma metade,

Daf o aluno descobre a seguinte igualdade:

i
+

0 mesmo caso pode ser expresso de outra maneiras
2 «1 ou 2 meios igual ao inteiro,
Neste ponto” o professor explica o que ° s{mbolo da fraqao nign&ﬂon.
Cada sfubolo tem 3 partes: a linha diviaorh entre os dois numeros para
indicar a divi.uo. 1 algarismo acima da linha e outro abaixo,
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0 professor explica a analogia entre a frat;;o. o numero de 2 algarismos
e a denominuq:o dos numeros,

Que diz o 30, podr exemplo?

fle mostra um verdadeiro nimero 3, indicando com quantas quentidades de
dez a eoloqgo opera. Igualmente mno numero denominado 4 metros, o 4 da o numero
de metros e & palavra "metro" denomina o temenho da medida ou colegao com a
qual &le opera., (deals)

Do mesmo modo o elgerismo acima da linha divisdoria de uma fraq:o enume-
ra o n? de pedagos com 0s quais nds estamos operando, enquanto o algarismo e~
baixo diz o tamenho,

Quando escrevemos "um meio" queremos significar 1 lamina - meio com ame
tade do tamenho de uma ﬁmina-in‘beiro. Quando dizemos 2 meios, Qqueremos sig-
nificar 2 laminss do tamanho de metade,

Podemos recordar o tamanho de umas fragao?

onilmente, porque a prépria fraq;o, indica o relae;:,o entre a parte e o
todo. Coloquemos uma das lamines sob a laminae inteiro, A razso entre a parte
pequena e o todo & 1:2, :

Repetimos: o meio & 1 das 2 partes nas quais o infeiro ou 1 esta dividi-
doe

Rty

EXPERIMENTOS COM TERGOS
Sme——— S

A moldure pare tergos tem uma oaf:a com duas linhes divisorias que cortam
o inteiro em 3 partes, Elas tem as marcas 1 e iR H& 5 laéminas que en-
chem esta moldur'a, cada ume com a insoriq;;?— 1 .5

0 aluno exka corta 1 tergo do inteiro d-a-“’:artounu para deseobrir porigy
mesmo como dividir o inteiro em 3 partes iguais, cada uma representando 1 ter
g0 do inteiro, fi-lhe dada a moldurn-fnm com 08 terqoasz esle inicia as expe
riéncias sem qualquer auxilio. Quando ele retira as lminus-tarqo- e insere a

lamina~-inteire nesta moldura, ele descobrira que os 3 tergos sao iguais ao in
teiro,.

1 1 1
=1

3+5+ 3

30.?

—-—-——.1

0 professor pode pedir & crianga puﬁs lhe mostrar 2 dos tergos; o alu-
no coloca 2 1minu-torqoa sobre a mesa, Quando pedir ao aluno para adicio -
nar outro térge registra o fato da edigao descoberto:

ou

Ou 2 tergos e 1 tergo sao 3 tergos ou 1 inteiro.

Parece que pédomoa somar tergos t8o facilmente como unidn.du ou deszenas
de metros,

0 professor pode apontar plt&ls&laminus-terqtu e pormtar que acontew-
ceria se Z delas fossem subtraides das 3,
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0 aluno nesse retira 2 laminas-tergos e descobre que 1 lamina-térgo es

ta restando:
3 W R

3 3 3
Assim podemos também subtrir tercos teo bem como as unidedes ou dezenas

ou metros, :
Agora o significado de fregso esta recordado,
Novamente o aluno dispoe 2 tergos sobre a mesa.
Como 8le registraria o que 8le tem? Pela escrita e o

”~ 3 -~
Assim o 2 aciwe da linha divisoria lhe diz gque 8le” tem 2 lamines e o

3 abaixo da linha 1lhe diz seu temanho - tergos,

Quando o professor pede ao aluno para seleclonar %_ » ©le procura 2
pedagos « 2 laminas-tergos, ,

Venha buscar _1_ s 8le pord 1 pedago ante voed - & lamina-meio,

De cada vez Sloztmr‘ tentos pedagos quantos o n® acima de linha divisé
ria enumerar, fste n®, entfo, & chamedo numorador de fragao, porgue Sle deno-
ta o n? de pedagos ou partes com as quais esta opersndo, (A palavra vem do Le
tim numerare, significando enumerar),

Guando a orianga 6 interrogade sdbre _2_ , ele procura lamines de um ta

manho determinado - as lﬁminu-torqos.
Quando _1_ & pedido, 6le traz o maior pedago, nés temos a lfnina-mo_i_

0. Em cade uasﬁ. o algarismo abaixo da linha denomina o tameanho do pedago,
Entretantc, €le & chamado denominador ( da palavra latina denominarg sig
nificendo denowinar),

i

EXPERIMENTOS COM QUARTOS AT pficiuos

A orianga egors estd pronte para fazer experiSusiss com todes as lémines
fracionarias para ter certeza que 8le agore distingue uma da outra - conhece
quais sso as fuqSea grandes e quais seo as requenas sem cer dosorientado Pém
lo tamanho do demominador. Nestas experiénciee &le use & cclegho completa de
molduras e as lamines equivalentes,

Inicialmente, todas as laminas sso retirades dee meclduras e empilhades
num monte com as molduras alinhadas no outre ledo da mesa. A crianga epanha L
ma laémina, 18 o "nome" (-%-,-é— ou seja quel for) e a coloea atrae, dentro
da moldura correspondente, '

Lamina llpaa lamina o colocadsa ntr‘a, dentro de sua respestiva moldura,
até & pilha de laminas ter desaparecido,

Apos esta experisncia, a tarefs pode ser mudada.,

Desta vez @le escolhe uma des molduras cheias e tom de selecionar e ine
serir a lamina apropriada da pilha, |

Para a moldura dos decimos ole precisa da lamina do tamanho ._1_:_3 para
& moldura dos meios, uma ldmina do temanho ...%__ e assim por diante 0 Déste
mode o tamanho relativo as fragoes se torna familiar para as crisngas,

»
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Elas ndo procurarao ume limina grande quando les querem "I!G' , OuU uma

l8mina pequena quando 8les precisam de _1_, & maior de todas as fragoes.

Assim 8les eprendem pela upcrﬁmiu pratica que um denominedor grande
designa um tamanho pequene,

Como ume experisncia finel, a erianga coloce as ldminas, uma abaixo da
outra, de acordo com o tamenho; a tarefa eonsiste em selecionar as denomina -
goes desde meios descendo até décimos, Se algume oriance comege esta experien
cia ainde pensando que a lamina com 6 abeixo da linhe diviseria deve ser mee
nor do que uma com 8, em breve verifica que o oposto & o verdadeiro: os sexe
tos séo maiores do que os oitavos,

SOMANDO E SUBTRAINDO

FRAGOES HOMOGENEAS

0 aluno agora escolhe alguma moldura e experimenta com ela, Tomando 4
léminas-quartos e comparando-as com o inteiro, ele acha:

1 1 T e
bt St e e

ou

Entre outras palavras 4 quartos formsm 1 inteiro.
Ao colocar juntes 1 lamine e 2 outres, o aluno descobres

e #-2.=_58_ (1 quarto e 2 quartos sée 5 quartos)

4
E tomando 3 laminas das 4 lmi.nus. o aluno descobre que 1 l@mina esta 80
brandos

4 .85 — 1 (4 quartos menos 3 quartos sobra 1
S 4 4 quarto)
Assim o conputo com fragoes Homogeneas, isto e, fraqoea do mesmo tamanho
- nao € difieil. Ao Ao aluno sao dados alguns,em soma e subtragao, escrito em ou-
tra forme;

AN cal
o e

De cada vez, o aluno confere seu trabalho com as laminas fnqc';u. Coloe-
cando juntas 1 lamina-térgo com meis 2, 8le acha 5 tergos ou 1 inteiro, Pela
retirade agora de 2 quartos de 5 quartos, 8le acha 1 lémina-quarto restante,

Pela adigao de 1 meio a outro meio ele chega eaos 2 meios ou 1 inteiro,
No ultimo exemplo 8le remove 1 lming-qunrto e nada sobra,

Os exemplos acima, todos distribuidos com f‘raqaea homogonou ou para U=
sar o novo tormo. traqou com o mesmo denominador, Que fes agora o aluno quan
do somou estas frnqoae homogmeu? £le somou o n2 de pedagos - noutras palae
vras, 0s numeradores,

y N
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Assim chegamos ao princfpic estrutural « a regra que contém a verdade em

todos os casos de adigio de fragao homogéneas. ;
, Para somar fragges homogéneas, somsm-se os numeradores das fragoes
e escreve-se a soma sobre o denominador comum,

Exemplos 1 - 2 _. Soma dos numeradores
"% T T = TDenominader comum
32 4 B —r :
4 W

Que féz o aluno quando subtraiu as fragoes homogéneas? -

Quando &le tirou 2 laminas-quartos das 3 léminas-quartos obteve 1 lamie
na-quarto restente, Novamente 8le trabalhou somente com o n$ de léminas ~ ou
com o8 numeradores das fmqgn.

N Para subtrair fragoes hoxgg;hun. subtraem-se 0s numeradores e se

escreve a diferega sobre o denominador comum,

Exemplo: $___1 _ Diferenga dos numeradores
¢ R Denominador comum
S -1 2

4 4

MULTIPLICANDO UMA FRAGRO POR UM N® INTEIRO

()\,(,Q(“':ﬁ '-J\.A/ oA ! ASONNALAA f‘;;
0 aluno \uoha em seu "forcgoing:) que 3 dos quartos, por exemplo, somam 3.

Podemos chegar a Sste total por adigao (tomando 2., 1 4 1) ow porn 4
multiplicagao, tomando 1 lamina-tergo 3 vezes " . * (3x "T' Yo
Assim podemos facilmente descobrir como multiplicamos uma fraqao por um
n® inteiro., Deixemos o aluno colocar 3 vezes 2 1m:lnu-qu1nton sobre a nesa;8le
achard que resultam 6 1minu-quint0l. Agora deixe-o achar o total de 4 vezes
2 . Desta vez 8le tera 4 filas, contendo cada uma 2 1m3.nas-terqon. ou 8 lu
s-tergos, fle escreve embaixo © que encontrous

- R o il % ol
A 58 Rpede M3 8
Assim nds dosoobrinos que gltipliroqndo uma fregao por um n® inteire sig

nifica multiplicar o numero de partes com ag quais estamos operando, Isto nos
da a regras 3

y Para multiplicar uma fragao per um inteiro, digo, n2 inteiro, mal

'bigliu—u 0 numerador da fragao pelo ns ne inteiro e coloca=se o produte sobre

© denominador,

Exemplos 2 X ._;;....__.. ne inteiro vézes numerador
denominador




0 principal objetivo destas emperﬁnciu & desenvolver a oomreens:o clara de
que multiplicar uma fragao significea multiplicar o nimero de pedagos, conse=
qllentemente, multiplicamos o numeredor, Isto cedo se torna o mais natural pro-
cedimento ¢ qual pode facilmente ser reconstruido; os alunos que simplesmente
memorizem & regra sem tal pareopq:.o do signirieudo estrutural, estao certos de
se perderem, Se o aluno acha 30 X =5- ._.5, nos lhe deixamos o resultado
30 » enquanto os 30 pedagos estao visiveis para éle, Somente dcpois que o no
vg processo estiver realmente ensinado H que devemos pedirelhe para preparar

o resultado - mudar a fragao impropria _S50_ para o numero inteiro 6,
S5

FRAGOES PROPRIAS E IMPROPRIAS

_E nluERos MISTOS

Aqui o aluno pode experimentar com laminasequintos, usendo duas moldu~
ras ¢ 10 léminas-quintos, Ble dispoe 7 , 9 e 6 sucessivamente sobre a

. ~ ~ 5 5 -~
mesa, Em vez de usar todas as 7 laminas-quintos, ele pode substituir 1 intei-

ro por %6 ou cobrir as primeiras 5 laminu‘—quintou com 1 lamina-inteiro,

Nos tres exemplos éle acha:

s
‘¥
14— a1

5 B

Escrevemos as fragoes 7 , 9 © 6 e o aluno de infecio construiu com

5 S5 5

éles 7, 9¢ 6 laminas-quintos, Porém ole ja descobriu que cada uma dessas fra-
goes & maior do que o imteiro, .

Chemamos 7 uma frageo impropria e ;&% 1 2 um numero misto,

0 aluno 1350 n® misto que achout b

"Um e dois-quintos, um e quatro-quintos, um e umequinto”,
Y . B w8
5 5 5
mada assim tnnb‘n, porque & igual a 1 inteiro e nao é fro,q;o pn;pria, a qual
por definigao & uma parte de um inteiro, Noa exemplos mcima —=- * £ 9 _1 .o
fragdes proprias, porque elas sao menores do que 1 inteire. ° , a

Por significacao das ldminas, o aluno pode facilmente determinar com queis
le esta operando . fle tem somente de tomar o inteiro e medir : _3 & menordo

que o inteiro, 7

5
os algarismos, descobriremos ume simples relagao numérica,

2
4 4

e L
a =

Se

sao chamadas fragoes improprias, —— deve ser cha
: a

L
@ mais do que 1 inteiro, Se nos olharmos das lfninu para
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Fru;;o- cujo numerador & menor que o denominador, s8o rrtqso- prapriu.

(Temos menos que o nimero de pedagos que perfazem o inteiro, como 3 quintos

fora dos 5 quintos),

Fragoes cujo numerador 8 tao grande ou maior do que o denominador  seao

rnq'&n impﬂ'vpriu. (Temos todos ou maisq que todos os pedagos que perfazem o

inteiro, como 5 quintos ou 7 quintos ).

Um numero misto & um numero composto de um numero inteiro e uma fragao,

Uma fraqzo iqwr;prh pode ser mudada em um nimero misto e vice-versa.
Se tivermos uma grande quantidade de laminasequintos - vamos dizer, 29

5
- quel & & mameira msis répida de compreender quantos inteiros e quintos les

representam?

Un modo & medir com & lamina-inteire - isto &, egrupar cads 5 quintos Jun
tos. (Ocultando) Cobrindo cada 5 laminas-fragoes com uma lamina-inteire, che«
gamos aos 5 inteiros e 4 laminas-quintos restantes, Descobrimos outre meio
quando trabalhemos com dinheiro.

A fragfo quando eserite em s{mbolos ( -5—- ) contém a indicagho para chee
gar a solugao: & linha entre o numerador e o denominador chamadae linhe divie
soria,

Ehtretl:nto, para transformsr a fragao impropria --5- em inteiros e fra-
qoel. nos simplesmente tramsportamos atraves da divisao indicada: 29 : 5 e B
e um resto de 4, Bste resto deve ser dividido por 5 também, assim obtemos o re

sultado: 5 -:—- « Olhando para os algarismos descobrimos a regra que 6 dada no
lifro.toxto € que parece claro e simples para nossas criangas:

Para transformer uma fragio impropria em um nimero misto (ou um n2 2 intei
ro )» dividimos o numerador pelo denominader, O resto da divisso o para ser
expresso por ums fruq:.o com o mesmo denominador,

0 aluno ndo schara dificuldade na mudsnga de
ra um inteiro ou um n2 misto,

20 o 11 - 7 pa

4 3 2

Se ele quiser trabalhar com os ms.tnriaic, elo, naturalmente, precinu
de mais laninas-quartoo. hmina.a-terqos e laminas-meios que a moldurs oontcn,
delde que a fragio impropria consiste em meis de 1 inteiro, ‘

Agora vimos para um degrau que @ o reverso do procedimento, Quande o
aluno estava estudando numeros denominados 8le nfo s6 mudou (dinheiro) niquel
em centavos como centavos em niquel, A mesma operagéo & usada mudando inteiros
em fragoes as quais, }bvhmento, serao i‘raqoel improprin.



-8 =8

Se o aluno £or interrogado sobre guantos quintos ha em 3 inteiros (na
forma usual: 3 = -g-—) éle coloca 3 laminaseinteiros, lado a lado, e mede

quentos quintos les contém,
Cada um & igual a 5 quintos, assim 3 inteiros igual a 3x5 ou 15 quintos;

i inteiros *

= ? quintos
3 inteiros = (3 x 5 ) quintos
§ o i

5
Se agora lhe Por dado o exemplo 4 ._.-;— , ou 4 inteiros igual a quantos

tergos? Ble tem somente de pensar: 1 inteiro igual a 3 tergos, assim 4 inteie
ros igual 2 4 x 3 ou 12 tergos. Noutros termos, €le escreve o exemplo como se
8le estivesse operando com nimeros denominados em vesz de frnqaca, Entao le sa
be como proceder, :

Ha um procedimento aritmético também que conduz a r‘yidus e fieis solu-

q'o'u. 1 inteiro o igual a : ou . ou L4 s asgim 5 inteiros, por exem -

c 4
plo, igual a (Gmesssxxam) 5 x —g—-- ou 5 x %—- ou 5 x --%-— « Se quisermos mu
dear inteiros em fragsos com o dentminedor 3, multiplicamos por{-—-%— + Se qui

sermos uma frn.q:o com o denominador 4, multiplicamos por —3—- » 8ssim:

3 : o o A
4 S W ERE G e
= sm 3 s
s,i_ GXTB ) v
8 8

» Para trensformar um inteiro em uma fragao com um denominsdor dado "n",

multiplica~.se o n2 inteiro por n,
n

Visto que este procedimento é facilmente roeonstru{do. a mgn conumene
te dada e estruturalmente iﬁoquadn. ( /Wh%

» Embore a regra trabalhe parn a resposta oorreta.e cege para a solugao re
el: "Para transformar um nimero inteiro em uma f‘nqqo com denominador dado, mul
tiplica-se o n® inteiro pelo denominador. 0 resultedo & o movo denominador”,

Se o aluno perguntar gor que a regra trabalha - . nao ha resposta, Se aspa
lavras sso esquecidas, nao ha orientagao pela qual a solugao possa ser reconse
trufda,

Como transformar um numero misto em frn.q:.o .’uq:rﬁpria?

Deixemos que o0 aluno experimente descobrir a oponq:a por si mesmo,

0 aluno pode, naturalmente, obter a resposta com as laminas, mas pode
também tao faoilmente pensé-lo atraves de:

4 inteires sao 20 quintos e mais 2 quintos sso 22 quintos,

iBle escreve 4...3... 22

Nossa regra aritmética 6 outra répido e seguro guia para s representagao:



~

- e

- “ -20 2
4-—2—--—_%;— (4:2;4-2..5.'.5
5 5 5
22
g3

\, Para transformar um numero misto em fmqao hpropril. transforma-se o nu
mero :\.nteiro em uma fmqto Com O mesmo denoninador ¢ adiciona-se a rrcqao ori=

ginal,
~ »
Depois que este sensivel procedimento tiver sido empregado um grande nue

- mero de veses, nao hi prejuizo em conduzir o aluno & abreviagio na ropresenta-

¢80, t8o desastradamente expressa pela habil receita: "Para trensformar wm nd
mero misto em uma fragao 1qar$prh, multiplica-se o numero inteire pelo denomi
nador, adiciona-se o mumerador da fragao e coloca-se o resultado sobre o deno-
minador”, Se o inteiro & visualizado com 5 quintos ou . » & mudanga de um zm
mero inteirc ou mimeros mistos em fregoes upropr:las sera sempre feita com com
pleta oomreenuo.

pIvisio com FragBms

Quando somamos ou subtrafmos fragoes homogoneas ou multiplicamos uma fra
qao por um .'mtoiro, somamos, subteaimos ou multiplicamos o "numerode podaqos s
de cada vez - isto &, trabalhamos com o numerador da frlql.o. sétimos mais 3
setimos; 6 sétimos menos 2 :otimos, 5 vezes 4 setimos seo tratados exatamente
do mesmo como ( 24+ 3) (6-2) ou (5x4) ou alguma cousa, nq:aouvg_
retas ou dezenas,

A caracter{stica especial da rrn.qto torna-se aparente, entretento, se di
vidimos com fragoes. Vamos usar materiel de fragoes, nas seguintes e:r.perianci
as .

0 professor toma a lémina-inteiro e a bisecciona, isto 6, dividea em
dois, com um lipis ou com régua,

0 aluno registras 1:2 g s . Intéo & professora escolhe uma das laminas
-meias, divide-a em dois e pede 8o aluno para achsr & LKHIRA-FRAQKO que § {gual

a metade da 1:m1na-m10. 0 aluno ve que 1 la.nin&-qmrto e a metade do tmnho
da (lamin&-meio) lamina -—;‘- e escreve:

L]

Igualmente ola acha que a lamina.terqo, dividida por dois (2) e igual a
luinu-sexto, e assim por diante,

Podemos conferir o caso da divisao pelo caso da mltiplieum correspon -
dente : 2 laminas-meios igual a 1 intairo.

2 lminas-quartos igual a 1 lamina-meio

2 laminas-sextos igual & 1 ﬁmino.-tSrqo.

Assim, incidentalmente, achamos algumas novas relagoes com as quais sera es
tudado num novo degraus



& 3
2 =4 2 = 1 Lonl., et
2 4 2 6
- 132:_}_
= ) 3‘
X .3 1
22 = ts-—¢
31-.&-‘..:'_-1-
4 2
1 4 1
3 2 g e
= -3 i
e 3
R

Agora o aluno divide cada fragao por 3 e prova o resultado pela multipli
cagao. Quando a laminaeinteiro & dividida por 3, o resultado & —;—- 3 3 lami-
nas-tergos formem um inteiro, Quando a léminsemeio & dividida em 3 partes i-

guais, o resultado & uma lamine do tamanho de —%»’:Slﬁninaadotmhodoé_
agora igual a laminaemeio,

Assim ©le chega sos seguintes fatos:

1:8=_L sx_l.:—g-il

S 3

s wRh sn-den.b .2

2 6 8 6 2

i ;8: 1 3 x 1 : 3 = 1

4 12 "

Qual & a significaglo estrutural dSstes fatos da divisto?

Que acontece quando ole divide uma metade em 2 partes ( iy 2 = i )} |
2 4

0 inteiro, por éste ato & agora cortado em quatro partes, Assim, dividir por
2 significa duplicar o numero de partes do inteiro, transformar os meios onqutr

Xos. Que acontece se o aluno divide uma fragao por 3? £le acha e : 8 % --]i-
2 6

Divisao do meio em 3 partes qQquivale a divisao do inteiro em 8 partes; ha
3 vezes quantas partes houver no inteiro.Em vez de —-%‘-— que significa 1 de 2

partes, chegamos a X a 1 de 6 partes, Dividindo uma fraqao por 2 ou 3, mie
6

damos seu tamenho, sua denominacao, Agora estamos prontos para formular o pr:ln»
o{pio estrutural - a regra para divisao de fnqoosa

) Bara dividir uma fragao por um nimero inteiro, multinlica=se o demomina -
Divida tergos por 3 e vocé obtera nonos, Divida quintos por 2 e voce obte
ra décimos, A crianga pode ainda trabalhar com os materiais, mas ela pode usa -

los para verificagao somente,

°



Se ele encontra os exemplos no papel, ele sabe o que significem e como

sao resolvidos.

Fragfo pe Fraglo

Uma vez que as fragoes sao criades, todas as operagoes feitas com intei
ros sao experimentadas no novo dominio também, Sebemos como &char —%— de al
guma totalidade: dividimo~la por 4 e olhamos para uma das 4 partes resultan -

tes da divisao.

Vamos tomar uma fracgiio de fragao, por exemplo, —— de —— .
& 2

Isto significa diviseo de R por 4 ( o que fazemos pele multiplicagao
2
do denominader por 4):

Sote B Kt ik
4 2 2 8
Se_%‘ de um nimero & --3-—-, --:- deve ser 3 vezes as much:
-i.dg —L:Sx—l—.—i—-
4 G 8 8
&tommsmruq:o, oom-}-detmnﬁnaro, tommsomsmero-—l-v;us.
4 4 .
1dol=1_08d01=5§1=_3
4 2 8 . 2 4 2 8

Assim descobrimos como fragoes sao multiplicadas por uma outra.
Que fizemos? Dividimos por 4 - isto 8, nds multiplicemos o demominedorpor
4 o obtemos oitavos; entso multiplicamos por 3 - isto &, multiplicamos o mumera

dor por 3 e obtemos " 5 o Bm vez de dois movimentos, podemos representar num
8 o
atos :

<

43&1:511: 3
4 & - 4 x 2 8

0 aluno pode verificar o resultado com as laminas:
f1e troca a laminawmeio por 4 léineseoitavos,
Se nao tomermos o "meio" completo, mas somente --2-— do mesmo, teremos 3

das 13minas-oitavos, Do mesmo modo, podemos achar _2_ de 1 ou 2 véges

3 2 8

i

~'
a0

9



2 1 -2x1=2

3 2 Sx2 8
1 tergo de 1 meio & 1 sexto e 2 tergos sao 2 sextos.
Se examinargos os mimeros concluimos que uma regra muite simples governa a mul
tiplicagac de uma fragao por outras

Duas fragees sio multiplicadas, multiplicendo um mmersdor pelo outro nu
merador e um denominador pelo outro denominador,

0s professores, naturalmente, gritarao contra ncsso fim um exemplo com 2;
para de infeio 8le treinsrem a crianga na mudanga de fragoes para seus mais
baixos t8rmos. Mas n3o queremos que o fagam mecanicamente. Bn nosso método abae
camos ¢ problema pela dmu‘traq;o do significado de tal procedimento com nossos
esquensas concretos,

FRACOES BQUIVALENTES

0 alvo dSste degrau & mostrar o significado estrutural da mudanga de fra-
goes para mais alto e mais baixos tormos,

Como um requisito, o aluno deve estudar f‘mqoes equivalentes « isto o.h
goes do mesmo velor - pela signiﬂco.qno des experimcias com ogmateriais,

As molduras - fragoes sao colocadas ums ebaixo da outrs e o aluno enche a
metade da moldura com laminas onde for possfvel,

u-m&um:‘l;z.’:*:s

2 4 6 8 10

Agore &le enche um térgo de tantas molduras quente Sle puder, O professor
lhe mostra a mira de achar quais ha: elatem spenas que por uma ngua sobre a
linha marcada --3- na lmin»terqaa @ acha onde ela coincide com linhas nas oue
tras molduras,

£ie deseobres 2

1 = R, = 4 |
i plate b s s all
Bste experimento mostra uma relagao rezoével, Vemos tomar uma totalidade
(integer) - por exemplo, 6. Quando o multiplicamos por 5 obtemos 30, e quando

dividimos 30 novamente por 5, chegamos ao ponto inicml. 6. Igualmente, dividi

1
mos -5~ por 2e obtems T" e entao multiplicamos --r-por Z2 e chegamos a

2
—Z-.Afnmﬁnal.—z-,mmmmommulerqu— Gmn@mn

temente chamamos T e -%- fragoes equivalents,

Se dividimos ume fragao por 2, ml‘hiplioms © denonminador por 2, Se ml
tiplicemos uma fuqso por 2, mltipu.cros o numerador por 2,
0 que fizemos secime em dois movimentos pode ser dadc em uma simples opera

g8os
2.2
. ‘T’
Das duas fragoes equivalentes —i. o i 2 i uostra o maior numero e

- 2 -
estd por isso em miuﬁltos termos; 1 nao esPd somente em "termos maid:bai
xos" (desde que os nimeros 1 ¢ 2 2sfo menores), mas nds "mais baixos tor§s",
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Estruturalmente, chegamos a "parte maior" com a qual podemos representar
o valor de 1 . Se vamos para os teérmos maiores, obtemos 2 quartos ou 3 sex-
Ny

%os ou 4 oitaves - isto S, ebtmsmiuomisputeadomeremrmm.
Podemos agord formular e regra de acordo com a qual ma, mdamos fragoes
para térmos mais altos:
Para muder ume fragao pera tormos mais altos, miltiplicemese ambos o nume
ndoroodmmmrpahmmm Eéb'doquon:omxdmaovalordnm
gao por tal operagao, 0 que agora fazemos € mlti.pucar de cada vez por 1 desde

que --s-ou-i- m:lguaisal. Subemosqmummmmmltiphoadoporlmo é

3 4
midado, assim isto da sentido ao fato de cheparmos & fragoes equivalentes se

mltiplicarmos numerador e denominedor pelo mesmo nimero,

fste conceito & usado quendo queremos mudar uma fragao em outra com deno-
minedor dedo, Quentos oitavos sao 5 quartos?

fle escreve abaixo dos nimeros,

Desde que ela jﬁ sabe ela deve multiplicar o denominador 4 por 2 ai fim de
chegar a 8, ela vé que deve também multiplicar o numerador 3 pelo mesmo nimero:

- A -
Ty
3 2 6

Assim Sle acha que 3 quartos & ignal e 6 oitavos.

Nao ha dificuldade em tais tarefas.

Em brave ela aem cepaz de fager o degrau intermediario mentalmente, :
Lendo --9- !T' s ela domina a rahqo.o entre 8 e 24, e, diretmta.inl

tiplicendo 7 também por 3, chega até a resposta :i .

Vamos agora para a terefa oposta: transformar uma fragao para mais baixos
t8rmos e pare os mais baixos térmos,

Se o professor coloce 3 laminas-sextos sobre a mesa pergunta ao aluno que
outre lamina caberia (exatamente) dentro e &le npidmte o:colhcm a lénina -
meio e inserira 3 hnima-uztos, chegando a0 resultados T -5- K

0 aluno & convidado a olhar pare todes as fragoes possiveis com 6 como dee

noninador:

1 2 3 4 B
ol gl Jete ol sl

Qual pode 8le mudar por pedagos maiores? Naturalmente as 2 Tininat-cextos
poden ser substituides por 1 lomina~t8¥go, Tres l8minas-sextos podem ser substi
tuidas por (ume) 1 l8mina-meio, como 8le ja achou, E 4 laminas-sextos igual a
2 l@minas-tergoss £le nfo pode fazer nade com 5 liminas-sextos. fle ngo pode kxm
trensformi-los em t8rmoe mais baixos; eles je estao nos térmos mais baixos, Que
feigao caracter{stica possuen as outras 3 fragoes que as fagem mitaveis para tor
mos mals baixos em contraste com -g—- ? Entre seus numeradores e danomia&daou: e
xiste uma relagao: 3 sextos sao metade do inteiro, 2 sextos sao wm terqo e 4 sex

{
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tos seo naturalmente 2 veses um térgo, Ha um fator comm (alémde 1 ) em 3 o
6 - isto &, cada um (tormo) tem um fator comm com o outro (t8rmo). Entre & e
6, entretanto, nao ha relagao, nso hé fator comum,

As fragoes 1 1 e 2 estio nos tormos mais baixos, porque o numers-
2 o ”~ L d s Ld
dor e o denominador nao tém outro fator em comm (além de 1). Assiw, também, sso

—g—’-—g-°%g'%ﬁfmqﬁadammtmnhomqmoluyoumurtrm_s_
formedas. Por outro lado, uma fragao como -§— nao esta nos mais baixos termos.
P

Nossns oriangas cedo conhocerao nossos materieis fraciondrios tio bem que elas
imediatamente inserem as 4 laminas-oitevos na moldura - meio e quasi instanténea
mente registra suas descobertas como —g— =--%j— « Se o aluno deixa de lado 0 ma-
terial e estuda _%s_ sobre o papel, Sle observa que neste exemplo, ambos, 0 nue
merador e o denominador contém 4. 0 4 & um fator comm. Ble pode agore tornsr a
escrever a fragao como %E:i%&’g 1

Os -—2—-— 880 olimina@oc. porgue é igual a 1 o, entretanto, deixa o valorda
fragio (nfo mudada) intdta. |

Tal eliminagdo de fatdres comms & chamada cancelamento.,

Se os nimeros sdbre e sob a linha da fragio contiverem ambos um 9, por ex

emplo, nos podemos cancelar & fragao por 9, desde que oste ato sdigo, desde que
por 8ste ato nds simplesmente eliminsmos 3> sem mdanga do valor da fragae.
Quando terminamos com uma fragao ne qual ¥k nso hi fator comm, teremos mudado s
fragéio para seus mais baixos térmos,
— Pars snudar uma 80 para seus t8rmos mais baixos térmos, divida ambos, o
‘numerador e o demominador pelo mosm mimero, Quando o mumerador e o denomimador
dune frageo neo podem embos ser divididos exatamente por um outro nimero, exce-
to 1, a fragac esté em seus mais baixos térmos,

Esta rogra tem sentido para nossos alunos, porque Sles trabalhapam fora do
processo desorito, Desde que &les compreendam o significado do prinefpio, éles po
dem eplicar a regra em vez de usar os materiais para resolver algum exemplo:

- =i
8 - 3
E . Sl 53

Ambos os mimeros contém 2, assim cada um & dividido por 2,

No infcio, particularmente, as crianges gostam de verificer seus resultedos
com nossos materiais,

Pela inversao de 6 laminas-ddcimos na moldura-quintos, 6les vém que a solu-
gao estd correte e, desde que nfo hi partes de tamanho major dentro da qual Sles
possam mudar os quintos, 6les sabem que -g- 8 agora a fragho nos
baixos,

Nesta parte o aluno adquiriu uma compreensao da faéilidsde com que algumas
fragoes podem ser mudadas em outras com um denominador dado,

A : =

~
/. ¥ € {
/ |

seus térmos mais

D 4
X

/
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No pmimo dogm éle dopmra cop & necessidade do uso destea recursos em no

vas aptraqou- _

SﬂﬂA!BOESUBT AINDO

D - G — = .-nt--.-—

FRAGOES mmmc-ﬁnms

A finalidade doste pmxim dmgrm n mm:- Boma @ auhtmqao de fnqou

h.tomgonou, isto &, fruqoe: com dnnomimdores (demomivedores) diferentes .
0 prof'euer elcrwé no quadro alguns amles, tais comos A + 3 o A =1
2 : & 8

£ excitante ver manl erimqaa r‘emlnr a-ta exenplo,

; Alguns ensaiam 8 mldun-mdo, pri.miumte, e inserem as 3 lminu (a
. lamine-meio, & lmina-qnarﬁo e e lmhmwittvc).

Mas nso hé meres que indiquo ¢ resultado, assin a mldurmic estd ere
reda. A séguir 8les podem azperﬁ.nmw a mldum-»quam. © novamente Sles po=
dem achar o 'remrltado.;.'.li‘iﬂﬂme?nm les cqloém todes as 5 laminas don#ro - da

moldura - oitaves e agora 8les véem claramente que as ‘M@Sﬂv somam -%- .

('F ig, 56)

o

Gom pode a ulunw uhcgnr a0 mm remltado sem a mldum? Que. i‘u a
ml&uﬁ‘p&n obter -2 ramludﬂ M "T fei mlwadn dentro dela o n,lmrin
que alomqou & mm --é-. Qumdo somou —-z-» fiearm xuh 2 oito.vu que forma
ram um total T + Quendo & f1tina 1cma.na = —é- foi inserida, ela teve i

juntos, Ino aignifim que 8le agora nonou oita'mn. Ilto poﬁn ser ros.te sobre o
plp.l tambom. Neo podemos somer meios, quartos e oitavos diretamesnto‘ assin co-
mo neo podemos semar mages, laranjas e banenas, ate que nés as agrupemos sob a
mesma denominagao "fruta",

Iguelmente temos de mudar fragoes diferentes (heterogéneas) para fquoes
equivalentes que tenhem o mesmo denominador. Se nao usarmos as lnminu. mas ao
mente olhamc pers os mmron. como podma mhnr um damminndor conveniente?
Mudenos uma rram pah mltiplioaqgo. Mtre os nitmeros 2, 4e 8 mm o8 aqmo
contém 2 o 4 cono fatbres o assim seria uchade ° ‘denominador comum:

1 4 4
W EPeki i g
R APR
oM G
1
e g
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0 trabalho no pajel novamente corresponde ao atual trabalho das criane
gas com os materiais, ;

Como somsmos quintos e décimos? Desde que 10 contém 5 como fator = oup
como eés‘hamoa dizer, € um multiple de 5 « mudamos os gquintos para décimos e
SOMAmO s dﬁcﬁmm

Subtrair fragoes diferentes (heterogéness) nso & mais dificil do que so
ma-las, Os primeiros exemplos seriem taiz que o alunc possa executa~los com o

naterial., Como wm infeio o seguinte exemplo pode ser dsdo: o R -1

8 5

Desta vez o aluno coloce 7 laminase-nonos em uma fils
Pepa 2 léminas-tergos que estio para ser subtraides e cobfe 6 das 1ami-
nes -nomnos com eles, Quando 8le subtrai estes retirandoeas pera um lado, 50 =
mente 1 lamine-nono resta.
Eis como o alunc trabalha com os numeros:
Y ¥ T
T
2 Z o
R rails

1
a5 44
Desde que 9 & um miltiplo de 3, podemos Phcilmente transformar tergos em
nonos e nossa tarefa & simplesmeanto subtrsir nonos.
Tudo que resta para aprender sobre soma e subtragso de fragoes & trans-
pote e empréstimo, Como de costume, quando & nova feigao o introduzida, o pro-

fessor apresentera um exemplo que possa ser resolvido com nodso mateial de fra
goens

P

i g
Depois de ter mudsdo o "meio”™ para o denominedor comum 8; o5 alunos re -
solven o exemplo nestas palavrass
& -
--—-8-—— & o sao T ou l '"é"' + Colocemos abaixo a fragac —%‘-—- no lugar

das fragoes e transportarmos 1 inteiro para 05 inteiros. 5 mais 2 mais ¥ i
gual a 6"
Depois déste trabalho com as lémines, o alunc acha o procedimento sobre

o papel t&o clarc que pareme desnecessirio diger ume outra palavra sobre o
transporte,



E o empréstimo é bastante claro para 8le.
Suponhamos queoo professor escreva o seguinte exemplo :

1 ¥ oo
e R iy
Selecionando o materialfragio o sluno sabera de antemao que -§- 3:1:2,_
or que -%- + Ele nunca podera tirar 4 sextos (o equivglente s-—%—) de 1 sex

to. obviamente, Sle tera de transformer 1 dos inteiros em & sextos, Isto 1hke
dara 7 sextos dos quais —-§-— ou -%-— deverao ser facilmente subtraidos, (@ed,
xando) restando -g— ou —%— « E em vez de 5 inteiros, somente restem 4 dos

quais Sle retira 2 inteiros. Assim o resto & 2—-]-‘2-- . Scbre o papel, ole proce
de do mesmo modo:
sjasip
-2 —-g- =2 -}.

o 1
T

Com isto Sle dominou todos os prinefpios de adigao e subtragao de fragoes

diferentes (heterogéneas).
Parece uma lﬂntm, entretante, limitar o campo de exemplos para casos on

de o denominador comum & mais ou menos dado como na pratica comum, atualmente,

Por que privar o aluno da exeitante cagada do denominador comum nas mais axrj_
ceis situagoes? Se estamos somando quintos e aét.{ms, quartos e sextos, como
transformamos estes fragoes heterogdneas em fragoes homogémeas? :

£ clare que estamos proeurando um numero que contenha 5 e 7 no 1-‘-‘cuo,
4 e 6 no segundo, Qual Sem'altiplouhmdosov, ou 4 ¢ 67 Como o achamos?
Na Aritmetica Estrutural o conceito de nhtiplo comum o medide comum tem sie

; do_ desenvolvida gquando a crisnga estudou divisfo com & "Pista de Mmeros”

(Ver ficha n& )

89 Procurarmos um demominador comum entre muitos m'nmrou, Procuramos o

>
°ROF mmerc que comtenha todos, Vemos voltar & estudar estas relagoes no do-
minio des totalidades ag quais pertencem,

‘au



