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MAQUINAS

Entre as nogdes ag mais importantes estudadag neste nivel (C,E,2) y encontra=
mos 0 que temos chamado de "magquinas ". Este nogdo & importante sob varies pontos de

vistas

=1 - PONTO DE VISTA MATEMATICO
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12 Ela corresponde a nogio matematica de func®o: um conjunto de partide e um con_
Jun-bo de chegada sdo dados: a todo elemento do conjunto de partide uma maquina faz core
regponder, no maximo, um elemento do conjunto de chegada,
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turais (al compreendido o zero), como maquina a maquina _= 3 o

Exemploss

{ Tomemos como conjuntos de partida e de chegada, o conjunto de nimeros inteiros na-
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Cada elemento do conjunto de partida tem no maximo uma imagem no conjunto de ches
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ga.‘da, os numerosg 0, 1, 2 nao tem imagem; Og numeros suUperiores ou iguais a 3 tem exata

. mente uma imggem, Se designamos por N o conjunto dos inteiros naturaig N « O’ 1y 2 ‘lf’
¢ 2 o conjunto de ¢ definicdo de mossa fungdo, Tomemos o5 mesmos conjuntos para. partida 2
" o thegada, como maquina # + 5: todo elemento do conjunto de partida tem exatamente

uma imagem no conjunto de chegada,

Partida OFLF2E 354150670689 40 130112
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Chegada e o

0 conjunto de definigdo desta nova fungio se identifica ao conjunto de partida g
diz-ge que esta fungdo é uma aplicagdo,
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£ bem evidente que esta linguagem especializada (conjunto de partida, conjunto
de chegada, imagem, fung®o, aplicagBo ) nfio tem seu lugar na escola priméria, mas se
nds quizermos que estas palavras terham uma significagdo quando forem introduzidas o
secu:ndério & necessario que atividades tenham gido feitas previamente a fim de que eg

tag palavras designem, efetivamente, conceitos adquiridos,
28 Un dos ramps importantes da matematica se relaciona com & composigo de fun
¢Ses ( aqui no nivel que mos interessa seré apresentada como a de cadeias de maquinag),
Retomemos os exemplos precedentes e cologuemos em cadeia ag duas méziu:‘na.s
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Todo elements do N que tem uma imagem em N a um tempo por _ = 3 > © + 35 -

tem uma imagem em N pela cadeia -l’ -+ 5 > No esquema precedente a relagdo ' -
do conjunto de partida para o conjunto de chegada & indicada por flechas pontilhadag,

Se tomamos como conjunto de partida o conjunto de definigdo da fumgdo _ =3 >
a relagfo representada pelas flechas em pontilhado,

; )
Para tods elemento de N 5:'0, 1, 2 Yexiste exatamente 1 imagem em N para a

cadeia -3 "'5}

[ 4
Bsta cadeis & euivalente & miquina —t2 5

Igto significa que qualquer que seja o elemento X de N - (041, 2) e tems
o esquena seguinte
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E este tipo de esquema que Se vai encontrar no nivel do C.E.2.
BEle nio estd no nivel das possibilidades de uma crianga de 8 anos ex-
plicita como vimos de fazer o conjunto de definigao sobre o qual os
equivalentes tém um sentidof isto poderéxentretanto, Se traduzir em
uma linguagem muito mais pragmética por alguma coisa como " se as cadej
as n2o se quebram, se ponho o mesmo mimero na entrada, encontro o mes-
mo mimero na saida!.

Sobre os conjuntos numéricos ndo se podera ir mais lon
ge na explicitagin.

Entretanto as criancas descobrem rdpido "truques" para encontrar
como alimentar uma cadeia dada para que ela ndo se bloqueie. A0 contra-
rio,se trabalhamos com conjuntos finitos, podemos enumerando todos os -
casos possiveis, demonstrar que duas cadeias sdo equivalentes: se toma-
mos o exemplo das maguinas F, C, CF , R, agiindo sobre quadrados verme-
Ihos ou azuis, redondos vermelhos ou azuis, podemos (as criancas) de-
monstrar que quglquer que Seja o objeto colocado na entrada CF, F = C
(Reencontrar-se-£ este tipo de pesquisa nas fichas do caftulo "Esque -
mas" por exemplo S1,82).

Alem disso, procurando convenientemente os conjuntos de cbjetos
sobre os quais gperam nosso’conjunto:de méquinas, teremos, qualquer que
seja o objeto colocado a entrada, cadeias que funcionam (que nfo se blg
queiam) .

Vé-se aqui prolengamentos possiveis para o trabalho nos conjuntos
numeéricos: " procurar um conjunte de partida tal que, qualquer que Seja
a cadela escolhida de méquinas de adicionar ou de subtrair e qualguer -
que seja o nimere colocado a entrada a cadeia funciona"., ( € o cenjunto
Z dos inteiros "relativos"), ou bem procurar um conjunto de partida tal
que, qualquer que seja a cadeia escolhida de mdquinas a multiplicar ouw
dividir e qualquer que seja o mimero colocado na entrada a cadeia fun -

ciona ( 6 o conjunto F das fragSes). Esta pesquisa podera ser efetuada
no secunddrio sobre bases sdlidas.

Retornemos as cadeias de maquinas "muméricas" para as quais a en_
trada € " bem e scolhida".

Se utilizamos maquinas de adicionar ou subtrair toda cadeia de
duas maquinas pode ser substituida por uma cadeia de uma sd miquina .
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Exemplos ¢
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Nao & o mesmo para as maquinas de multiplicar ou de dividir,
Exemplos : ’
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Nos dois Ultimos exemplos, nao existe maquinas de multipli -
car ou dividir por um numero 1nte1ro que possa substituir as cadelas prepos
tas.

No nivel do C.M. é a partir desta descoberta gue introduzireg
mos as " maguinas fracionarias'.

Por definigéo a méquina X 13/2j & aquela que e equivalente

a ecadeia __x 13 > 3 2y,

. . 1&\&73 x I3
<{ij: o \\\\

E | T3
Tsbo dnfwedieird Do conigito de maquinas, as maquinas /
do tipo _xa/o_ onde a e b sao numeros inteiros naturais. Toda a ca -
deia de duas destas maquinas pode ser substituida por uma s destas maqui -
nas. Dir- se-a em linguagem matematlca que a composicgac das maquinas & uma
operagdo interna no conjunto das " maquinas fracionarias". O Calculo desta/
maguina equivalente sera descoberto.ent3o, pelas criangas sem necessitar de
conhecimentos novos ., E suficiente para isto ter descoberto as proprledades/

que permitem reduzir as cadeias de maqulnas &
1. propriedade : em uma cadeia pode-se permutar duas maqui-~

nas sem que isso modifique a saida, |
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2. propriedade : em ume cadeia pode-se substituir toda
sequéncia de duas maguinas pela méquina equivalente
em que isso modifique a saida. Esta linguagem prag-
matica que sera utilizada pelas crianga§ correspon-
de a uma linguagem matematica ( que eles utilizarso
no *secundaris) ' ,

l. A colocagéo em cadeia de méquinas-é comitativa,.
e

2. A colocagao em cadeia de mAquinas & associati-
va. ' _
X i%— x-g? Exemple : encontrar a méquina fracionaria equi

valente a x 3[2; X 2153

por Ofe\ct'n i¢do

ter odireito de Permui‘ar‘

\/ \/ ter o direita de associar
.IO .

por deﬂm’q:d’ 0

21 -
1o ~, Compreende-se qual & a importancia de todo o traba-
» -preparatdério que vai se estalar sobre tres anos (C.E. 2,C.,M.1,C.M.2) /
trabalho que vai permltlr compreender a significagao das maguinas de adicigp
nar ou subtrair, das maqulnas de multiplicar, logo a partir dal, de desco -
prir as propriedades sobre as quals se ap01ara o calculo. K, além disso, evi
gente que, gragas ao trabalhe sobre as cadelas de maqulnas numéricas as ceri
angas vao ser 1evadas a desenvolver uma aptidio (capacidade) para o calcuy-
10 mental., Ora, & absolutamente indlspensavel que as criangas saibam bem /
calcular e como calcular. Quve-se, por vezes ,dizer que " se as crlangas fg-
zem matematicas desde o primarlo nao saberao mais calcular", Reconhego n3o
cOmpreender muito bem aqullo que 0s que tem uma tal crenga entendem POT mg-
tematlca. Se a matematlca fosse fazer batatas, "fazer conjuntos" creio bem/
que eu estaria pronta a aprova-1os, mas a matematlca & toda outra coisa, Flg
& antes de tudo o estudo de estruturas e se calcula tanto melhor. quante ge
tome consciencia da estrutura dos eonjuntos nos quais se ealecula. No caseo /
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particular dos conjuntos numéricos, as propriedad?s das gelac%es entre os /
numeros, descobertas a partir de numerosas experiencias devem conduzir a um
maior dominio do calculo sobre os nfmeros. Além disso,& importante que as /
criangas descubram desde o inicio de suas atividades calculadoras que Sse po-
de calcular sobre outras coisas alem de ntmeros. Constatei, ou, tenho consta
tado em meu trabalho com adultos nao tendo tido formagao superior em matema-
tica que o desconhecimento desse fato & um grave "handicap", £ por isso que

tenho introduzido s1tuagoes (maqulnas de mudar a forma ou a cor dos objetos,
por exemplo - ver tambem o capltulo "Esquemas " onde se encontram muitos exer
cicios desse tlpo) situagOes que permitiraoc no C.M,. praticar o calculo em /

conjuntos nas numéricos e de descobrir assim regras gerais de dedugao utili-
P
zadas no calculo.

—_ oo B ~ '
3. propriedade : encontramos desde o inicio a nogao de "mé—

‘guina inversa" (isto é que faz retornar ao ponto de par
tida, que desfaz o que a primelra fez).

' Assim a maqulna inversa da maqulna =3 e a maqulna g;j_
.a maquina inversa da maquina + 5 & a maqulna -5 .
Uma cadeia de duas maqulnas inversas " nao fagz nada", " &
equivalente a uma maqulna que nao faz nada", as maqulnas se neutralizam" d4i-
- zem as criangas em uma linguagem pragmatica; ..

Estas duas nogGes : maquina néutra, mAquina inversa  de
uma outra maquina, s3o nogdes extremamente Ilmportantes. Ora a experiencia me
provou que elas estao entre aquelas que as criangag dominam melhor, Isto tem
do ponto de vista pratico consequéncias 1mportantes £ assim que as criangas
do C.E. 2 transformaram espontaneamente problemas que lhes foram propostos /
para utllizar a nogao de maqulnas inversas e eis aqui um exemplo que me ser-~

viu de ponto de partida para fichas de trabalho (flcha S.26 e segulntes- en-
contrar v tal que v : 13 = 19

Aqui esta um esquema proposto pelas criangas
13 |
VR
X3

g igualdade 19 x 13 =v & obtida pela simples leitura do esquema,

42 propriedade : vimos o esquema definindo uma méquina co-
mo sendo a seguinte

._ﬂm%
Ewre.n bR
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que tres tipos de problemas podem sa colocar :

®e P 200 0aye




, .
da-se e preciso encontrar
“ o 4
entrada e maquina - saida
» . £
maquina e saida entrada
. .
entrada e saida maguina,

0 terceiro problema tem semore uma solugao para as ma -
qulnas de adicionar ou de subtralr, para as maqulnas de multiplicar ou divi
dir & preciso que um dos numeros seja multlplo do outro. A existeéncia de /

uma solugao para as duas primeiras esta ligada a escolha dos numeros coloeg
ot
dos na entrada ( ou na saida).

. . . | /
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De fato os problemas do ensino elementar se
a resolver 81stemas de equacgoOes .do tipe precedente. )
Em particular todos os problemas de "regra de tres" s3o

relacionados com tais esquemas. ( cf fichas de trabalho Journal de Matema-
tique IT e comentarios). |
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II, O ponto de vista psicolégico

Ele é, a0 menos, ‘tao importante como o precedente, Se que-
queremos que as criangas dominem as nogCes que desejamos lhes fazer adquirir, e neces
sario que og processos que permiten adquirir essas nogdes respeitem o melhor possivel
os modos de congtituigao de conceitos movos pelas criangas de um nivel dado, B eviden
te que uma pesquisa & necessaria para explicar ou melhor explicitar ao melhor esses
processos que se poderé qualificar de espont'éneos. Ora,apos as experlenc:.as que fiz
no ensino elementar e pre-escola.r, a colocagdo em relagao é um dos modos preferenc:L-
ais utilizados pelas criangas. Além disso em um nivel muito elementar, os objetos sao
confrontados quanto as suas diferencgas, Vai ser portanto, particularmente interessante
de seguixq sclema.rche;; partir das diferengas entre objetos, refinar a nog%o para chegé.r
a de méquina, logo deixar de lado os objetos para trabalhar sobre mé.quina.s. Encon=—
trar-se-4 estas demarches sucessivos no decorrer do ensino elemenmbar e, particular—
mente no nivel C.E, 2 que constitue certamente uma "dobradiga" onde a passa.
gem 20 trabalho sobre as maguinas parece particularmente f avoré.vel-._‘ Entretanto, néo
é preciso tornar as coisas bruscas, é preciso que a pagsagem a0 trabalho sobre ca-
deias de maquinas se faga por si. E além disso exbremamente importante utilizar um
modo de investigag®o que parece essencials a colocagio em esquema, Chegou wm and em
que ao nivel C,M, 1, t;-és das classes experimentais dos quais me ocupo tiveram difi-
culdades relacionadas com o trabalho sobre cadeias; "Bntretanto, eles sabiam muito /
bem calcular no ano anterior no C.E, 2" diziam os professores deste nivel, Feita wma
enquete percebeu-se que com efeito havia ge feito muito calculo mas que se havia ren
gado que néo era necessario "pagsar tempo sobre os esquemas", Ora apareceu que des-
de que os alunos de C,M, tem a sua disposig2o esquemas o que havia sido aprendi.o /
mas néo compreendido realmente se pde no lugar muito rapidamente.

s Nao se dira jemais demasiadamente que é necegsario que  as
bases sejam solidamente congtruides sen®o todo o trabalho em um nivel superior ndo
poderia ser feito sen@o por aprendizagem de técnicas ndo rermitindo em geral ir mais
alto salvo novamente por eprendizagem de téenicas mas se compreende bem que cedo ou
tarde o sistema se bloqueia; se se quer sair-se bem no de'bloquea.r. isto ndo poderé, ser

genao ao preg¢o de uma retomada desde a base, tanto mais dificil quanto mais

cas criangas tenham acreditado que o unico modo de aprender é reter re

gras. B por isso que nos sugerimos algumas modificagdes das fichag

das primeiras edigOes: algumas entre elas que se referiam a célculos foram substitufe
dos por esquemas, |

Demais dsgsinalaremos que é impossivel considerar o 'braba,lﬂc.) ‘
gobre uma mg"éo feita a um nivel dado sem ge referir ao que foi feito antes e sersa
feito apos gsobre esta nog o, E por isso que é :Lndlspensa.vel consultar ag fichas. de
trabalho e os comentarios para o C,BE, 1 (A conquista do numero) e rara o C.M, (Jor-

nal de matematica II, facioulos 1 e 2),
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COMENTARIO DAS FICHAS

Ficha M, 1

Egta ficha de trabalho tem como idéia subjacente a de produto cartegi-
ano (cf. C,P, e C,E,1), '

Trata~se de fabricar um material cujos objetos séo caracterizados por
duas propriedadess a forma que pode tomar quatro velores, a cor que pode tomar /
dois valoress ter-se-a, portanto, oito objetos que sho aqueles que se poderia colo
car em cada caso do quadro seguintes

A O

azul

Ficha M, 2

~ 0
Aqui a forma pode tomar tres va.lores, assim como & cor, O processo su-
gerido para construir os nove objetos & uma arvore. Poder-se~a, além disso, pedir-
se ‘também para fazer um quadro,

Ficha M 3

No quadro do alto desta pagina, as formas (as letras) rBo foram 1ndie
cadas; & Preciso reconstitui-las com o auxilio das sugestdes feitas para Preencheyr
o quadro, '

£ . ~ A .
22 exercicio: tres formas, tres coress encontrar os nove objetos,

Picha M g;

Retoma-ge aqui um exercicio feito no C P, (cf, dos conjuntos 2 desco-
berta do nimero) : o jogo das diferengas imaginado por P, Dienes., Mas agui as di-
ferengas séo repregentadas por flechas,

Os professores que o dese jarem poderdo explorar egte exercicio. Aggi-~

nala~-se por exemplo, que a cadeia a 1 diferenca cog a 2 diferencas gom 5, nao pode
ger sempre substituida pPela relagéo a 3 dlfere;gas com 3
% A 4 oiferenca com > , a i drfercngg com .,

s . ad difereng
Q2 ﬁ;ﬁrcnm ,’ /4 Q%é’f;%nms , COm\ %@eremw
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