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APRESENTACAO | 

O ESPIRITO DA OBRA 

A colecdo Os elos da Matematica foi elaborada dentro da concepcado de 
que 0 Curso de Matematica deve estar inserido no contexto geral da formacao 
do ser humano, de que compete a escola selecionar os objetivos gerais e INs- 

trucionais que atendam, adequadamente, as necessidades de seu corpo discente 
e de que cabe ao professor programar as atividades de forma a motivar seus 

alunos para a aprendizagem. 

Para possibilitar que o livro didatico seja utilizado na sua primordial finali- 
dade — material principal de apoio para as atividades didaticas —, apresenta- 
mos Os conceitos, sem sofisticacdo, em linguagem simples e acessivel aos alu- 

nos do 2° grau. Almejamos, assim, obter a maxima concentracao nas explica- 
¢6es do professor (o aluno nao deve se transformar em “copiador”’; em aula, 
deve reservar o maior tempo possivel para as atividades mentais) e estimular 
a leitura € a pesquisa. 

Elaboramos 0s textos partindo de exemplos e, a seguir, formalizando os Con 
ceitos € as propriedades, que procuram conduzir o aluno a compreender € glo- 
balizar O assunto. 

Através dos exercicios, dosados em quantidade adequada e colocados em 

ordem crescente de dificuldade, objetivamos conduzir 0 aluno a assimila¢dO 

e ao aprofundamento dos conceitos e propriedades, sem negligenciar, entre- 
tanto, O desenvolvimento das técnicas de calculo. 

Procuramos dar um desenvolvimento equilibrado ao contetido, com OS a5" 
suntos prioritarios tendo aprofundamento maior que os ndo-essenciais. 

Inserimos algumas secdes, denominadas FLASH e ELOS, para motivar 0 
aluno a observar os fatos do dia-a-dia e as conexGes da Matematica com OS 
demais ramos da atividade humana. 

Como sempre, esperamos contar com a colaboracao dos colegas no sentido de nos enviar sugestées, comentarios e principalmente criticas para produzit- 
mos um trabalho cada vez mais adequado as necessidades educacionais do Pals: 

os autores 
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QUADRO DE SUGESTOES 

Esquematizamos um quadro de sugestdes, que poder facilitar o trabalho do professor: 

  

Unidade 

oe ; _ diséuiato: . 

  

Q 

Sugestées 

  

0. Geometria Plana: reviséo Apoio para a Unidade 8 e seguintes. 
  

1. Progressdo aritmética,   Destacar a importancia de seqiiéncias 

no cotidiano; analogia entre P.A. 

e P.G. 
  

Realcar a importancia das matrizes no 
cotidiano; uma estrutura diferente 

com respeito 4 multiplicacaéo de ma- 
trizes em relacdo 4 multiplicacéo de 
numeros reais. 

  

Destacar a técnica para o calculo de 
determinante de matriz quadrada de 
ordem 3 e o teorema de Laplace. 
Se necessdrio, as propriedades podem 
ser omitidas (destinar para pesquisa 

dos alunos). 
  

Conex4o entre matrizes, determinan- 
tes e sistemas lineares; importancia da 
analise de sistema; em sistema 2x 2, 
usar representacdo grafica. 

  

Realgar o principio fundamental de 
contagem e diferenciacdo entre arran- 
jos e combinacoes. 

  

Importdncia das relacdes entre bino- 
miais e termos da expansfo binomial. 

  

Realcgar a definicio, probabilidade 

condicional e de eventos repetidos. 

  

  

  

    

9, Prismas     

progresséo geométrica 10 

2. Matrizes 7 

3. Determinantes 6 

4, Sistemas lineares 9 

5. Andlise combinatéria 8 

6. Binémio de Newton 6 

7. Probabilidade 10 

8. Geometria de posicdo 13 

10 

Passagem da visdo plana para a visio 

espacial; explorar a intuicdo; usar ele- 

mentos da sala e linguagem precisa, 

Dependendo do nivel da classe, po- 

dem ser omitidos os teoremas funda- 

mentais (pesquisa para alunos). 

Reconhecimento de prismas e elemen- 

tos; destaque para O Principio de Ca- 
; 

- 

valieri; preocupagoes com planifi- 

cacao.   
  

 



  

Unidadé — 
/ ; Sugestées. 

nm? cassunito: . 
' 

f 

  

  

Reconhecimento de piramides e seus 
elementos; preocupa¢do com tetraedro. 

10. Pirimides 

  

11. Cilindros e cones 7 Reconhecimento de cilindro e cone; 
analogia entre cilindro e prisma e en- 
tre cone e piramide. 

  

12. Esferas 8 Explorar a intuicdéo para rotacao de 

figura; relagdes da esfera com outros 

sdlidos. 
  

13. Troncos de piramides e cones 6 Idéia fundamental de semelhanca de 

sdlidos. Se necessdrio, pode-se omi- 
tir esta unidade. 

  

14. Poliedros 6 Analogia entre Angulo plano e diedro; 
destaque para poliedros convexos e re- 
gulares. Se necessdrio, pode-se omi- 

tir esta unidade. 
  

Complemento: Inducfo finita 6 Para classes de nivel mais elevado, 

principalmente para candidatos 4 area 
de exatas ou pesquisa para alunos.         

  

Total: 122 aulas 

A quantidade média de aulas indicada para cada unidade, no quadro de referéncias, 
é uma sugestdo para os professores que dispdem de 4 aulas semanais. Com um cronogra- 
ma baseado nela, ¢ perfeitamente possivel percorrer todos os capitulos em um ano letivo. 
Os alunos poderao adquirir uma boa formac&o nos fundamentos matematicos necessdrios 
para o prosseguimento em seus estudos. 

Obviamente, para que o professor possa comentar todos os exercicios propostos, os tes- 
tes e os exercicios de aprofundamento, em sala de aula, serdo necessdrias mais do que 4 
aulas por semana. 

Assim, de acordo com as condi¢ées particulares de cada escola, esta obra pode ser utili- 
zada sob dosagens diversas: 

1) dar todas as unidades e todos os exercicios; 
2) dar todas as unidades, restringindo-se apenas aos exercicios propostos; 
3) dar apenas os capitulos basicos, caso disponha de menos de 4 aulas semanais. 
Nas escolas onde a Matematica é dividida em duas ou mais frentes (dadas por dois ou mais professores), esta obra pode ser utilizada sem restrigGes, pois ela esta dimensionada para este esquema de ensino. , , 

 



COMENTARIOS SOBRE OS FLASHES 

  

  
Unidade 9: O menor caminho entre o inseto e sua presa 

  
  

Planificando a caixa conforme a figura, temos: 

6cm 6 cm 

  

N {hh cm { 
N 

32 cm 30 cm 

IN 
L 
Qa 

  

    
    tc Yi Ticm 

24cm f 

      
  

[4p 4 —— +) 

6 cm 6 cm 

No APQI, pelo teorema de Pitagoras, vem: 

(IP)? = 322 + 244 = IP = 40 cm 

  

  
Unidade 11: A formiga e o torrao de acucar 

  
  

A circunferéncia da base tem comprimento 2mr = 2n - aloe 36 cm. 
T 

36 
6 

we
 

O arco correspondente ao dngulo central de 60° mede = 6cm. 

A planificagao da superficie cilindrica fornece: 

No triangulo hachurado, pelo teorema de 

Pitagoras, vem: 

(FT? = 8? + 6 => FT = 10cm 

Tempo maximo = 5s 

  

  
Vm = velocidade média da formiga 

Va = He = 2cm/s 

Portanto, a formiga deve se locomover com velocidade média maior ou igual a 2 cm/s 

para nao perder o torrao de agucar. 

6
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RESOLUCAO DOS EXERCICIOS DE 
APROFUNDAMENTO 

Apresentamos, a seguir, asTesolugGes dos exercicios de aprofundamento. Essas resolu- 
ges séo sugestdes para andlise e encaminhamento do raciocinio e, naturalmente, nao sao 
os unicos caminhos para se chegar a resposta. 

  

Unidade 1 — Progressao aritmeética, progressao geometrica 
      

EA.1 Se as medidas dos lados estado em P.A., pode- 

mos indicd-las assim: 

X+r X — Ty) X Caxe ce hh 

x-T Aplicando o teorema de Pitagoras: 

(K+ =@- +X 
x? - 4xr = 0 = x = 4r 

        

a Entao: 

3 i 5 2 Unindo o centro do circulo aos trés vértices, ob- 

Ue teremos trés triangulos de alturas R, relativas 

a Sohaieee aos lados 3r, 4r e 5r. 

EY : os 
4r 

A soma das areas dos trés tridngulos é igual 4 area do triangulo retangulo: 

Sr d iV SHRI Au aR ee 
p28 “A eS ~ 

~Qr? = NyrR 

r— rR = 0 = r =0 nao convém 

Outro modo: xX — T, x, x + r = medidas dos lados 

Pelo teorema de Pitagoras, vem: 

Goatees (x 4 => x = 4 Ci) 

P, Q, T: pontos de tangéncia dos lados do 

  

  

. AABC com a circunferéncia. Entao: 

i CT=CQ=x-_-R 
BP = BO=x-r-—R 

i: BC = BQ+CQ => 
R => x+r=x-1r-R+x-R > 

= x- 2r = 2R@) 

Substituindo q@) em Q) svem r= R. 

  
 



    

EA.2 (a3 Ap 33 ---3 js ++) 

  

a= 1 

(eo 2k j22 

M Fazendo j = 2; 3; 4; ...; n, temos: 

I a -a=2°2 
a; — a =2°3 

@, — a1 = 2n 
Somando membro a membro essas equacGes, resulta: 

a, — a = 22+34... + n) 

a = 22+3+..+4n) +1 

22+ 3+... + n)épar = a, é fmpar 

b EA.3 a) Se as medidas dos lados estivessem em P.G. de razdo 2, essas medidas seriam 
x, 2x e 4x, x > 0, o que seria absurdo, pois contraria a desigualdade triangular. 

b) Se um dos lados medir x, 0s outros terdo medidas ¥2xe 2x. Sendo 2x > V2x > x 
e satisfazendo a desigualdade triangular, existe o triangulo, mas nao é retangulo, 
pois: 

(2x)? 4 (V2x)? + x? 

EA.4 (2; 5; 8; ...; 332) = r, = 3 } = @ razfo dos elementos em comum é 

(7; 12; 17; ...5 157) = rh = 5 m.m.c.(3; 5) = 15. 

Entado, a progressdo formada pelos elementos comuns é: 
| (15; 30; ...; 150) — 10 termos em comum 

f Hy EAS a)x =9 + 99 + 999+... + 999...9 

{ n algarismos 

j x= (10 -— 1) + (1 — 1) + (10? — 1) +... + CO" — 1) 
x= (10+ 102 4+ 104 ..410)-(2+1lt+14..4D 

LN 

  

    
      

n 

x = 2000 =) _ 2, y = Wott. 10 - 9n 
10 - 1 9 

bys ltU¢Wit+.. til 

n algarismos 

9 + 99 + 999 +... + 999... 9 
ye? 

10"+! — 9n — 10 

_ 9 
y= 9 

_ Jo*+! ~ 9n ~ 10 
y= 81 

8 
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= 2,3,4, 5 FAG am=l+5 + 7+ e+qgte 

Para melhor visualizacao: 

  

    

le 

I 1 

zty 
1 1 1 
a+tatae 

1 I 1 JI 
steptsts 

so 
_—_! 2 4 = a - m= Speer tert ttt gee [4] 

2 2 2 

b)n = 1 + 2x + 3x? + 4x3 +... com O< x <1 

Multiplicando ambos os membros por ~x: 

=—xn = —x — 2x? — 3x3 ~ 4x4 — ... 

Somando as duas equacdes, vem: 

n-xn=1)+x4+ x7 4x34... 

nd — x) = o> 

  

— 1 
qi — x)? 

n= 

      
EA.7 Se as medidas dos lados estféo em P.G., podemos escrevé-las assim: 

a =x, b= xq e c = xq? 
Dependendo do valor de q, o maior lado po- 

a b derd ser o lado a ouo lado ¢; aplicando a 

condi¢ao de existéncia do tridngulo, teremos: 

xX < xq + xq? e xq? < xq + x 
Cc 

Resolvendo, teremos WS a4 <q< MS +1, 

cass = + + + + cae en é& IN* log, 2 log., 2 logs, 2 logy... 2° 

S = log, a + log, 2a + log, 4a + ... + log, 2"-a 

S = log, a + (log, 2 + log, a) + (log, 4 + log, a) + ... + (log, 2" + log, a) 

S = (n + Dlog,a + (1 + 2 +... +n) 

  

(n+ 1) 
  S = (n + IDlog,a + n 

    
 



    

  

  
  

    
  

EA.1 AB + BA = 0 = AB = —BA 

1° bro = AB? = = (— = —B(AB) = — 
membro = AB? = (AB)B = (—BA)B = —B(AB) = —B(-BA) = 

~BA -BA 

= BA = 2° membro 

b d 

. _ = {? b a c\ (9 

Av A= 0 (: bya “)=(8 

EA.2 Se A = (2 °), entéo At = (2 ‘). 

(2¢8 ac+bd\) (0 9 
ac+bd +d} \o oo; 

(fr urosanoee=o 
= 

e+e2=O0=—cH=0ed=0 

Portanto, A = (° °). 

1 1 
EASA = (4 t) 

wenae(e 0 i= (4) 
wewee(E DG D6 2 

1 
A : At= Si De forma analoga: A ( 0 1 ), A (j 1 ) 

So o
 

De forma geral, temos: 

1 n 

ar= (5 t) 
cos @ vse sen B 

sen & cos a / \ sen B cos B 

—cosa:senB — sena - cosB 

cos a cos — sena~: senB 

EA.4 a) T° Ty = ( 

cos a: cosB — sena~ senB 

sen a - cosB + cosa - senB 

(sone + fp) —sen(a + | =T 
= 

at+B 

sen(a + B) cos(a + B) 

b T TIL 

cos xX —sen x (2 ) = (; °) 

sen xX cosx/\c d 0 1 

10 
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a cos xX — c+ sen x b-cosx — d- senx - (( 0 
a-+senx + c- cos x b+ senx + d-cosx 

| a-cosx —c:senx = 1 

a-senx +c: €osx = 0 © 

iS 
  

  

a-*cosx-:senx +c: sen?x = —senx 

a-senx-cosx + c-cos*x = 0 

c(sen? x + cos? x) = —sen x 

c = —senx 
    

  

b+ cosx — d+senx = 0 

b:-senx + d-cosx = 1 

—b 

| 
@) ‘cosx + senx + d-sen?x = 0 

+ b+ senx: cosx + d- cos? x = cos x 

d(sen? x + cos? x) = cos x 

d = cos x 

= sen xX ih   
cosx sen x 

Portanto, T-! = ‘ 
—senx  cOosx 

Outro modo: 

Do item a: T, - Ty = Tarp VG ER, VB ER. 

Basta tomar T,,, = I,, que resulta T, e Tg inversas entre si. 

.. jcos(a + B) = 1 
+ = k2n + 2n,k Entao ee en = a+B Tt nkezZ= 

cos B = cosa 

senB = —sena 

cosa —sena\ . 7-1 _ cos @ sena 

sen @ cos a 5 —sena cosa/’ 
Portanto, a inversa de T, = ( 

  

    
Unidade 3 — Determinantes 
  

EA.1 A’ = det B = det A’ B = 

A = (A’)!' = det A = det(A’)! oe | = cas 

11 

  

 



1 -. =!l_.3 ae {—l_). go x ~1 2 (1). geri Al =x A = detA = (hx) dtA => 1. (2) detA => 

= detB= 4 

EA.2 A é inversivel = det A # 0 

Ee N*, AP=A‘ALLA Com p 

p vezes 

Entado: 

det(AP) detA- detA... detA 

det(A®) = (det AjP # 0 

Portanto, A? é inversivel. 

{] 

costa — sen*a costa senza 

EA.3 det A = |cos*b — sen2?a cos?b sen? b 

cos?c — sen?c cost?c = sen?c 

A 1? coluna é combinagao linear da 2? e 3? colunas. 

Portanto, det A = 0. 

x y Zz 

FA4A=[x4+r ytd z+k 

xX+2r y+2d z+ 2k 

  

x y Zz x y z 

dtA= |x+r ytd z+kj=tr 4d k] =90, 

X+2r y+t22d z+ 2k 2r 2d 2k 

pois a 2? linha e a 32 sao proporcionais. 

Unidade 4 — Sistemas lineares 
  

  

  
  

(Re + ay + azz = d, qa 

EA.1 a) Seja S |b,x + boyy + b3z = d2 @ 

cx + Gy + cz = d; 

tal que toda solugdo (0; B; 7) de G)e (2) implica que (a; 8; ¥) €solugao de (3). 

Entao: 

a,x + ay + a3Z 

T b,x + boy + b3z 

a, © 
ds @) 

Devemos mostrar que: qd) toda solucio de S ésolugdo de T e 

an toda solucao de T é solucéo de S. 

N 

12 
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b) (2x + 3y + 4z 

O) Qualquer que seja a solugéo (m;n; p) de S, as equacdes @ e Q) de 

T estado satisfeitas. 

Portanto, se (m; n; p) € soluc&o de S, entéo (m; n; p) é solucdo de T. 

(1) Qualquer que geia asolucdo (q;r;s) de T, as equagdes ‘O) e Q@) estardo 
satisfeitas, e, pela hipétese, estard satisfeita a equacao . 

Portanto, se (q: 1; s) €@ solucfo de T, entdo (q; r; s) € solucdo de S. 

5 @ 
9® 
1@ 

Basta mostrar que toda solucdo de q@) e Q) é também solugdo de @). 

Seja (a; B; y) uma solugdo de qa) e Q). 

6x + Ty + 8z 

X+ yz Hl 

Entao: 

2a + 3B + 4y = 5 = -20 - = 
Pett we a-lyrat2, vaeR 

Substituindo na equagado G). vem: 

@+(-20-N+@+2=1 

que esta satisfeita, va € R. 

EA.2 f:x—y = -x +5 

2 k gx mys gx ty 

hix-*y = kx + 5 

Vejamos os graficos de f, g e h: 

fungdo f fungdo g tungao h 

(0; 5)     
  
  

  
\ os 

> a _— Z 
(ON Ce 3 x / [° 

  

Para cada valor de k € R, o grafico de g é uma reta paralela a reta de equacao 
2 , : 

y =x, eograficode h é uma reta que passa por P(0; 5). Notemos que 0 gra- 
3 

fico de h passa por P, vk € R. 

a) Basta que o grafico de g passe por P. Entdo: 

2:0 k S=y7- +> Skea ls 

Portanto, k = 15; € 0 ponto comum é P(0; 5). 

  

13 

 



Outro modo: 

Os graficos de f, geh sera © concorrentes num mesmo i Bice : > ponto se o si . 
mado pelas equacoes é possivel e determinado. Escalonando o Saeae ae 

i ean yet x=5 
x ts 

Yea a i vem xr Bak 

ign aa (k + Dx = 0 

Para k # —1, prosseguindo o escalonamento, vem: 

ytxr=5 

aloe 

ee OTE 

0 (455-4) cen 

Da ultima equacao: k = 15, e substituind i : 0 s ’ nas anteriores, obtemos x Oe 

b) Basta que: 

or q@) 

P € grafico de g (2) 

De (1), ven k # —l. 

2 k 
De (2), vem Sie ma Oye Ken: 

EA.3 No 1° marco, sejam xey os algarismos, respectivamente, das dezenas e das id unida- 

  

des; entéo, o numero é 10x + y. 

Assim, no 2° marco, temos 0 numero l0y + x, e no 3° marco, temos o nj , numero 

100x + y. 

As distancias entre os marcos consecutivos s4o iguais entre si 

Entao: 

(10y + x) — (Ox + y) = (00x + y) — (Oy + x) => 

=o) y = 6x, INS xug; OR shy, S09) x= lve —ae 

A distancia entre 0 3° € 0 1° marcos é igual a: 

(100x + y) — (0x + y) = 90x = 90-1 = 90km 

  

Unidade 5 — Analise combinatoria 
  

EA.1 A ordem dos numeros influi na contagem das etiquetas; logo, temos problema de 

14 

arranjos. 

a) Da urna I, retirando duas etiquetas, temos: 

A; novas etiquetas 

Da urna I], retirando duas etiquetas, temos: 

A,2 novas etiquetas 

Ha trés nimeros comuns as duas urnas, que originam 

Aj novas etiquetas. 

Portanto, o numero de novas etiquetas € As, + Ago — A32 = 26.



b) De forma andloga ao item a, temos: 

As; + Aq3 — Ag3 = 78 

c) As4 + Agg = 144 
° 

EA.2 E claro que 0 cadeado de numero | estara aberto. 

Para os cadeados de nimeros n, n 2 2, basta que o numero de alteracodes seja 
par depois da passagem da 1° pessoa; logo, n deve ser um quadrado perfeito. 

Portanto, os cadeados que estaraio abertos séo os numerados com |, 4, 9, 16, 25, 

36, 49, 64, 81 e 100. 

4 mulheres 
EA.3 conhecidos do homem is cane 

6 mulheres 
conhecidos da mulher ie homens 

Para convidar 5 homens e 5 mulheres de modo que 5 pessoas sejam conhecidas do 
marido e 5 da esposa, temos: 

  

Conhecidos | Conhecidos 

do marido da esposa 
  

5H e OM 0H e 5M 

4H e IM 1H e 4M 

3H e 2M 2H e 3M 

2H e 3M 3H e 2M 

1H e 4M 4H e 1M 

  

  

  

        
  

Entao, vem: 

Cos * Cao > Cao + Cos + Coa Car + Car > Cog-+ Cos ° Car > Car > Cog + 

+ Cyr * Caz Cy3 * Cor + Cor > Cay Coa Cor = 21 672 

(n — 1)! (n - 1)! -A + Ay.» = P*————— + ————- = Peer See eae eet | cz Upie ai 
pin -— 1)! + 1 - p)@ — 2D)! 

EA.4 2° membro tl 

(n — p)! 

een! Dect), 0 

(n — p)! 
n(n — 1)! n! a 

~ (n— pt (a = p)! 
= A,» = 1? membro " 

EA.5 a)2-4-6-8- 10-12 = 21-2-3-4-5- 6) = 2°: 6! 

b)2:4-6°...° Qn) = 241-2-3-...°n) = 2"- 2! 

15



  

  

Mies SG: Ned Seen 5+6:7:8:9-10- 11 ! 
Dees SiLi0 =e A 

a) 1-3°5°..°Qn+ t= 2-°3°4-°5-6-...:Q@n)@n+1)_ n+ 1! 
2°46: : 2n ~ n!2" 

o 

EA.6 a) 1° membro = p! — (p — D! = p(p- Y!- @- I! = 

= (p — 1)! (P — 1) = 2? membro 

b) Sabemos que: 

kh= (ik -— 2! = k= )I« - 1) 

Fazendo k = 2; 3; 4;...; nm, temos: 

a Sad 
31 — 2) = 212 f 

41 — 31 = 3!3 

nt —(@ —- 1)! =@ - Dia - 

Somando membro a membro, vem: 

nl ea NT 2h Sse, el ea 1) 

  1 ss 

EA.7 a) 1° membro = ~~ — A ap PEE Leal. Pp es 

p! (p + i)! (p + 1)! @een 2° membro 

b) Em BS eS ee eget Veen 

p! (p + 1)! (p+ D! 

fazendo p = 1; 2;3;4;...;m — 1, vem: 

1 ! 
lor “oN 

1 cl ee 
or = at. “al 

1 oe 4 23 
"gn 4) 9 ial C 

! EL pone. 
mire she Sl 

1 fo n- 1 

(n — 1)! n! al 
, 

Somando membro a membro, vem: 

  ee ee n= 
f=sraor? a * art * n! | 

  

  
pee 

Unidade 6 — Binomio de Newton 

  

* 
  

EA.1 a) 2° menibro = ( ‘ \- ue = zi z fy) 

fi B (n — p)!{n-(n — p)]! s(n — p)!p! p 

= 1° membro 

16



  b) 1emembro = (71) +(*5 1) = (n — 1)! yf (n — 1)! c 

(n-p)(p-—)H! M-p-1)!p! Dial Pp 

LF (n — 1)! p + (n — 1)!(n — p) sal 

. Si (n — p)!p! = 

—m@-)ip+n-p) _ 

(n — p)!p! is 

} ee ae nl A 
(n — p)!p! (m1 — pp! 

—
 

I = (a) = 2° membro 
p 

  

! ! 

c) 12 membro = (i) : ( hi } = fa : Ee 
Pp Die! (n — p)!Ip! (n- p+ DMp — 2D)! 

  

: =n = p+ Dp p=! 
(np)! p(p-——D)! aL 
n—-p+tl 

= 70S = 2° membro 

EA.2 Para obter o coeficiente do termo em x*, deveremos calcular os coeficientes dos 
termosem x* e x° do desenvolvimento de (1 — x)°, pois serio multiplicados por 
(1 + x). 

Coeficiente do termo em x°: (—1)5 ) 

\ 

* Coeficiente do termo em x*: (—1)* (2 ) 

Portanto, 0 coeficiente é (2) = ( 24) 

EA.3 a) Um binomial (2) sera maximo se: 

| n n ! [(3) > (, 21). como<pcn @ 

n n 

L@)> G2.) mt oS b's a @) 

De (4), vem: 

n! > n! = Ls qth tenth, nee I 

p!(n — p)! (p — 1)!(n ~ p+ 1)! p n-ptl 
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De @), vem: 

n! 
  

  

  

! n! 1 1 n— 1 
ee 

> > 

pin —p)! © (p+ ))iM@—-p-D! nepal) P 5 

=u n+ 1 z, 

Portanto, “5— <P <5 

b) Se n é impar, entao n = 2k + 1, com k € WN*. 

Substituindo na relagao provada no item a, vem: 

2k + 1-1 (2k + 1) + 1 

ee <2 sae ee ht 

=—p=koup=krtl. 

Portanto, entre os binomiais de mesmo numerador n = 2k + 1, k € IN*, 

os de maior valor sao (2) a (x i a 

c) Se n épar, entaéo n = 2k, k € N*. 

Substituindo na relacgdo provada no item a, vem: 

2k -— 1 2k + 1 1 J 
aL MI ie an tet P = k. 

Portanto, entre os binomiais de mesmo numerador n = 2k, k € IN*, ode maior 

alor é (2) Vv k/° 

10 

EA.4 Na expansdo de (: + = , 0 termo maximo é o termo central: 

10 3. \° m= (8) -G) 
o ah n+1 n Ri 

EA.5 a) I? membro = p( * 1) 4 ee 4) er 

(n + 1)! ui! 
  

  

eG - ple +)!  M@-p-Hi@+ D! 
pia + 1)! + (a — pn! — nl[pm + 1) + — pl 

@= pig 2 )Me ee Dip Ai! ji. 

n!n(p-+T) : n! u 

  

(peep! "(in — pip! 

= a(") = 2° membro 
Pp 

fy mi 2 o( Bia (ie 
Hy 1? membro = { p p + Us 

ey a a 
~ (n-p + 2p! (n— p+ Ip! (n— p)lp! 
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(n + 2)!'— 2(n + I)!(n — p + 2) + n(n — p + 2)(n — p + ID 
  

(n — p + 2)!p! 

nif(n + 2)(ng 1) - 2m + Dm—-p+2)+m—pt+2)m—pt dD) 

(n — p + 2)!p! 
  

p n![(n + 2)(n + 1) - (n + I)(n-p+2)-(9+ I -—p+2)+M-—ps 2)(n-pt I) 
  

    (n — p + 2)!p! 

A ni{((n + l)p — (n — p + 2)p] % n!(p-———T) 

(n — p + 2)!p! (n — p + 2)!(p — 2)!Q@—T)p 

— (es s ms) = 2? membro 

Outro modo: 

Da relagao de Stifel, temos: 

(rete(met)e(s2) = (*82)-(C')- (3 
(re Qe Ce) =C29- (G2) 
tee Aeon coal cagnlacea (iatat).c (sete) (., 

rereave = ((°22)- ("2 9] [lS -(0]- 
2{g21) aGn) = G@2a)a mene 

+ 

a
r
 

—
 

—
—
 

ea 
| 

5 

lo
s 

N
 
“
—
 

EA.6 Para facilitar, vamos dividir cada numero por 100°: 

  

  

10159 man = 1,015° 

100% 
995 + 1005 99% 100% = = + = 50 1005° 100° ~ i999 7 > = 0,99" + 1 

Vamos calcular 1,01°° e 0,99°° pelo binémio de Newton, aproximadamente: 

50 50 50 
SPU Olea i eetnO ON tell ts ( ; Jo,o1 ef (22,) (0,01)? + ... + (0,01) 

1,01 = 1 + 0,5 + 0,1225 + 0,0098 + 0,00002303 + ... + (0,01)5° 
Usando até o 4? algarismo decimal, vem: 
1,015° = 1,6323 
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. a ant = 50 50 
0,99 = (1 — 0,01) = 1 - ( , Joo + ( . Jo. -..e (38 )oon + 

+ (0,01)° 
0,99 = 1 — 0,5 + 0,1225 — 0,0098 + 0,00002303 — ... +(0,01)° 

Usando até o 4° algarismo decimal, vem: 

0,995 = 0,6127 

Entdo, b = 1,6127. 

Portanto, a > b, ouseja, 1015 > 995° + 100°. 

      

  

  

      

  

  

    
  

7 inidade F— a, 

EA.1 chi 

A ens B 

ch2 

_/ _S/, 
ch4 chs 

ara que haja corrente entre os terminal: Vi em estar 
Par is A e B, as chaves pod i 2 posiciona. 

abertas: ch2, ch4, ch5 ? I 1 1 1 1 I 

fechadas: chl, ch3 2°2°2'°D'°273r 

abertas: ch2, ch4 _ 1 

fechadas: chl, ch3, ch5 ~ 32, 
a 

e, assim, sucessivamente. 

Portanto, p = 4s = p= +. 

EA.2 Se uma pessoa estiver mentindo, indica i i 

por V. O conjunto das possibilidades seria: Me seestiver dzendo a verdade, 

(V; V3 V), (V3 V3 M), (V3 M; V), (M; V; V), 
(M; M; M), (M; M; V), (M; V; M), (V; M; M). 

Analisemos uma das possibilidades como, por exemplo: (M; M; Y). 
tT ft T 

c BA 

A disse uma verdade; B esta mentindo, isto é, estA dizendo a C que A ment 

e finalmente se C estd mentindo, ira dizer que B disse que A faloua verdade, 

Para resolver o problema, devemos resolver a probabilidade condicional dos eventos: 

(I) — A fala a verdade (V; V; V) e (M; M; V) * 

(II) — C diz que B diz que A_ falou a verdade. 
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(M; V; M), (V; M; M), (M; M; V), (¥; V; V) 

1) 7 CH) = f(V; VV), (M3 M; V)} 

1 tft 1,2 2 1. 5 
AMON = Fees St PT Taw 

= 3 PU) = 5 

5 
27S pdi/I]) = 3 73 

27 

EA.3 {50 bolas brancas 
50 bolas pretas ’ 

2 urnas 

Suponhamos que o condenado colocou b bolas brancas na urna | num total de 
k bolas. Enta&o, na urna 2, teremos 100 — k bolas, sendo 50 — b bolas brancas. 

A probabilidade de o condenado escolher a urna 1 e sair em liberdade é: 

1! b 
P= 3k 
Enquanto isso, a probabilidade de ser posto em liberdade escolhendo a urna 2 é: 

1 50 -—b 
P2 = 2° 100 —k 

Ent4o, a probabilidade de o condenado ser posto em liberdade é: 

tlb 50 - b 1 | 50k + be100 — 28) ] 

P= 3k + Too— Kk] = 3 (100 — kk 

®Se k = 50, p nao depende de b: p = + 

* Vamos analisar k < 50 (se k > 50, andlise semelhante sera feita na urna 2). 

k < 50 = 100 - 2k > 0 = p é maximo para b maximo => 

  

1 | 150 -— 2k 
moa Fea 
A funcfo é decreseente: p(k) > p(k + 1); portanto, p é maximo para k mini- 

mo (k = 1). 

p=— = p= 75% 

  

    
  

EA.1 Se os quatro pontos forem coplanares, teremos um unico plano. 

Se os quatro pontos forem, trés a trés, néo-coplanares, temos: 

Cas = 4 planos 

21



EA.2 

EA.3 

EA.4 

EA.5 

Seja a reta r. 

Existe um ponto A, € 1; logo, existe o plano a, = pl(r, A,). 

Existe um ponto A, & a; logo, existe o plano a, = pl(r, A,). 

Existe um ponto A; € a, A; az; logo, existe o plano a; = pi(r, A;)- 

Repetindo o raciocinio, existem infinitos planos por “r. 

Temos as possibilidades: 
> 

e Se AB for concorrente (ou paralela) com r, teremos um tinico plano. 
<_ 

«Se AB for reversa com r, teremos os planos pl(r, A) e pl(r, B): 

1c, r pl "al 

  

  A (| +— plir, B) 
      

Se o ponto A pertencer ao plano (r, s), teremos um unico plano: 

sf#r 

c 

Seo ponto A nao pertencer ao plano (r,s), teremos os planos pl(r, A), pl(s, A) 
e pl(r, s): 

  

Se A pertence ao plano (r,s), teremos um tnico plano. 
Se A ndo pertence ao plano (r,s), teremos os planos pl(r, A), pl(s, A) e pl(r, s). 

pils, A 

     

  

  

  

¥ OB # @, pos ASyeA € B; 

logo, y MP éumareta x que passa 

por A; pelo teorema da interseccao de 

3 planos, xf/r e xfs.  



EA.7 

EA.8 

EA.9 

EA.10 

    

AEB, ACY =>AEBNYGO) 
BerrcBp=>BEB 

Bés,scy= BEy = BEBNy @) 

Como A # B, de (I) e @, vem: 

Boy = AB 
- 

Vide resposta do livro. 

-—e o_— ~-<e oe 

AB = CD, BC = AD 

M: ponto médio de ac 

N: ponto médio de BD 

Devemos provar que: 
—_—> —> > —_— 

MN 1 AC e MN 1 BD 

AB = CD 

AD = BC LLL AABD = ABCD = AN = NC 
oe 

BD comum 

Logo, 0 AANC é isdsceles de base AC, da qual M é ponto médio; 
-—*s oe . _ —_> 

entéo MN € a altura relativaa AC, ou seja, MN 1 AC. 

De forma andloga: 

AABC = AACD => BM = MD => ABMD 6 isdsceles de base BD. 
es —_ —_— 

Como N éo0 ponto médio de BD, resulta MN 1 BD. 

    

  

es -_é 

AB é ortogonal a CD 

Temos que provar que BD é ortogonal a AC. 

_ . —_> 

AB perpendicular a BC 

AB ortogonal a cD 
} => AB é perpendicular ao plano (B, C, D) = 

=> plano (A, B, C) é perpendicular ao plano (B, C, D) = 
_> 

= BD é perpendicular ao plano (A, B, C) => 
— o-- 

= BD é ortogonala AC 
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Unidade 9 — Prismas_ 

    

EA.1 a) Temos n arestas laterais, n arestas em cada 

~ base; logo, 3n «restas. 

Outro modo: 

De cada vértice partem trés arestas; temos ao 

todo 2n vértices; entéo, obtemos 2n - 3 ares- 

tas, cada uma contada duas vezes. Logo, o 

2n: 3 

2 

  

n° de arestas é = 3n. 

b) Em cada face lateral (quadrilatero) temos duas diagonais; como séo nm faces 

laterais, temos 2n diagonais das faces Jaterais: 

n(n—- 3 
c) Cada base tem Aor) diagonais; portanto, temos n(n — 3) diagonais das 

bases. 

d) Temos 2n vértices; ligando-os dois a dois obtemos a soma dos numeros de dia- 

gonais do prisma (x), diagonais das bases, diagonais das faces laterais e arestas: 

Cog = X + n(n — 3) + 2n + 3n = 

= x= C,,. — n(n — 3) — 2n ~ 3n => 

Ya(2n — 1) 
=> x= x — m+ 3n - Sn =>   

=> x = 2n? - n — n? — 2n = x = a(n — 3). 

e) Acada quatro vértices podemos obter uma intersecgdo na regido interna de uma 

. : . ~ 4 {0 
base. Logo, o ntimero maximo dessas interseccdes € ( 4 ). 

Nao devemos esquecer os vértices: n interseccGes. 

. foe . ~ . . n 
Portanto, o numero maximo de interseccdes das diagonais é ( 4 ) +n. 

EA.2 a) 

Aplicando a Lei dos cossenos: 

2 = rp? + 1? — 2r- r - cos 45° 

v2 2 = 92 sg? Ye [? = 2 —~2y x 

[\ ? = r'(2 — ¥2) 

& Zp l=n2-v2 

b) Area da base: A, = 8 + Aujiing. 

4 Te ° A, = 8 r rise = wir 

wo 

 



Area lateral: Ay = 8° Asace 
A, = 8+ 2r-rV¥2 - v2 

A, = 16 r°¥2 — v2 

Area total: ® 

A,=2-A, + A 
A, = 2° W224 16rV2 — V2 

A, = 4r(v2 + 4V¥2 — ¥2) 

ce) V=A,-h 

V = 22r2 - 2r 

V = 4rV2 

EA.3 Analisemos a base antes e depois da deformacdo: 

Antes 

   

w
h
e
e
 

e
e
 
e
e
e
 

[/<——__—_—_——_—_—_—->} ———_—_—_—__—_ 

d figura 1 figura 2 d+x 

Na figura 1, pelo teorema de Pitdgoras aplicado ao triangulo hachurado, conctui- 

vi0d > mos que o lado do losango vale 

Na figura 2, no tridngulo hachurado, vem: 

3d _ x \? d x\?_ (vida)? _ 5x 
(% +) +(¢+4) - (8 jada @ 
Do enunciado: 

x 
(d + x) (34 - 4) 

_d:3d 
Afigura 2 = Afieura | + 84 => zo = ae + 84. Q 

Substituindo @ em Q@), vem: x = 8m. 

Logo, d = 10m. 
Portanto, temos: 

antes da deformacdo: d = 10m, 3d = 30m, dréa da base = 150 m? e 

volume = 1 500.m? 

depois da deformacdo: d + x = 18m, 3d — > = 26m, drea da base = 

= 234m? e volume = 2 340 m3 
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EA.4 a) Me ax 

  

        
    

a ‘ he ¢ 
See Oe) Sty ae 

8, 7 

i) ¥ < (ul) £10 cm 
10 cm 

Can eal 

te 
ttt 40 cm 
ier 
jer te 

—£ Ee 40cm 
oo 

oo 

  

A 100 cm c 

Como os dois prismas tém bases equivalentes entre si, basta comparar as suas 

alturas: 

50V2 — 20 > 40 = prisma da figura I tem volume maior que o da figura II. 

V, 207 (S0V2 — 20) 50 - 1,414 — 20 
  

  

      

  

    
  

b) — = = = 1,26 
) Vi 207 - 40 40 

Portanto, o volume maior é aproximadamente 126% do volume menor. 

EA.5 E 
D+ 

A 1 

py 
BLAS 

albee 

Cc 

E: espaco amostral é o conjunto dos pares das 12 arestas. 

Logo, n(E) = Cy. = 66 

A: evento constituido por pares de arestas reversas entre si. 

Cada aresta é reversa a duas arestas (por exemplo, AB éreversaa EF e GH ) 

Logo, n(A) = 12: 2 = 24. 

n(A) 24 4 
Portanto, P(A) = —— = — = — Oxtanles SOS 5 (ayia, (66) 1 

Unidade 10 — Piramides 

EA.1 A 
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T do um ponto P interno e unindo-o aos vértices do tetraedro através de seg- ‘oman : 

mentos de retas, obteremos novos tetraedros: 

A A 

° 

B E 5 f 

a D 

B D C 

As distancias do ponto P 4s bases sero as alturas dos tetraedros, relativas ao pon- 
to P; o volume do tetraedro ABCD ¢ igual a soma dos volumes dos 4 outros te- ; 
traedros. 

Entao: 

h = h, + hy + hy + hy 

EA.2 a) nretas 

a 

  

  

  

Para formar uma base quadrangularem a, de- 
veremos tomar duas retas quaisquer de cada fei- 
xe de paralelas, como na figura. Estando o vér- 
tice em 8B (quatro Pontos), o total de pirami- 
des sera: 

4- Cua : Ci2 

Estando uma das bases em 8, sé teremos uma maneira de formar essa base (quatro pontos), 
enquanto a outra base pode ser formada de Cn2°* Cy maneiras. 
Portanto, o n° de prismas ser4 (Cry OG or, 

Sendo a a medida do lado do cubo, cada lado 
do tetraedro regular ira medir ay2. 

27



A altura do tetraedro assim obtido sera: 

2av3 
Ce 

A area de uma das bases sera: 

  

aty3 
Ay = 2 

Portanto, o volume sera: 

A, h - ad 

yonovetp as tak 

  

    
  

  

  
     

  

No AAOC, temos: 

O volume do menor segmento cilindrico sera igual 4 diferenca entre 0 volume de 

+ do cilindro e a do prisma de base triangular: 

Var Veg 2 SE HV, 

Mee ee eRe scala 2k 

R3(4n — 3V3) 
NV sew = ae oh 

EA.2 

_ WR? +h 
Mis as 

28



Se o calculista trocou R_ por h, entdo: 

, nh?R 

Vig egaae 

E dbvio que, se R =®h, o volume nao se altera. 
Para o volume aumentar: V’ > V 

2 2 aR 5 2Rh Es 
  

Para 0 volume diminuir: V’ < V 

2 nh?R = m™R7h 

    

3 3 =—-h<R 

EA.3 

C 2 a) n = n° de pirulitos 

n- aon = 7R?H 
16cm =H 6enn 

(0,8)? - 

Fi enon one aie 

——1 n = 5000 
r=0,8cm 

b) A nova altura sera 4 cm e o numero de pirulitos 7 500; seja x a medida do raio do novo pirulito; entao: 

7500: SS =m - 20- 16 = x = 0,8 cm 

« EA.4 

(h,r, g)em PLA, = @- xprpr 4 x) 
Aplicando o teorema de Pitagoras: 

x) = xe fe = 4x 
Logo, h = 3x, g = 5x 

  

Do enunciado, temos: 

5 
3 mh 

= rh — =4x => 
Veitindro Veone in = 1 3 

  

= 2nrh = 4n => Ph = 6 = (x? - 3x =6 > x = 0,5 
3 

Portanto, r = 4x = 4°05 =2meh=3-x=3-05 = 15m. 
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  St r To rw Sana ST 

  

  
Unidade 12 — Esferas 

  
  

Area da superficie esférica: 4zr? 

Area da base dw cone: mk? 

4nr? 4 kv3. ees! tk? 3 

AAOR ~ AAPQ = + = =a ®    
Substituindo q@ em @ resulta: h = V3 -k. 

  

  

  

  
      

  

1 2 1 3 > 
a) Veone = aan mk h => Voone = 7357 mk'V3 

4 4 kv3_\3 
b) Werteral = 3 = NS ae (8) 

y = Ame 
7% BT * 

EA.2 eo 9 Olhando a figura, de cima, temos: 

SacI dm A area do triangulo maior é igual 4 soma das } 

Va = areas dos trés tridngulos menores: 

ar LOR aS Ranta ae CRETE 61:18 
ae VS Ss 

24r = 48 
ta 2nd 

8 dm 4 

Sy a a) V= oo =| v = 22am 
OM ae 3 

i Awiees Ans Allott 0 : Ao am Aaa hh _ 6:8+4 10 dm Y b) V = 5 — SV : 

. V = 96 dm}       
  

  

  
  
  

Pelo enunciado, temos: 

pe Yamal TIL 
H-y ai n q@) 

Pelas semelhancas de sdlidos, temos: 

ee viene EG) 
A Cy Re A y yn VA VA 

  
  
 



  

    

2 WAU as. ijiyvB! als ce ga a 
@) eG) em Q) fornece: 

yvb 
ma = 5 — A= _ om WB _ Am = (WA - Von = ESM Oa RL VAN) Ta SALE = 

a 
vb VB + nvb Soy A Dee 

> 

R A 
oO 

R, 
r 

EAE 

Sao 

R2 
r 

co 
a 2 B 

ABCO ~ ABEO AE = a = DOL TAARON aa lini R, 
Aplicando 0 teorema de Pitdgoras: =m 

$ 
Geta) (Re eR) eae 
Ri 2 = 4a @) 

oY 
@ 

aD Vir Bale 

© 
2% = 2. S223 Ri + R2 = 12 « 

M4 (RF + RL RR, + RY = 2m Ue i @ « @ 
3 

, 

@ 
De > vem: 

7 ot ciate ee eee \€. aa R,)? + IRR, = 12 = (R,—- RP = 4 > R, — R, = 2 , 

Zee a 
R, = (v5 + l)em™e R, = (V5 — 1)em : 

=> Zein 

> 

31, * 
ae    



  

Sea area lateral da piramide de altura x é igual a drea lateral do tronco da pirami- 
de de altura h — x, entéo, A, = 2. A;. 

Sendo as bases paralelas, as piramides sao semelhantes. Portanto: 

    

    

ES ae Satie py hv2, 
AC 7 ye? Ta 

L Unidade 14 — Poliedros F ff 
  

EA.1 (4; Vy; Vo; Ay; Ap; 14) PLA. 
Sendo r a razao da P.A., entao: 

14 Sr = 2 
Lego, V, = 6, V, = 8, Ay = 10, Ay = 12 = 1 

" Teorema de Euler: V —- A + F = 2 

Vi) vA B) = 2) ==) 6 

V.-A,+Fo=2— F =6 

EA.2 Poliedro convexo 

32 

Aas: 

S = 32 - 90° = 2 880° 

n, faces quadrangulares e n, pentagonais 

Portanto: 

n, - 540° + n, - 360” = 2 880° 

Snz + 4n, 

7 2 a 
Resolvendo o sistema, temos: 

n; = 5 e n, = 2, ou seja, 5 faces quadrangulares e 2 pentagonais. 

c 

c 
c 
C 
c 
¢ 
¢ 
u 

2 
a 
y 

 


