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| APRESENTACAO I

O ESPIRITO DA OBRA

A colecdo Os elos da Matematica foi elaborada dentro da concepcdo de
que o curso de Matematica deve estar inserido no contexto geral da formacao
do ser humano, de que compete a escola selecionar os objetivas geraf__s e Ins-
trucionais que atendam, adequadamente, as necessidades de seu corpo discente
e de que cabe ao professor programar as atividades de forma a motivar seus
alunos para a aprendizagem.

Para possibilitar que o livro didatico seja utilizado na sua primordial finali-
dade — material principal de apoio para as atividades didaticas —, apresenta-
mos 0s conceitos, sem sofisticacao, em linguagem simples e acessivel aosé]lu'
nos do 22 grau. Almejamos, assim, obter a maxima concentracao nas explica-
¢Ges do professor (o aluno ndo deve se transformar em *‘copiador’’; em aula,
deve reservar o maior tempo possivel para as atividades mentais) e estimular
a leitura e a pesquisa.

Elaboramos os textos partindo de exemplos e, a sequir, formalizando 05 con-

ceitos e as propriedades, que procuram conduzir o aluno a compreender € glo-
balizar o assunto.

Atraves dos exercicios, dosados em quantidade adequada e colocados €M
ordem crescente de dificuldade, objetivamos conduzir o aluno a assimilacac
e ao aprofundamento dos conceitos e propriedades, sem negligenciar, entre:
tanto, © desenvolvimento das técnicas de calculo.

Procuramos dar um desenvolvimento equilibrado ao contetido, com 05 as-
suntos prioritarios tendo aprofundamento maior que os nao-essenciais.

Inserimos algumas secbes, denominadas FLASH e ELOS, para motivar 0
aluno a observar os fatos do dia-a-dia e as conexdes da Matematica com 05
demais ramaos da atividade humana.

Como sempre, ESPEramos contar com a colaboracio dos colegas NO sentido
de nos enviar sugestdes, comentarios e, principalménze criticas para produznra

mos um trabalho cada vez mais ddequado as necessidades educacionais do pais.

os autores
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QUADRO DE SUGESTOES

Esquematizamos um quadro de sugestdes, que poder4 facilitar o trabalho do professor:

Q
Sugestdes

Apoio para a Unidade 8 e seguintes.

Destacar a importincia de seqiiéncias
no cotidiano; analogia entre P.A.
e P.G.

Realgar a importéncia das matrizes no
cotidiano; uma estrutura diferente
com respeito & multiplicagdo de ma-
trizes em relacdo & multiplicagao de
numeros reais.

Destacar a técnica para o célculo de
determinante de matriz quadrada de
ordem 3 e o teorema de Laplace.
Se necessario, as propriedades podem
ser omitidas (destinar para pesquisa
dos alunos).

Conexéo entre matrizes, determinan-
tes e sistemas lineares; importincia da
andlise de sistema; em sistema 2x 2,
usar representagdo grafica.

Realgar o principio fundamental de
contagem e diferenciagdo entre arran-
jos e combinagdes.

Importincia das relagdes entre bino-
miais e termos da expansio binomial.

Realgar a detini¢do, probabilidade
condicional e de eventos repetidos.

Unidade ‘Quantidade |
S o | medls 1o
» rAs§unto . i 8¢ gulis - |

0. Geometria Plana: revisdo
1. Progressdo aritmética,
progressdo geomeétrica 10
2. Matrizes 7
3. Determinantes 6
4, Sisternas lineares 9
5. Analise combinatéria 8
6. Bindmio de Newton 6
7. Probabilidade 10
8. Geometria de posicédo I3
9. Prismas 10

Passagem da visdo plana para a visdo
espacial; explorar a intuicio; usar _ele-
mentos da sala e |}nguagem precisa,
Dependendo.do nivel da classe, po-
dem ser omitidos os teoremas funda-

mentais (pesquisa para alunos).

Reconhecimento de prismas e elemen-
tos; destague para o Principio de (_:?'
valieri; preocupagdes com planifi-
cagio.

jcagdo.
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Unidadé { Quantidade’| "

' : : ‘médis | - Sugestes: ‘
ny . . assunto .| de aulas N . f
10. Pirdmides 10 Reconhecimento de pirdmides e seus

elementos; preocupac¢io com tetraedro.

11. Cilindros e cones 7 Reconhecimento de cilindro ¢ cone;
analogia entre cilindro e prisma e en-
tre cone e pirdmide.

12, Esferas 8 Explorar a intuigcio para rotagdo de
figura; relagOes da esfera com outros
solidos.

13. Troncos de piramides ¢ cones 6 Idéia fundamental de semelhanca de
solidos. Se necessdrio, pode-se omi-
tir esta unidade.

14. Poliedros 6 Analogia entre dngulo plano e diedro;
destaque para poliedros convexos ¢ re-
gulares. Se necessario, pode-se omi-
tir esta unidade.

Complemento: Induc¢io finita 6 Para classes de nivel mais elevado,
principalmente para candidatos & area
de exatas ou pesquisa para alunos.

Total: 122 aulas

A quantidade média de aulas indicada para cada unidade, no quadro de referéncias,
¢ uma sugestdo para os professores que dispdem de 4 aulas semanais. Com um cronogra-
ma baseado nela, ¢ perfeitamente possivel percorrer todos os capitulos em um ano letivo.
Os alunos poderéo adquirir uma boa formagio nos fundamentos matematicos necessérios
para o prosseguimento em seus estudos.

Obviamente, para que o professor possa comentar todos os exercicios propostos, 0s tes-
tes e os exercicios de aprofundamento, em sala de aula, serdo necessarias mais do que 4
aulas por semana.

Assim, de acordo com as condi¢Ses particulares de cada escola, esta obra pode ser utili-
zada sob dosagens diversas:

1) dar todas as unidades e todos os exercicios;
2) dar todas as unidades, restringindo-se apenas aos exercicios propostos;
3) dar apenas os capitulos bésicos, caso disponha de menos de 4 aulas semanais.

Nas escolas onde a Matemtica ¢ dividida em duas ou mais frentes (dadas por dois ou
mais professores), esta obra pode ser utilizada sem restrigdes, pois ela estd dimensionada
para este esquema de ensino. ’ ’




COMENTARIOS SOBRE OS FLASHES

Unidade 9: O menor caminho entre o i‘nseto e sua presa

Planificando a caixa conforme a figura, temos:

T\- -T‘I cm
N
32 cm 30 cm

\ £
Lr,l \:_ _l‘lcm

S
24 cm :

[4— —pa——
6 cm 6 cm

No APQI, pelo teorema de Pitdgoras, vem:
(IP)? = 322 + 24! = [P = 40 cm

Unidade 11: A formiga e o torrao de acucar

A circunferéncia da base tem comprimento 2nr = 2x - % = 36 cm.
O arco correspondente ao dngulo central de 60° mede % = 6.cm.
A planificacdo da superficie cilindrica fornece:
6 No tridngulo hachurado, pelo teorema de
T’—-\ T Pitagoras, vem:
J’ (FTP = 8 + 62 = FT = 10cm
8
| Tempo maximo = 5 s {
'F v, = velocidade média da formiga
v = *152 = 2 cm/s

Portanto, a formiga deve se locomover com velocidade média maior ou iguala 2 cm/s
para nido perder o torrdo de agicar.

6




RESOLUCAO DOS EXERCICIOS DE
APROFUNDAMENTO

Apresentamos, a seguir, as¥esolugoes dos exercicios de aprofundamento. Essas resolu-
¢oOes sdo sugestoes para andlise e encaminhamento do raciocinio e, naturalmente, nio sio
0s lnicos caminhos para se chegar a resposta.

Unidade 1 — Progressao aritmética, progressao genrﬁétrica

EA.1 Se as medidas dos lados estio em P.A., pode-
mos indica-las assim:
X+ r X —-rI, xex +r
x-—r Aplicando o teorema de Pitdgoras:
(gt = (X = 1) 4 xf
ol X —dxr =0 = x = 4r

¥ Entao:

i : o Unindo o centro do circulo aos trés vértices, ob-
teremos trés tridngulos de alturas R, relativas
P 7= aos lados 3r, 4r e Sr.

A soma das areas dos trés tridngulos é igual a drea do triangulo retdngulo:

Srodr L Sn oKD 8 dn s RAMESTGIR:

=08 2. SRS TR
~2r? = XrR
2 —rR=0= r =0 nido convém
r =R |

X — 1, X, x + r = medidas dos lados
Pelo teorema de Pitdgoras, vem:
(X~r)1+x3=(x+r)3=x=4r@
P, Q, T: pontos de tangéncia dos lados do

nlc AABC com a circunferéncia. Entdo:

e CT=CQ =x—-R

| BP =BQ =x —-r1r—- R

x BC = BQ + CQ =

R = X+r=x—-1r—-R+x—-R =
= x — 2r = 2R (2)

Substituindo @ em @ ,vem r = R.
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EA.2 (a5 2 a3} -..3 855 «or)

; [a, =1
3 a—a_,=2"j j=22
’J* Fazendo j = 2; 3; 4; ...; n, temos:
L a, —a, =2-2
a3 —a; =23
a, — 8- =21
Somando membro a membro essas equagdes, resulta:
a, —a, =22+ 3+ ... + n)
a, =22+ 3+ ..+m+1
2(2 + 3 + ... + n)épar = a, éimpar

' EA.3 2) Se as medidas dos lados estivessem em P,G. de razdio 2, essas medidas seriam
X, 2x e 4x, x > 0, o que seria absurdo, pois contraria a desigualdade triangular.

b) Se um dos lados medir x, os outros terio medidas vV2x e 2x. Sendo 2x > V2x > x
e satisfazendo a desigualdade triangular, existe o tridngulo, mas nio é reténgulo,
pois:

20 = (VIx)? + x2

EA.4 (2;5;8;,...;332) = 1, =13 ] o @ razdo dos elementos em comum é
(7;12; 17; .3 157) = 1, = § m.m.c.(3; 5) = 15.

1
]
!
\‘ ! Entdo, a progressdo formada pelos elementos comuns é:
i, (15; 30; ...; 150) => 10 termos em comum
l
“? EA5 a) x =9 + 99 + 999 + ... + 999 ... 9
,"r n algarismos
'f; =000 = 1) +(10% = 1) + (10° = 1) + ... + (10" — 1)
b X=(10+ 102+ 100+ .. + 109 -(1+1+1+..+1)
Lo oo — o 10°*! — 10 — 9n
10 — 1 9
= 14 o+ 1111
| D)y 1+ 11 + 111 + +
i n algarismos
1. 9 + 99 + 999 + ... + 999...9
; y = 9
10°+1 — 9n — 10
_ 9
y = )
_10**! —9n ~ 10
y= 81
8
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2 3

_ 2 .3 .4 3
EA.sa)m_l+2+4+8+16+...

b)

Para melhor visualizacdo:

I e
1 1
T EY
] 1 1
TrT YT
1 1 1 ]
Tt3tE B
T 1
me L .2 + 2 +...=2+1+i+...=E
S U N 2
2 2 2
n=14+2x+3x2+4*+ ...com 0 <x <1
Multiplicando ambos os membros por -—x:
—-xn = —-x — 2x% — 3x3 — 4x? — ..

Somando as duas equacdes, vem:
n-xn=1+x+x*+x3+ ..

nd — x) = l-l—x

_ 1
T =X

EA.7 Se as medidas dos lados estdo em P.G., podemos escrevé-las assim:

EA.8S

I

I

a=x, b=2xq e c= xq?
Dependendo do valor de q, o maior lado po-
a b dera ser o lade a ou o lado ¢; aplicando a
condig@o de existéncia do triingulo, teremos:

X < xq + xq* e x@® < Xq + X

C s

Resolvendo, teremos % <g< ‘E; -

PN I U RN B € IN*
log, 2 log,, 2 log,, 2 o IOgZ"‘n 2° 2 °n

log;a + log;2a + log,4a + ... + log, 2" - a
log, a + (logx 2 + log>a) + (log: 4 + logza) + ... + (log; 2" + log; a)
n+ og,a+ (1 +2+ ... +n)

S=1(n+ llog,a + n

(n+2
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EA.1 AB + BA = 0 = AB = -BA
1° membro = AB? = (AB)B = (~-BA)B = —B(AB) = —B(—BA) =
S e/
-BA —BA
= B2A = 22 membro

EA.2 Se A = (i 2), entio Al = (a °)_

. - a blfa ¢\ _({0 0
T A I R
- a? + b? ac+bd) {0 0O

ac+bd &+d/ \o of

a2+ b2=0=a=0eb=0

d+di=0=c=0ed

Portanto, A = (g 0)_

1 1
EA.SA—(O 1)

A2=A'A=((1) i)(clz i)=(cly f)

- A3

I}
=
>
1
I
[ I
L
v
'_.,-—-\
CY -
P
v
_——
(=2
—
S

4 1 « §
De forma aniloga: A® = (0 1), AS = (0 ; )

De forma geral, temos:

1 n
A"=(o 1)

cos d -sena)(cosB —senﬁ) _

sen o cos @ sen ﬂ cos B

—coso -senp — sena - cosp
cos o - cos B — sena - sen p

EA4 2) T, Tp = (

cos o - cosp — sena - sen P
sen a - cos p + cos o - sen B

cos(a + B) —sen(o + B)) - T,.o
= (sen(a + B) cos{a + B)

b)T'T_’=Iz
€os X —senx)(a b) - (1 0)
sen x cosx/\¢ d 0 1

10
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- sen X + c - cos X b-senx + d - cosx

|

©COSX -senx + c - osen®x
a-senx -cosx + c-costx =0

(a'cosx—c-senx b-cosx—d-senx)f(l 0)
a

a"cosx —¢c-senx = 1
a-senx +c-fosx =0
—a

—S€n X

@
O

c(sen® x + cos?x) = —sen x

C = —5€nx

b:cosx —d:senx =0
b-senx +d-cosx =1
-b

@ -cosx -senx +d-sen®x =0
+ | b-senx-cosx+d-cosix = cosx

d(sen® x + cos2 x) = cos x

d = cos x

b = sen x

i

COS X sen X
Portanto, T-' = :
=58€n X Cos X

e Outro modo:
Doitema: T, T = Tyypp YZER, VB € R

Basta tomar T,,; = I, queresulta T, e Ty inversas entre si.

Ly 2 [cos{a+ﬁ)=(1) S o ey Sy o3

sen(a + P) =
cos p = cos a
sen B = —sena

: cosa  —sena ) |, -1 oS o sena
Portanto, a inversa de T, = ( ) (TR e ( )
sen o COos o —8n a COoSs o

Unidade 3 — Determinantes

A1 = A’ = det A’
E et R (et z=>detB det A

B
A= (A) = det A = det(A")

11




a1 .z . - _l__)3. A JE S N B L A
Al———detA A = detA _(detA det A = 7 =\ det A =

= detB = 4

EA.2 A éinversivel = det A # 0
EIN*, AP = A -A A
Com p

p vezes
Entéo:

det(AP) = det A - det A ...det A
det(AP) = (det Ay = 0

Portanto, AP é inversivel.

cos’a — senfa cosa sen’a
EA.3 det A = jcos’b — sen?a  cos’ b sem®b
cos>c — sen’c  cos®c  semc

A 12 coluna é combinacio linear da 22 e 3 colunas.
Portanto, det A = 0.

X y z
EA4 A =|x+rT y + d z+ k

X+ 2r y+2d z + 2

X Y z X y z
det A= |x+r y+d z+k]|=1{r d k|l =0,
X+2r y+2d z+4 2k 2r 2d 2k
pois a 27 linha e a 3? s&o proporcionais.
Unidade 4 — Sistemas dineares . = T 0

[a,x + ay + azz = d, @
EA.1 a) Seja S |bx + by + bz = d ©)
GX + Gy + oz = dy

tal que toda solugio (o; B; y) de @ € @ implica que (o; B;¥) ésolucdo de @

Entdo:
4 @©

ax + &y + ag
d @

bx + by + bz
Devemos mostrar que: @ toda solucdo de S ésolugdode T e
@ toda solugdo de T & solugdo de S.

i

12
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b)

(D Qualquer que seja a solugdo (m; n; p) de S, as equagoes @ e @ de
T estdo satisfeitas.
Portanto, se {(m; n; p) € solu¢do de S, entdo (m; n; p) € solugdo de T.

@ Q.ualquer que é‘eja asolucdo (q;r;s) de T, asequacgdes @ e @ estardo
satisfeitas, e, pela hipdtese, estard satisfeita a equagio .
Portanto, se (q; r; s) € solugdo de T, entdo (q; r; s) & solugdo de S.

2% +3y+dz=5 Q)
6x +7y +82=9 D

X+ ¥y + z=l®

Basta mostrar que toda solucdo de @ e @ ¢é também solugiio de @
Seja (a; B; ¥) uma solugdo de @ e @
Entao:

200 + 3f + 4y
6a + 7p + By

Substituindo na equagédo @, vem:
e+ (-20-D+a+2)=1
que estd satisfeita, v o € R.

5
9

il

=f==-20-1, y=a+2 VaER

I

EA2 fix—y = —=x+ 5

2

k
gix—y=3X+ 73

hix—>y=kx+35
Vejamos os graficos de f, g e h:

v 4

N

3

fungéo § fungéio g fungdo h

Para cada valor de k € R, o gréfico de g é uma reta paralela a reta de equagéo
y= %x, eo grificode h € uma reta que passa por P(0; 5). Notemos que 0 grd-
ficode h passapor P,vk € R.

a) Basta que o grifico de g passe por P. Entio:

2:-0 k
5§ = 3T t3 =k=15

Portanto, k = 15; e o ponto comum é P(0; 5).

13




b)

Outro modo:

Os gréficos de f, g e h serdo concorrentes num mesmo ponto se o sistema for

mado pelas equacoes ¢ possivel ¢ determinado. Escalonando o sistema

y+x2=5]\ y'c:l-x=5
X :
e o vem x= Bk
y — kx =5 k + Dx =0
Para k # —1, prosseguindo o escalonamento, vem:
y+x =35
2o B =
B OES

O=<-15—5_k*)(k+])

Da tltima equagdo: k = 15, e substituindo nas anteriores, obtem
! 0s X =0 e

y = 5.

Basta que:

{f;eh )

P & grifico de g (2)
De@, vem k #= —1.
2 k
De@, vem 5#—3—~0+T=>k;,515_

EA.3 No 1° marco, sejam Xey O§ algarismos, respectivamente, das dezena .
des; entdo, o numero € 10x + y. s e das unida-
Assim, no 2¢ marco, temos o nimero 10y + X, e no 3¢

2 ) 0 3° marco, te :
100x + V. » [EMOS 0 niimero

A

s distancias entre 0S mMarcos consecutivos sdo iguais entre si

Entédo:

A

(10y + x) — (10x + y) = (100x + y) — {10y + x) =

= y = 6x, 1 €<x<9 I€y<9=x=1,y=6
distancia entre 0 3° ¢ 0 1° marcos é igual a:

(100x + ¥) — (10x + y) =90x =90 -1 = 90 km

Unidade 5 — Analise combinatéria

EA.1

14

arranjos.

a)

Da urna I, retirando duas etiquetas, [€EmMOs:
A, novas etiquetas
Da urna II, retirando duas etiquetas, temos:

A, . novas etiquetas
H4 trés nimeros comuns as duas urnas, que originam

Ay, novas etiquetas.
Portanto, 0 nUMEro de novas etiquetas € Ag, + Ay; — Ajp = 26.

A ordem dos numeros influi na contagem das etiquetas; logo, temos problema de



b) De forma andloga ao item a, temos:
Asy + Ayy — Ay = T8
) Asy + Ay = 144

EA.2 E claro que o cadeado de niimero 1 estard aberto.
Para os cadeados de nimeros n, n = 2, basta que o niimero de alteracoes seja
par depois da passagem da 1* pessoa; logo, n deve ser um quadrado perfeito.
Portanto, os cadeados que estardo abertos sdo os numerados com 1, 4, 9, 16, 25,
36, 49, 64, 81 e 100.

4 mulheres

EA.3 conhecidos do homem [6 Homeis

6 mulheres

conhecidos da mulher [4 homens

Para convidar 5 homens e 5 mulheres de modo que 5 pessoas sejam conhecidas do
marido e 5 da esposa, temos:

Conhecidos | Conhecidos
do marido da esposa

5H e OM 0H e 5M

4H e IM 1H e 4M

3H e 2M 2H e 3M
2H e 3M 3H e 2M
IH e 4M 4H e IM

Entdao, vem:
Cos * Cao" Cag: Cos + Coq " Cyyp * Cyy Cogot Coa* Cyp " Cyp - Gy +
+ Cga " Caz Caa Cga + Cgy - Cyy* Cay - Cgy = 21672

EA.4 2° membro = p - A,_, o, + A,_ =p'(n_1)! Ll e
TR (A=Sp)l ¥ (nf Sipis !
pin = D! + (n — p) (0 — 1)!
T - p)! o
sl =Tp e
i (n - p)! .
n(q—l)! n! A
T @-p! -
= A,, = 1? membro

EA5 a)2-4-6-8-10-12=261-2-3-4-5-6) = 256!
b)2-4-6-...-@2n)y=2%-2-3-..-n)=2"-n!

15



c)1357-9—1|="2‘3456 +8-9-10- 11 1
24468 10 =25"5'
d1-3:5...-@2n+1)= M3kl (211)(2n+l) (2n + I)!
2:4:6-....2n nl2n

EA.6 a) 1° membro = p! — (p — D! b (= ATt (e wh3 o=

(p — DI = 1) = 2° membro

b) Sabemos que:
Kkt —(k = It =( =1k -1)
Fazendo k = 2; 3; 4; ... ; n, temos:
2l = A==
qJui— 21 =21 2
41 — 31 =313

n—m-0D=@m-Din -1
Somando membro a membro, vem:
Al — =11 02020 4 383 L B S Nt 1)

EA.7 a) lf‘membm:—lr_. J g AT, p
p! (o + 1)1 L Bl Sl 2? membro
by Em —— - —— = —P
p: (p + 1) (p + I »
fazendo p = 1;2;3;4; ..;n — 1, vem:
1 1
I~ 2" ‘an
e e
an o 20 . 3
| g
37~ 4 4l
L AT RN 8
#r 51 @ 8
g UG W o -1
n - D! n! n!
Somando membro & membro, vem:
e - L 2 3 n — |
e e
e L

Unidade 6 — Binomio de Newton

EA.1 a) 2° membro = ( 3 ) = Lk = n! (n
n-p (n —p)ln-m - p)J! m-pip! \p =

= 1° membro

16




b) l“lllembl-o—(n“1)+(”_i)= (n — ! gDl
. i p m-plp-1D' @-p-1p!

m—IMp+ M- Din - p)

N =

(n — p)'p!
B m-Dp +n-p
(n — p)lp!
" (n — I)In " n! .
 (m-pip! (@ - p)p!
= (n) = 2Y membro
p

n n n! n!
¢) 1° membro = : = - =
p B =Fl (n—p!p! @-p+ Dip - !

. —— x (e Pt 1)fﬂ—-—-pl'fp‘:_l,l! [
{r——p)! p(p-—-1)! —nl
n-p+1

= —— = 2% membro

p

EA.2 Para obter o coeficiente do termo em x°, deveremos calcular os coeficientes dos
termos em x* e x* do desenvolvimento de (1 — x)°, pois serdo multiplicados por

(1 + x).
Coeficiente do termo em x3: (—1)° (?)

\
- Coeficiente do termo em x*: (—1)* (2 )

: ; 9 9
Portanto, o coeficiente e Rl

}i EA.3 a) Um binomial (g) serd maximo se:
n ~
| ”(p);(pfj),mmo.:p{n@
l(;);(p i),com()gpc_n@

De @, venn:
n! n! 1 1 n+ 1

= 2—
pn-p) -~ p-DMn~p+ 1} D oeptl

=

+ =

17



De @, vem:
n!

. o R o
pin—p) = @+ Din~p— 1!

<p<Hh

n! 1 1 n—1

n
Portanto, 3

b) Se n ¢ impar, entdo n = 2% + 1, com k € IN*,
Substituindo na relagdo provada no item a, vem:

< n-1 2k + 1) + 1

— p=k ou p=k+ 1.
Portanto, entre os binomiais de mesmo numerador n = 2k + I, k € N*

g 2 n n
os de maior valor sdo (k) e (k " I)'

c) Se n ¢é par, entdo n = 2l ke NE.
Substituindo na relacdo provada no item a, vem:

2k =1 2k + 1 1 1
i ) £p< 2_=°k_7~<~p$k+_2‘=>p=k,

Portanto, entre os binomiais de mesmo numerador n = 2k, k € N*, o de maior
valor ¢ LY )
k-
3

10
EA 4 Na expansio de (1 + ?) , 0 termo maximo € o termo central:
| {10 3\
| o ( 5 ) (5)

[} 2 n+.§ n Wi
EA.5 a) If membro_p(p+1) & (p+ l)_

(n + 1! nl

"o -me+ D m-p- Dip + 1)
pv + DI+ (= pol' | nllpn + D+ o -
m-ple+ D! (-l +

n!n(p~+T) L4 28! n! %

=n-:-—
(n — p)l(p+"Dp! (n — p)lp!
= n(“) = 2° membro
P

’ & n+2)_2(n+l) (n)_
b)l.membrow( p p + Sl

(n + 2)! 5 (n + I)! L n!
(n —p+ 2)p! (n — p + I)ip! (n — p)p!

18



m+2! -2+ Dn—-p+2)+nn—-—p+ 2)n—-p+ 1)

(n — p + 2)Ip!

n!'[(n + 2)(!1@- D-2m+Dn—-p+2)+m—p+ 2)(n —p + 1)]

(n — p + 2)!p!
i+ D+ )-m+Do-p+)-Mm+D-p+2)+-p+YM-p+ N
1 (- p + 2! ;'
“ n!f[(ln + Dp — (n — p + 2)p] % n!'k(p—7T1)
m—p + 2)!p! mn—p+ 2p — D p—"Dh

:( n )= 2% membro
p-—-2

Qutro modo:
Da relagao de Stifel, temos:

(o) (3 )= (752 = (2 2) - ("3 1) - (200
o) ()= = ()= ()= (o)
(p—2)+(pil):(gill)Z’(Etll)"(pgl):(pjz)

o = [(037) = (30110322 )
:(gj;)—(pfl)=(pfz)=29membro

=)

|

EA.6 Para facilitar, vamos dividir cada nimero por 100°°:

50
99% 4 100 _ 99 100%
B Tor TGO R I g0 ¢ D G99

Vamos calcular 1,01°° e 0,99%° pelo bindémio de Newton, aproximadamente:

1,01
2
LOI™ = 1 + 0,5 + 0,1225 + 0,0098 + 0,00002303 + ... + (0,01)
Usando at¢ o 47 algarismo decimal, vem:
1,015 = 1,6323

(000 )i < (510 )0,01 + (50) 0,017 + ... + (0,00)%

19



. o a5 _ 50 50
0,995 = (1 — 0,01)° =1 - ( 1 )0,01 + ( 5 )(0,01)2 = gy = (ig)(O,Ol)49 ¥

+ (0,01)5o

0,09% = 1 — 0,5 + 0,1225 — 0,0098 + 0,00002303 ~ ... +(0,01)*
Usando até o 4° algarismo decimal, vem:

0,99 = 0,6127

Entdo, b = 1,6127.

Portanto, a > b, ou seja, 101 > 99% + 100%.

EA.1 ch1
A J ch3 B
o ,ch2
|/ g
cha chs

Para que haja corrente entre os terminai
: s A e B, as chaves podem ici
das de 16 maneiras: ’ p estar posiciona-

aberias; ch2,chd,chs » 1 1 1 1 1 1
fechadas: chl, ch3 R T
abertas: ch2, ch4 1

fechadas: chl, ch3, ch5 - 37

e, assim, sucessivamente.

Portanto, p = -;—6- = p

1
5

EA.2 Seuma pessoa estiver mentindo, indicar i i
por V. O conjunto das possibilidaa:lese;,lza:-)isal:mr M ¢ se tiver dizendo & verdade,
(v; V; V), (V; Vi, M), (V; M; V), (M; V; V),
(M; M; M), (M; M; V), (M; V; M), (V; M; M).
Analisemos uma das possibilidades como, por exemplo: (M; M; V).
Tt 1

‘ C B A
A disse uma verdade; B estd mentindo, isto é, estd dizendo a C que A ment
e finalmente se C estd mentindo, ird dizer que B disse que A faloua verdade’
Para resolver o problema, devemos resolver a probabilidade condicional dos eventoz:
(I) — A fala a verdade (V; V; V) e (M; M; V) .
(II) — C diz que B diz que A falou a verdade.

20




M; V; M), (V; M; M), (M; M; V), (V; V; V)
O N An = {(v; v; V), (M; M; V)}

I 2 2 1 5
P N AN = g3 T+ T T ey

pUD = 53
=
27 5
PN = T3 =3
27
EA.3 {50 bolas brancas
50 bolas pretas .

2 urnas

Suponhamos que o condenado colocou b bolas brancas na urna 1 num total de
k bolas. Entdo, na urna 2, teremos 100 — k bolas, sendo 50 — b bolas brancas.
A probabilidade de o condenado escolher a urna 1 e sair em liberdade é:

1 b
=5 "1
Enquanto isso, a probabilidade de ser posto em liberdade escolhendo a urna 2 é:

-1 . 50-b
P2 =% "700 - x

Entéio, a probabilidade de o condenado ser posto em liberdade é:

B l[b So—b]_ 1[50k+b(100—2k)]
P=7I%v*T100-%] =7 (100 - Kk

¢Se k = 50, p ndodependede b: p = %
* Vamos analisar k < 50 (se k > 50, andlise semelhante sera feita na urna 2).
k<5 = 100 — 2k >0 = p éméximo para b miximo =

1] 150 — 2k

=b=k=rp-= T[W:—k']

A fungao é decressente: p(k) > p(k + 1); portanto, p é maximo para k mini-
mo (k = 1)

P =g = p=75%

i PRSI R s
| ‘Unidade 8.-+ Geome

EA.1 Se os quatro pontos forem coplanares, teremos um Unico plano.
Se os quatro pontos forem, trés a trés, nio-coplanares, temos;

C;3 = 4 planos

21



EA.2

EA.3

EA.4

EA.5

22

Sejaareta 1.
Existe um ponto A, & r; logo, existe o plano a, = pi{r, A,).
Existe um ponto A, & «;; logo, existe o plano @, = pl(r, A)).
Existe um ponto A; & a;, A, & a,: logo, existe 0 plano a; = pi(r, Ay).
Repetindo o raciocinio, existem infinitos planos por £r.
Temos as possibilidades:
-
e Se AB for concorrente (ou paralela) com r, teremos um tnico plano.

e Se AB for reversa com r, teremos os planos pl(r, A) e pi(r, B):

plie, A) 4

B pltr, B)

|

Se o ponto A pertencer ao plano (r, s), teremos um tnico plano:

sjr

r

Se o ponto A ndo pertencer ao plano (r, §), teremos os planos pl(r, A), pl(s, A)
e pl(r, s): "

-.,,[//f:'q,
\-’%\_ﬁ’lﬂh

Se A pertence a0 plano {r, s), teremos um tnico plano.
Se A ndo pertence ao plano (r, s}, teremos os planos pl(r, A), pl(s, A) e pl{r, s).
A pHis, A)

plir, A)

yNPp=D@, pois AEYTeA EP;
logo, ¥ N B éuma reta X que passa
por A; pelo teorema da interseccdo de
3 planos, xf/r e X/s.

sfr




EA.7

EA.8

EA.9

EA.10

AEB A€y =AcBNY(D

BEr,rCB=»B€B]
BEs, sCy=BEy :BEBO"'@D

Como A # B, de@e @, vem:
BNy =X]§
-

Vide resposta do livro.
*-—8 Ao *~— | .l
AB = CD, BC = AD
M: ponto médio de AC
N: ponto médio de 8D
Devemos provar que:
e il o i P
MN L AC e MN L BD

AB = CD

By Bt S—D
AD = BC LLL AABD = ABCD = AN = NC
BD comum '

Logo, 0 AANC ¢ isosceles de base AC, da qual M & ponto médio;
*——= > E D e o i
entioc MN ¢ a altura relativa a AC, ou seja, MN L AC.
De forma andloga: '
——— -—e
AABC = AACD = BM = MD = ABMD ¢ isosceles de base BD.
— < .
Como N ¢ o ponto médio de BD, resulta MN L BD.

->-—s —
AB ¢ ortogonala CD
Temos que provar que 'B_]S é ortogonal a A_C. .

~

< . it
AB perpendicular a BC
4 >
AB ortogonal a CD

} => Kﬁ ¢ perpendicular ao plano (B, C, D) =

= plano (A, B, C) é perpendicular ao plano (B, C, D) =
= ET) ¢é perpendicular ao plano (A, B, C) =

— —
= BD é ortogonal a AC

23



Unidade 9 — Prismas

EA.1 a) Temos n arestas laterais, n arestas em cada

base; logo, 3n ®&restas.

Outro mode:

De cada vértice partem trés arestas; temos ao
todo 2n vértices; entdo, obtemos 2n - 3 ares-
tas, cada uma contada duas vezes. Logo, o

n?® de arestas é —2'1—2-3— = 3n.

b) Em cada face lateral (quadrildtero) temos duas diagonais; como sdo n faces
laterais, temos 2n diagonais das faces laterais:

nn-— 3
c) Cada base tem -—(-2—) diagonais; portanto, temos n{n — 3) diagonais das

bases.

d) Temos 2n vértices; ligando-os dois a dois obtemos a soma dos nimeros de dia-
gonais do prisma (x), diagonais das bases, diagonais das faces laterais ¢ arestas:

Cupa=x+n(m—3)+ 2n + 3n =
= X = Cypy —tiln —3) - 2n - 3n =

2n(2n — 1)

= X = 90 -+ 3n - 5n =

== x=2n2 —n—n?—2n = x = nn - 3).
e) A cada quatro vértices podemos obter uma intersecgdo na regiéo interna de uma
5 . : ., [n
base. Logo, o mimero mdximo dessas intersecgdes € ( 4 )

Nzo devemos esquecer 0s vértices: a intersecgles.

- P s - N A n
Portanto, o niimero mdximo de interseccies das diagonais € ( 4 ) + n.

EA.2 a)

Aplicando a Lei dos cossenos:
=74 12— 2r-¢-cosds5®

V2
2 _ 9l _~gp2 . Y&
2 = 2r* —r 3

/\ 2 =12 -2
\ / l=n2-V2

b) Area da base: A, = 8 - A

- o
Ay =~g_\.;.\§f“4.5__.=2‘[2‘r2




Area lateral: A; = 8 * Ap,
A =8-2r V2 - V2
A = 161V2 - V2

Area total; °

A =2 Ay + A

A =2 -2t + 1612 — V2

A = 43V + &2 - VD)

) V=A,-h
Vo=2v2r2 - 2r
V=43

EA.3 Analisemos a base antes e depois da deformacio: 7
Antes Depois

3d

o -

!

H—
1

3 X 3o - -

figura 1 figura 2 d+ x

Na figura 1, pelo teorema de Pitdgoras aplicado ao trifngulo hachurado, conclui-

mos que o lado do losango vale mﬁgd -

Na figura 2, no trifngulo hachurado, vem:

3d x|\ d x\* _ {V10d)\? _ 5x_
B2 -y -e-2 @
Do enunciado:

X
d+x (3d - 7)

Afigiraz = Aggua; + 84 = 3 i ofl 23d + 84 @

Substituindo @ em @, vem: X = 8 m.

Logo, d = 10 m.

Portanto, temos:

antes da deformacio: d = 10m, 3d = 30 m, &4réa da base = 150 m? e
volume = 1 500 m?

depois da deformagio: d + x = 18 m, 3d — —%— = 26 m, area da base =

= 234 m? e volume = 2 340 m?
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EA.4 a) e DT

SR
. Al N e R U L T o LI
) 3 g 11 g R 2 lIl.____, 10i5m
A ~ e ----1110cm
’ .

1 1 1
i 40 ¢m
1 1 ]
| | 1

A 100 cm [+

Como os dois prismas tém bases equivalentes entre si, basta comparar as suas
alturas:

50V2 — 20 > 40 = prisma da figura I tem volume maior que o da figura II.

S 20° (50V2 ~ 20) _ 50 - 1414 =20 _ | o
Vi 202 - 40 40 .

Portanto, o volume maior é aproximadamente 126% do volume menor.

EA.5
D

F
i
1
Lk ----JH
L -G

TV

E: espaco amostral é o conjunto dos pares das 12 arestas.
Logo, n(E) = Cj,, = 66

A: evento constituido por pares de arestas reversas entre si.

Cada aresta é reversa a duas arestas (por exemplo, AB éreversaa EF e GH )
Logo, n(A) = 12 - 2 = 24,
n(A) 24 4

Portanto, P(A) = m TR

Unidade 10 — Piramides

EA.1

26



Tomando um ponto P interno e unindo-o aos vértices do tetraedro através de seg-
om o .
mentos de retas, obteremos novos tetraedros:

@

B D

: D p

As distdncias do ponto P as bases serdo as alturas dos tetraedros, relativas ao pon-
to P; o volume do tetraedro ABCD é igual a soma dos volumes dos 4 outros te-
»

traedros.
Entao:

e S G

h=h + h + hy + hy

EA 2 ﬂ) n retas

Para formar uma base quadrangular em o, de-
veremos tomar duas retas quaisquer de cada fei-
xe de paralelas, como na figura. Estando o vér-

tice em B (quatro pontos), o total de pirami-
des sera:

4 Cm.z * Gz

Estando uma das bases em B3, s6 teremos uma
maneira de formar essa bage (quatro pontos),
enquanto a outra base pode ser formada de
Cpnz - C,» maneiras,

Portanto, o n° de prismas serg (ClisouE

n,2*

Sendo a amedida do lado do cubo,_ cada lado
do tetraedro regular ira medir av?2.
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A altura do tetraedro assim obtido sera:

2ay3
e 3
A drea de uma das bases serd:
a®v/3
Ab == 2
Portanto, o volume sera:
Ay, - h - PE
NS T S T .

No AAOC, temos:
3 R
L — &no
T T a = 60

A
Logo, AOB = 120°

cos a =

O volume do menor segmento cilindrico sera igual 4 diferenca entre o volume de

—:lf do cilindro e a do prisma de base triangular:

Vcil.

Vi e

Vg, = M - %R R - sen 120° - ZR
R3(4m — 3v3)

Vscg. = __g—m

EA.2
_ mR2 - h
M= 3



EA.3

EA.4

Se o calculista trocou R por h, entdo:

S ThER

NacTine,

E ébvio que, se R =%h, o volume ndo se altera.
Para o volume aumentar: V' > V

2 2
—“haR > “}gh —ThR

Para o volume diminuir: V’ < V

2 2
———"*‘BR <IRh _hor

a) n = n° de pirulitos

ne nr3~h = wR2H
16cm = H Gomimt
“'L(“O—L—’%"G =20 16
'''''' — n = 5000
r=0,8cm

b) A nova altura serd 4 cm e o nimero de

_ pirulitos 7 500; seja x a medida do
raio do novo pirulito; entdo:

nx24

7 500 - 3 =TC'202'16=» X=0,8cm

(h. ry g) em P.A. == (r —_ x; l—; r + X)
Aplicando o teorema de Pitdgoras:
(r + x)'_’ = (r — x)z + 2 = r

= 4x
Logo, h = 3X, g = S5x

Do enunciado, temos:

~ Voone = 41 = mrh — m;h = 4n =

Vcil indro

;:rz—nr3h=4n=r2h=6=>(4x)2-3x=6==»x:0,5
3

Portanto, r = 4x =4-05=2m e h=3-x=3-0,5=15m,
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Unidade 12 — Esferas

Area da superficie esférica: 4mr?
Area da base d cone: mk?

AncR i A R RV
nkz 3 S W E) @
h —r1
AAOR ~ AAPQ = — = 2T
k \Fh2+k2@

Substituindo @ em @ resulta: h = V3 - k.

a) chng P F;— pEeln =3 vcane 5y % - k33

di. s 4 (kv’i 3
=2 V = —
b) V:sfera 3 wr = us Al /)
A 4mV3k3
% 27
EA.2 o &0 Olhando a figura, de cima, temos:
6 dm A drea do tridngulo maior ¢ igual & soma das
r — dreas dos trés tridngulos menores:
CAN L ORI F it Gy 16 -+ 8
v‘ 2o ST RIT  T
24r = 48
r=2dm
2 4 32
““w-“‘rJf 3)V=T T = V:—au_dl
LA A, - h g
v 6 dm D L L D S
10 dm N . b))V = 3 V = 5
V = 96 dm’
Unidade 13 — Troncos de piramides e cones
L
Pelo enunciado, temos:
Y yo=h m
e HEERY L T @
Pelas semelhancas de sélidos, temos:
B (AR ki £ yvb.
ey A_(y) =T—\/ﬁ=h JA@

—



o S e e

(@) e (3 em (1) fornece:

R A S g

J%?_ =T=W=T=(V§—ﬂ)m=(ﬂ—\/ﬁ)n=

>

m + n

EA.2

e
ABCO ~ ABEO ‘ ‘
AE =3
AADO ~ &AEO] = {BE < 1]:'
i ‘ — 2
Aplicando o teorema de Pitagoras: X
(R, + R,)? = R, — R))? + 42
Ri-Ry=4 (1)
) &
» @
Vr = 2 - Vc g

%((REL+RI-R1+R§)=2‘\%\E23=°Rf-’—R%:ll@

L]
¢ @
. 4 3
De @! veEm: @

Fo
(R, + R)? = 2RR; = 12 = (R, + R)’ = 20 = R, + R, = 2§ &
(R, — R\’ + 2RR, 2 =R, -R)=4 = R, - R =2 } '

:.,R2=(\/§+1)cmeR|={\f§—l)cm ’

Il




Se a drea lateral da pirdmide de altura x éigual & drea lateral do tronco du pirdmi-
de de altura h — x, entdo, A, = 2  A,.

Sendo as bases paralelas, as piramides sao semelhantes. Portanto:

Ay h? h? hv2

= = 2 = — = X =

_P-m_-:_ x> x2 2

E_ Unidade 14 — Poliedros x_”:l

EA.T1 (4; V3 Vi A Ay 14) PAAL
Sendo r a razdo da P.A., entdo:
14 — 4 = 5r = 1 =2
Logo, V, =6,V, =8, Ay = 10, A, = 12
“ Teorema de Euler: V — A + F=2
Vi—A - B =2= F, =6
Vl—A2+F2=2= F3=6

EA.2 Poliedro convexo
AL —HiS
S = 32 -90° = 2 880°
n, faces quadrangulares e n, pentagonais
Portanto:

n, - 540° + n; - 360” = 2 880°

5“2 A 4!], 3 15
5 =
Resolvendo o sistema, temos:
ng =5 e n, =2, ouseja, 5 faces quadrangulares e 2 pentagonais.
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