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O ENSINO DA MATEMÁTICA 

Geraldo Ávila 
IMECC-UNICAMP, Campinas, SP 

A Crise do Ensino 

É bem sabido que o ensino da Matemática na escola do 1º 
e 2º graus vive uma crise crônica há muitos anos. Deixando de 
lado os fatores sócio-econômicos e políticos, abordaremos aqui tão- 
somente as dificuldades ligadas diretamente ao ensino nas escolas. 
Essas dificuldades vêm se perpetuando desde o início da década 
de sessenta, quando o ensino da Matemática passou por uma Te- 

forma profunda, que deu origem ao que se convencionou chamar de 

Matemática Moderna. As características principais dessa reforma 

foram uma ênfase acentuada na utilização da linguagem de con- 
juntos e numa apresentação excessivamente formal das diferentes 
partes da Matemática. Foi uma reforma radical. 

Os reformistas contaram, desde o primeiro instante, com adep- 

tos fervorosos e poucos opositores. A maioria dos professores — 

e mesmo alguns eminentes matemáticos — apoiava as mudanças 

com entusiasmo. Mas, com o passar do tempo, a ineficácia da 

Matemática Moderna ia-se tornando mais e mais evidente. Os opo- 

sitores do movimento foram aumentando em número e contando, 

cada vez mais, com o apoio de pesquisadores de grande prestígio. 

Em consegiência disso, e das muitas críticas que então se faziam 

à Matemática Moderna, aliadas às evidências da ineficácia dessa 

orientação para o ensino, novas mudanças começaram a ser feitas, 
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no sentido de corrigir os rumos que vinham sendo seguidos. Na maioria dos países a crise da Matemática Moderna foi superada e já é coisa do passado. No Brasil, entretanto, não obstante os avanços que têm sido feitos nos últimos quinze anos aproximada mente, convivemos ainda com fortes resquícios daquelas idéias dos anos sessentas. 

O Papel da Linguagem e do Simbolismo 

O ensino de Matemática como era feito antes da reforma da Matemática Moderna dos anos sessentas realmente continha muitas deficiências. Não levava em conta aspectos importantes da psico- logia do aprendizado que, felizmente, vêm recebendo, hoje em dia, mais atenção. Mas a reforma trouxe inovações desastrosas, algu- mas das quais persistem, não obstante as mudanças salutares dos últimos anos. Assim é que os livros do 1º e 9º graus continuam carregados de simbolismo e linguagem de conjuntos que mais atra- palham do que ajudam o aluno em seu esforço de aprendizagem. 

  
É preciso ter 
de Matemáti 
mitir idéias, 
tividade. 

Presente que o objetivo de todo ensino, ca, seja de qualquer outra disciplina, 
estimular o pensamento independente 

seja 
é trans- 

eacria- 

  

A Matemática, em particular, 
gem e simbolismo específicos. 
simbolismo próprios da Matem 
Principalmente ao leigo, 
mos dizer, em certo sen 
Matemática são um “m 

depende muito de sua lingua- 
Mas é também a linguagem e o 

ática que a fazem tão inacessível, 
mesmo ao “leigo erudito”, Assim, pode- 
tido, que a linguagem e o simbolismo da 

al necessário”. (Aliás, é interessante notar que demorou muito para que 
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para que eles exerçam seu desejado papel no aprendizado, e não O 

a Her 
. . . 2 . 

E e simbolismo são muito úteis e o ari 

quanto ajudam na transmissão e na eo Da 

mente, o que acontece no ensino elementar k ç RR 

conjuntos e o excesso de simbolismo e ra si Ra em 

ajudarem, só atrapalham. Por exemplo, nas a a 

insistir com as crianças na distinção entre nú A 

Ao contrário, isto só traz prejuízos, criando ae Pp pe 

necessária na mente do aluno. Do mesmo modo, e a 

a idéia de “função” não é preciso apelar para pro pr pS 

de conjuntos, muito menos para a noção de relação, pa Rs 

ser feito; isto nada tem de motivador. Em uia E ir u 

excesso de linguagem obstrui o mais ap 
Por exemplo, é muito mais natural e mais fácil diz 

ã =0” do que “2 e 5 são as raízes da equação 1º — Tz +10 = pe ; , E 

“o conjunto verdade da sentença 2? —- 77 +10=0é V=1Z, 

i i iz i natural é seguir já á rofissional diz isso. O Aliás, nenhum matemático Pp A o 
o costume dos matemáticos profissionais, 

pedantismos artificiais como esse. 

E é importante observar que linguagem não ont o 

idéias sim. Nenhum aluno pode se interessar por qu E E 

onde não veja algum elemento que lhe satisfaça ou ne é pe 

sidade. O mesmo é verdade no caso dos matemá ia E ge 

tribuíram para o desenvolvimento de sua e us AR 

sempre interessados nas idéias e nos métodos e e aca 

sultantes. Foram introduzindo linguagem e sim o. PE Cir 

sidade prática. O mesmo devemos fazer no RR poli na 

esses elementos quando eles se fizerem Ra p 

aprendizado de coisas verdadeiramente relevantes. 

A Responsabilidade por Mudanças 

e mente a Há um certo consenso, entre professores, m que real 

B B ) o lin uvagem de conjuntos quase nada tem a ver com que se deve 

e o tanto, as desejadas mudan as não s p Tam, e isto 
nsinar. N en 3 Ç e ope 

por varias razoes. Os cursos de licenciatura, das universidades e 

3 
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faculdades nem sempre estão bem estruturados para preparar de- vidamente seus alunos para as tarefas de ensino no 1º e 2º graus. Os próprios professores que lecionam nesses cursos de licenciatura muitas vezes não estão devidamente motivados para essas tarefas. Às provas de muitos concursos públicos e de vários exames vestibu- lares continuam apresentando questões sobre conjuntos, linguagem e formalismo inconsegiente. Finalmente, os autores e editores de livros-textos também são responsáveis pela presente situação, pois são eles que põem no mercado o instrumental básico do professorado de todo o país. É evidente, pois, que não haverá mudanças no en- sino enquanto não houver mudanças nos livros-textos. Como se vê, depende desses profissionais, mais que de quaisquer outros, a pos- sibilidade das mudanças desejadas. Possam eles tomar consciência das melhorias possíveis, eliminando dos livros Os elementos negati- vos e prejudiciais no ensino-aprendizagem da Matemática, abrindo assim o caminho para o trânsito livre e fácil das idéias. 

A Reestruturação dos Programas 

Um aspecto importante a ser notado nas su do ensino é a Preservação de coisas antigas, sistência em “modernidade”. 
ensino, 

cessivas reformas 
não obstante a in- 

Fala-se muito em “modernizar” q mas essas “modernizações” não se livram de verdadeiros esqueletos cuidadosamente Preservados intactos nos novos Progra- mas... Um exemplo disso é o tópico razões e Proporções, que conti. nua sendo apresentado hoje como o era há cem ou duzentos anos. Não mudou, não evoluiu . 

Continuamos atrelados a conceitos arcaicos, insistindo ainda em terminologia anacrônica, 

4 
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMÁTICA 

  

  

  

mostrar, nesses artigos, que O ensino dessa dependência eu dão 

oportunidade para uma primeira introdução do conceito 

e de trabalho com gráficos, já no 1º grau. 

Regra de extração da raiz quadrada, sistemas lineares e aus 

ções de um modo geral são tópicos cujo ensino não se Jnodermi 

de e Goiado das calculadoras de bolso, já bastante dissemi alidade das calculador 'J j 

dadas é acessíveis É mais que tempo de ensinarmos o So, 

aproximação no 2º grau, adequados a cálculos aproxim dos. dio 

bre sistemas lineares, veja-se, à propósito, o ão) o osésito 

Elon Lages Lima, neste mesmo número da RPM. Eu Propósito 

da raiz quadrada, o que se devia ensinar é a segui o am 

an+1 = (an + 1/an)/2. (Veja RPM 2, p. 27; RP d, pe aEati 

RPM 9, pp. 65-66; RPM 21, pp. 11-17.) Como se vê, estudo do 

sequência situa-se muito bem num estudo geral de segi Do 

rentes e aproximações numéricas, incorporando o que 

leva o nome de PA. e PG. 

Trigonometria é outro tópico que ocupa indevidamente. uma 

grande parte dos programas, muitas vezes incluindo, e ado 

numérico de resolução de triângulos, hoje superado pe a faci 

de cálculos com a utilização de calculadoras eletrônicas. 

i é ã i onti- O ensino de logaritmos também não se modernizou a ne 
nua sendo feito num espírito arcaico, quando não tem ma do 
portância que teve por vários séculos, de instrumento 
numérico. 

  

Hoje em dia, com a disseminação das calculadoras ee 

trônicas, seria um despropósito ensinar a utilização 

tábuas de logaritmos. 

  

É preciso mudar a ênfase no ensino do logaritmo, adequando-o 

às necessidades de hoje. O logaritmo decimal, de Da Mai no 

á i deu muito desse . tigo cálculo numérico manual, per ito . 

importante a ensinar hoje em dia é a função ogaritmo pura . 

i i 7, a função mais importan ua inversa, à exponencial e à : 

temática, que ocorre na descrição de uma variedade de fenômenos, 
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como o crescimento de uma cultura de bactérias, de uma população, 
de juros compostos, do decaimento radiativo, etc. (Veja, por exem- Plo, nosso livro Cálculo 1, Seções 4.10, 4.11 e 5.6.) Ao leitor in- 
teressado numa apresentação do logaritmo para o professor do 92º grau, recomendamos o livro Logaritmos, do Prof. Elon Lages Lima, 
publicado pela Sociedade Brasileira de Matemática. 

Funções, Cálculo e Geometria Analítica 

Os problemas relacionados com o ensino de funções merecem considerações numa seção à parte. 
O que a Matemática Moderna fez com o ensino de funções redundou num desenvolvimento excessivamente formal, abstrato e longo desse tópico do programa, ocupando toda a primeira série do 2º grau, e afastado das aplicações que podem se constituir em boa motiyação. Atualmente gasta-se muito tempo explicando as operações de união, interseção e produto cartesiano de conjuntos, Para se chegar à definição de função como um caso particular de relação. Isto nada tem de motivador para o aluno e é irrelevante nos exemplos de funções que são discutidos nesse estágio do apren- dizado, todos eles dados por fórmulas simples. 
Para bem entendermos o : contra-senso do ensino atualmente praticado na escola do 9º grau nesse domínio da Matemática, 

  
devemos lembrar que os matemáticos 
com funções por quase dois séculos 
definição geral de função. 

profissionais lidaram 
antes de chegarem à 

E se aí chegaram, foi Porque tiveram necessidade desse conceito geral para resolverem delicadas questões surgidas no trato de im- portantes problemas de convergência. Mais especificament problemas tratados levavam à i ã itas de funções, 

Editora Edgard Bliicher. Veja as “Notas dos capítulos, sobretudo as pp. 104 à 107. i- lezas da Análise estão fora do alcance hun o, Pe essas suti do aluno do 2º grau, por 
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que perturbá-lo com uma idéia tão geral e abstrata de função, num 

momento em que ele está tão despreparado para apreciar su 

portância? ; 

As coisas devem vir a seu devido tempo. Do mesmo mo o que 

na evolução das idéias, também no ensino os conceitos só evem ser 

introduzidos à medida que vão sendo solicitados no desenvo vimento 

dos tópicos ensinados, à medida que o aluno esteja em con U sõe 

de apreciar criticamente a importância do que está apre ande . 

Ao contrário, o que vemos no ensino de funções é a introdução 

de diversos conceitos novos, como função injetiva, sobrejetiva, e 

versa, composta, etc., sem utilização adequada detsos concet o o 
portanto, sem revelar sua real importância. O resulta o n ativo, 

pois, ao invés de estimular os alunos, produz neles o efeito con 

de gerar desinteresse pela Matemática. 

Conclusão 

Concluímos reafirmando nossa crença na viabilidade de várias 

mudanças no ensino da Matemática. Isso passaria por um ver 

dadeiro “enxugamento” dos atuais programas, com a conseqiien 
abertura de espaço bastante para acomodar o ensino de elementos 
de Cálculo, tão enriquecedor no estudo das funções e muito rele- 
vante como auxiliar no ensino da Física. (Já falamos sobre isso na 
RPM 18. Veja também os artigos do Professor Duclos e da Profes- 

sora Gravina na RPM 20.) 

  

BALCÃO DO MESTRE 
  

Como possa adquirir? Softwares Educacionais 

Gostaria de receber softwares edu- 
cacionais e matemáticos de colegas 
que já tenham experiência na área. 

Matemática (Ginasial, 4 vols.) de 
Osvaldo Sangiorgi e Matemática 
(Colegial, 3 vols.) de Ary Quintela, 

usados na década de 70. 

Escrever para Vander F. de Almeida 

Rua Salvador Borges, 26 
36632-030 Betim, MG. 

Escrever para Jorge B. de Abreu 
Setor D, Q. 16, C. 12, Valparaíso I 
72870-000 Luziânia, GO.         
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SOBRE O ENSINO DE SISTEMAS LINEARES 

Elon Lages Lima 
IMPA, R$ 

Os sistemas de equações lineares constituem um tópico de gran- de interesse prático. Seu estudo é acessível aos estudantes, pois não requer o emprego de conceitos sutis ou complicados. Além disso, pode servir como ponto de partida para diversas teori temáticas relevantes e atuais. Por estes três motivos, justa sua inclusão nos currículos escolares, Entretan gem nos compêndios adotados em nossas es 
vezes, obsoleta, árida e desmotivada, Em 
contém erros matemáticos de fato. 

Esta nota visa dar 
res algumas sugestões 

as ma- 
é mais do que 

to, sua aborda- 
colas é, na maioria das 

certos casos, até mesmo 

aior do que ! ver o livro Coordenadas no Coleção do Professor de Matemática da SBM. 

a desejada. Para maiores detalhes, Espaço, publicado na 

1. Um problema 

O curso de Matemática no semestre passado teve três Provas. As questões valiam um ponto cada uma, 
4 

mas os pesos das provas eram diferentes. Jorge, que acertou 6 questões na primeira prova, 5 na segunda e 4 na terceira, obteve no final um total de 47 pontos. Fernando acertou 3,. 
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6 e 6, totalizando 54 pontos. Por sua vez, Marcos acertou 

2 7e 5 questões, atingindo a soma de 50 pontos no ia . 

Já Renato fez 5 questões certas na primeira prova, na 

segunda e 3 na terceira. Qual foi o total de pontos de 

Renato? 

Chamando de x, y e z respectivamente os pesos da pr 

õ an meira, segunda e terceira provas, às pontuações de Jorge, Fern 

e Marcos nos fornecem as equações: 

6e+5y+4z = 47 
Je +6y+6z = 54 
2r+Ty+õ = 60. 

Com isso, determinamos z, y e z e,a partir daí, a nota final de 

ão é difícil imaginar muitas outras situações que condizem 

a sistemas de equações lineares como o acima. Os prépr qo 

podem ser instados a fornecer tais exemplos, sendo ent as or 

concluir que os sistemas lineares não foram inventados ap 

capricho dos professores. 

2. Observações gerais 

No que se segue, faremos referências ao sistema (S) abaixo: 

ae+hy+eaz=d 
(8) az +bay+caz = da 

asx + bay + coz = da. 

é ) de Uma solução de (S) é um terno ordenado (z,y,2 de 

números reais que, substituídos no primeiro membro de gado u ne 

das equações acima, torna-o igual ao segun o me Ea Por exem. 

plo, (2,3,5) é uma solução do sistema do 8l: 

= =3, 2=5. . . . 

o 0 estoria (S) pode ter uma única solução, uma infinidade 

de soluções ou nenhuma solução. No primeiro caso, e e que x 

sistema é determinado, no segundo, indeterminado e, , 

impossível. 
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Os sistemas lineares obedecem ao princípio geral (e um tanto vago) de que para determinar 3 números são necessárias 3 in- formações distintas sobre esses números. O sistema é indetermi- nado quando uma (ou duas) dessas informações é (ou são) con- segiiência(s) das demais. Por exemplo, se nos propusermos a deter- minar z, y, z sabendo que 2r-44+62=8, 2 -—2yt3z=4 e 3z — 6y + 92 = 12, teremos aí um sistema indeterminado, pois na realidade é-nos dada apenas uma informação sobre esses números, asaber, que x -24+32=4. As outras duas afirmações resultam desta. Em cursos elementares, os sistemas indeterminados são dei- xados de lado sem maior atenção, mas essa atitude não é correta. A indeterminação significa que o problema expresso pelo sistema (5) possui infinitas soluções, cabendo-nos em cada caso escolher a que melhor se adapta às nossas conveniências. 
Já o sistema impossível ocorte quando as informações que nos são fornecidas para calcular Z Yy e z são incompatíveis. Por exemplo, se uma das equações do sistema é « — 2y+3z=4, outra equação não pode ter a forma 2g — dy +6z =7. (Multiplicando a primeira por 2 e subtraindo a segunda, chegaríamos ao absurdo 0=1.) 

3. Diferentes interpretações 
O sistema ($) pode ser encarado sob diversos pontos de vista. Essa variedade de interpretações enriquece a gama de aplicações que tem seu estudo e, por outro lado, permite a utilização de diferentes instrumentos para resolvê-lo. As três interpretações que apresen- tamos a seguir têm nível elementar e estão ao alcance do aluno da escola média. 

A) INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 
Cada solução (z,4,2) do sistema ($) pode ser olhada como um Ponto P do espaço tridimensional, dado Por suas coordenadas cartesianas: P= (2,92). Sob este Ponto de vista, cada uma das equações do sistema é a equação de um plano nesse espaço e as soluções do sistema são os Pontos comuns a esses Planos, Mais Precisamente, se m;, 1) e 73 são os planos definidos pelas três equações de (S), então as soluções de (S) são os pontos P = (z,4,2) que Pertencem à interseção TiNraNr desses Planos. 

19 
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Assim, por exemplo, se pelo menos dois desses Planos o o 

lelos, ou se dois deles intersectam o terceiro segundo fetas paralelas, 

interseção miNmafima é vazia e o sistema é poe e de o 

exemplo, podemos ter uma reta r formando uma p e do eixo 

contido simultaneamente nos três Planos. Então ' una 

e o sistema é indeterminado: suas soluções são os pontos à ES 

sistema é determinado quando os três planos se 

ponto, como duas paredes adjacentes e 9 e . asolanos mu, t4 

Há ao todo 8 posições relativas possíveis para Planos = DP 

Quatro dessas posições correspondem ao gistemas im 

possíveis; nas outras quatro, o sistema tem solução. é imporiánte 

Observar que se pode concluir em ua das ê ponistãs acto 

a (ar livro Coordenadas no Espaço, já citado.) 
nele € . 

B) INTERPRETAÇÃO MATRICIAL 

O sistema ($) põe em destaque as matrizes 

d z qa b a D=| dá A=la by cal, X=[y é da 
as b3 cg 2 

. s de 

Fazendo uso da multiplicação de matrizes, esse sistema po 

ser escrito sob a forma 

A-.X =D. 

i iá foi tratada na RPM 21, 
tiplicação de matrizes, que Já Í ja 

fi aciona assi o produto de uma linha, digamos [a1, dah 2 ai 

uma coluna como X é, por definição, igual a Sea ai 

O produto de uma matriz A, de m linhas en con a, por uma 

ED colunça, enjo element Pa us nho e j-ésima coluna é o 
olunas, cujo elemento da “-ésima tinh à sou 

produto da iésima linha de A pela j-ésima coluna 

C) INTERPRETAÇÃO VETORIAL 

as levadas em conta as linhas : tação geométrica foram s Na ma 8) a quais representam planos. Agora, olharemo 

e à as colunas de (S), que são os vetores a = (a1,02,03), par 

1 
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b=(br,b2,b3), e = (cr,c2,c3), 
rico JR, 

Como se sabe, a soma de dois vetores u =(0,8,7) e v=(0",8',7) em IR3 é definida como u+v = (a+a!,8+8',4+4') e o produto do vetor u pelo número real x é o vetor zu =(027,82,727). Dado um terceiro vetor w = (a”, “yº) e os números reais y,2, a combinação linear z.u + uv + zu é Portanto o vetor 

ed=(ddo,dy), do espaço numé- 

Tutyvtzw=(artayta!z, Bz+B'y+B'z, vE+vy+y!'a). 
Assim, afirmar que (2,y,z) é uma solução do sistema (8) significa dizer que vale a igualdade vetorial 

tatybtrc=ada. (x) 
Noutras palavras, dar o sistema (S) significa dar os vetores a,b,c e d em IR etesol ver o sistema significa exprimir d como combinação linear dos vetores 9,b e e, na forma (+). As incógnitas €,Y,2 são 08 coeficientes numéricos dessa combinação. 
Se os vetores-coluna a,b,c forem não-coplanares, todo vetor dem Rº se exprime, de modo único, como combinação linear de a,b e c. Neste caso, o sistema (S) possui uma única solução, não importa qual seja o segundo membro d. 
Se, entretanto, os Vetores q,b,c estiverem no mesmo plano, o sistema não terá solução, a menos que d esteja nesse mesmo Plano. Ese q,b,c forem colineares, d lhes deve ser colinear também, para que (S) possua solução. 

4. Métodos de solução 

A) ESCALONAMENTO 

nto consiste em sub 
Seja equivalente 

qual a matriz A! 
quando o primeiro 
ta do primeiro ele 

stituir o sistema 
(isto é, que possua 

seja escalonada. Uma 
elemento não nulo de 

mento não nulo da linha 

) por outro (S') que lhe as mesmas soluções), no 
matriz diz-se escalonada 
cada linha situa-se à direi 

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATENÁTICA 

é i calonado. O sistema i i ão que (S') é um sistema es anterior. Diz-se então qui 
seguinte é escalonado: 

2: — 3y+ dz 
2y+3z 

dz 

1 
2 
8 

À a facilmente de baixo par: i escalonado resolve-se de xo para 

ima à último equação dá o valor de z. Substituindo cima: a G : e 

lor na segunda equação, encontra-se Y, escalonado equi 

P assar do sistema (9) para um sistema Da 
ã v: valente, substitui-se a segunda equação por pe a 

a. ã nos G; vezes a segun elimina o re 

na segunda equação. De modo análogo, a o usção, em * 

da terceira equação. Deixando em paz à prim o ciminado) 

mes o processo nas duas últimas (nas quais A usado 

para eliminar y na terceira equação e obter um si do 

. Por exemplo, se aplicarmos escalonamento ao si 
, 

obteremos o sistema escalonado 

6r+ 5y+ 42 = 47 
21y+ 242 = 183 

i á, =5 =3,2=2. o qual, resolvido de baixo para cima, dá 2 =5, 4 = 

B) RESOLUÇÃO MATRICIAL 

i ever o sistema 
i õ icial, que consiste em escr e 

A ad “Praticamente impõe a ui. 

(8) sob 1” E ta solução exige que exista a invers nóida por 

m mo s definição Al éa matriz que multiplicada por 

A de dio Toa itado a “matriz identidade a , , gu s linhas são 

, 
- 2 . Para que . é me 

Cgeieta que é E iadate A da matriz A seja diferente de 
suficiente que o 
zero. Se isto ocorre, então 

- As An —Amn 
al -Aj Ag da) , 

4 =a As —Azg Ag 
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onde o “determinante menor” A 
obtida de A pela supressão da i- 

Com esta fórmula para Ar! 

ii é o determinante da matriz 
ésima linha e da j-ésima coluna. 

» Pode-se efetuar imediatamente a multiplicação 4-!.D, obtendo assim expressões explícitas para as incógnitas 2,y,2. Tais expressões coincidem com as dadas pela Regra de Cramer, a qual será deduzida à seguir por meio de um raciocínio elementar, que não depende da teoria das matrizes. 
C) REGRA DE CRAMER 

Usaremos à notação det [u,v,w] para indicar o determinante da matriz cujas colunas são os vetores u=(0,8,7), v=(0",8! 51º) ew=(0",8",4"). Se (2,9,2) é solução do sistema (S), isto é, se 4 =g.a+y.b+z.e, de acordo com a interpretação vetorial, então as propriedades elementares do determinante nos permitem escrever 

det [d,b,c] = det[r.a+y.b+z.c, b, cj= 
= det[a,b,c]+y det [b,b,c] + 2 det [e,b,c] = 
=edet[a,b,e]+y0+2z0=z det [a,b,c]. 

Analogamente se tem 

det [a, d,c) = y det [2,5,0] e det [a, b, d] = z det [a,b,c). 
Se supusermos det [0,6,c] £ 0, obteremos 

e= ela] Dye det [a, d, e) | r= det [a,b, d] et [a,b,c] det [a,b, c] det [a, b,c] 
O conjunto dessas fórmulas é conhecido como a Regra de Cramer. 
5. Custo operacional 
para à rosie nlmente, à Regra de Cramer é o método consagrado Tesolução dos sistemas lineares. Vej içã 

at 
ejamos se essa tradição se 

Examinaremos inicialmente os três métodos acima sob o ponto de vista do que chamaremos custo operacional, Admitindo que as 
14 
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operações de adição e subtração tenham custo insignificante, veja 
arm ak es car 

mos quantas multiplicações e divisões são necessárias para apii 

cada um desses métodos. 

A) CUSTO DO ESCALONAMENTO 

São necessárias (4+4)+(4+4)= 16 multiplicações para 

eliminar z, 343 = 6 multiplicações para eliminar Y uma ivi o 

para obter z, uma multiplicação e uma divisão para a: nar j a 

duas multiplicações mais uma divisão para encontrar a . o tado, 

õ iplicação ou divisão usam-se 28 operações de multip 

um sistema linear 3 por 3 pelo método de escalonamento. 

B) CUSTO MATRICIAL 

i i iz 4. Isto imei determinar a inversa da matriz 

começa como “determinante de A. Desenvolvendo segundo uma 

iplicaçõ = det A. 
linha ou coluna, tem-se 9 multiplicaçãos para ii Toi deles já 

i êm os 9 determinan . 

fer ad na expansão de À. Sobram 6, cada um dos quais 

requer 2 multiplicações. Até agora são 9+12 = po ações: 

Depois divide-se cada menor Ai; por À: são É ivis E dei 

o cálculo de AT! tem custo 214+9=30. Fin mentos é produ 

A-1.D requer mais 9 multiplicações. Custo total: 

é Ta de 
Como veremos a seguir, esse é o mesmo custo da aserasão 

4 

Cramer, o que é natural pois, como Já observamos, 

. X=A"1.D coincide com a Regra de Cramer 

C) CUSTO DA REGRA DE CRAMER 

de- 
Para resolver um sistema 3 por 3 pela Regra de Cramer, de 

vem-se calcular 4 determinante» Usando 2 coma O E icações 

ermin mulé 

SR A O. “Em seguida, vêm 3 divisões. Custo 

total da Regra de Cramer: 36+3= 39. 

CONCLUSÃO: 

ara 8 as or to P istemas 3 3, o método do escalonamento tem cus 
ist por 3,0 t o 

28, enquanto o método matricial e a Regra de Cramer têm ambo 
, 

custo 39. 

16 
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Convém observar que o caso 3 por 3 
não é típico. Em muitas aplicações da, 
sistemas de equações lineares com dez 
milhares de incógnitas. Quando o nú 
diferença de custo entre a Regra de Cr 
e o método de escalonamento cresce 
cifras quase inacreditáveis. 

Não é difícil constatar 

» que estamos analisando, 
Matemática encontram-se 

enas, centenas, ou mesmo 
mero de incógnitas cresce, a 
amer (ou o método matricial) 
muito rapidamente, atingindo 

que o cálculo de um determinante nxmn pelo desenvolvimento segundo uma linha ou uma coluna custa aproximadamente n! (e— 1) multiplicações (e = 2,71828). Logo, o custo da Regra de Cramer num sistema de n equações a n incógnitas é (n + Di(e-D)+n, aproximadamente. 
Por outro lado, o custo do mesmo sistema de escalonamento, da maneira como o 2nº/3 + 3n?/2 — 7n/6. (Nesta nota, multiplicações que seriam neces 

não lidarem com frações.) 
Essas fórmulas mostram 

equações lineares com n incógri 
grandes de n, extremamente mais 1 do que pelo método do escaloname 

Para estabelecer um coniro métodos, imagine- mos um computador capaz de efetuar um milhão de multiplicações ou divisões por segundo. 

nxn no processo 
apresentamos, é de 
usamos o dobro das 

sárias. Isso foi feito para os alunos 

se, para valores 
aboriosa pela Regra de Cramer nto. 

nto entre os dois 

Usando o método do escalonamento, Fria um sistema 10 x 10 em 0,8 
de Cramer ele levaria 1 minuto e 

esse computador resolve- milésimo de Segundo; pela Regra 8 segundos, 
Vejamos um sistema 15 x 15. o com- Putador o resolveria em 2,5 milésimos de segundo. Pela Regra de Cramer, ele levaria 1 ano, 1 mês e 16 dias. 

Por escalonamento, 
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i sis- os que, no computador que estamos considerando, um 

tema d il e uaçõe iam mil incógnitas seria resolvido em 11 mi- 
mi É 2. 

nato ; lo método do escalonamento. O tempo necessirio. para nutos pe en o necessério. 

resolvêlo pela Regra de Cramer é simplesmente inimagin 

6. Considerações finais 

O baixo custo operacional já seria razão suficiente Ppue. a e 

aa A o ç Di o à Regra de Cramer só se 

apl am o em que det AfO, ou seja, no caso em que o sis- 

ua Dossei úsna única solução. Já vimos que são oito as posições 

relativas de três planos no espaço. À posição em que ese pano E 

i tam num único ponto é apenas uma das oi o dtodo do 

escalonamento não depende de nenhuma, ninótese so” re o term 
À . ; ega- 

add do forma” a z0, e, se for indeterminado, equaç , 

à equação 0.2 =. ds come 

ári i s em nossas escolas e 

Infeliemente, vário adia de Cramer em casos nos quale 

del o be- O. Dizem esses livros que se det [d,b, da det lo,d a = 

det fa 6, d] = det [a,b,c] = 0 então, como a Regra « e rame (mal 

li da) fornece z =0/0,4=0/0 e z=0/0, ema é indo 

termir é falso. Se os vetores a,b,c forem m P 

do outro mago et Tr d não for múltiplo deles, os 4 determinantes 

OS es o sistema é impossível. Para os autores desses a 

livros, o sistema 
g+2y+3z 1 

22+4y+62 =2 
32+6y+92 = 4 , 

= : e 
i i infinitas soluções. Seria o caso 

é i inado, isto é, possui in: so de 

odio a vaio autores que dessem exemplos de uma sequer de: 

soluções. | ale a Reza 

imagi método matricial e g; 
ã deve porém imaginar que o m gr 

de Cramer são desprovidos de qualquer interesse. Para terminar, 

direi algumas palavras em defesa deles. sc ncónits 

Em primeiro lugar, quando o número de equações e incógni m 
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é 3, como supusemos aqui, a economia operacional com o uso do 
escalonamento não é tão assustadora assim. 

Em segundo lugar, quanto ao método matricial, a expressão X = A-1.D sugere um tratamento algébrico das quantidades que ocorrem num sistema linear. Essa Algebra Matricial tem grande interesse matemático, sua utilidade indo bem mais além do que foi esboçado aqui. E, quanto à Regra de Cramer, as fórmulas que dão explicitamente z, y e z em termos dos coeficientes ai, b;, ci e d; têm importância teórica Pois permitem, entre outras coi- sas, avaliar o grau de mudança dessas respostas £,%)2z quando se perturbam, ou se cometem erros nas medidas que fornecem, os coeficientes Gi, bi, Ci, d;. 

Para concluir, 
veio abrir caminho 
lineares, além das 
métodos iterativos, 
lineares. 

cabe ressaltar que 0 advento dos computadores Para novas técnicas de resolução dos sistemas mencionadas aqui. Entre elas destacam-se os 
cuja aplicação abrange também os sistemas não- 

OBSERVAÇÃO 

Segundo me informou Eduardo Wagner, o seguinte processo misto é fre- quentemente empregado para resolver sistemas 
e 

3X3: usa-se a Regra de Cramer para determinar uma das incógnitas, digamos 2, Em seguida, substitui-se em duas equações o valor encontrado, obtendo um sistema em Ye 2, o qual pode ser resolvido facilmente Por um dos métodos conhecidos. 
Este processo é mais rápido do 

lam apenas dois determinantes 3X 3 
constata facilmente, 

que a Regra de Cramer Pois nele se calcu- 
+ em vez de quatro, Na realidade, 

Em pri- 

sistema seja diferente de zero. Em segundo lugar, para sistemas Com um número n de incógnitas maior do que 3, seu custo operacional 
grandeza de nf, torna-se tão Proibitivo quanto 

NOTA 

A idéia de escrever sobre q 
carta enviada à RPM, em 1989 
alertando para o emprego errô; 
corrente. 

+ Que tem a mesma ordem de 
o da Regra de Cramer. 

ensino de sistem as lineares remonta a uma » Pelo Professor Paul lo Argolo, do Rio de Janeiro, 
amer em alguns textos de uso 

18 
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SOBRE FRAÇÕES PRÓPRIAS, IMPRÓPRIAS 

E APARENTES 

Seiji Hariki 
IME-USP, São Paulo, SP 

arti- 
Nesta nota trataremos de um assunto Do enter a 

i Matemática, a saber, à divergê utores de 

iv do didád cos nto às definições e categorizações de obje o = 

temáticos Aqui focalizaremos a divergência quanto à c 
emáticos. 

Do oveitaremos o ensejo para sugerir uma construção significa- 
Pp 

Eq . . s 

tiva do conceito de fração imprópria. 

1. Classificação de frações 

i õ ões de três grupos de ficações de frações Vamos comparar as classi 

autores de livros didáticos: . 

O o A de autores classifica as frações em: ado 

ção | numerador é menor do que o denominador; o , : inador: 
numerador é maior ou igual ao denominad ; 

, dor é um múltiplo do denominador. 

— fração própria: 

- fração imprópria: cer 

ã te: o num: 
— fração aparea ; tem um aspecto positivo e dois negativos. Por 

Puta dao ootomia, contrapondo fração própria af ce 
um lado, ela fas uma fração, ou ela é própria, ou ca é ae ri 

Tal oposição está conforme a linguagem comum, na q 

significa precisamente a negação e a em 3 classes não é per 

divisão das A S 

: Por quiro lado "Jas frações aparentes tem interseção com à das 

a goaias Por exemplo, 19/19 é uma fração ao 
ag . 

19 
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tempo aparente (19 é múltiplo de si mesmo) e imprópria (o numera- dor e o denominador são iguais a 19). 
Finalmente, segundo essa classificação, a fração O /1 é, ao mesmo tempo, uma fração própria (o numerador é menor do que o denomi- nador) e uma fração aparente (o numerador é múltiplo do denomina- dor). 

O grupo B de autores classifica as frações em: 
— fração própria: o numerador é menor do que o denominador; — fração imprópria: o numerador é maior do que o denominador; — fração aparente: o numerador é um múltiplo do denominador. 

Esta classificação tem, a nosso ver, três defeitos: 
(a) ela não dicotomiza própria imprópria, Pois, em Matemática, ao contrário do que ocorre na linguagem comum, a negação de menor é maior ou igual a; (b) a classe de frações aparentes não é disjunta da classe das impróprias: (c) a classe das frações aparentes intersecta a classe das frações próprias. 

- O grupo. de autores apresenta a seguinte classificação: — fração própria: o numerador é menor do 
ão E i 

que o denominador; — fração imprópria: o numerador é maior do que o denominador mas não é múltiplo do mesmo; 
— fração aparente: o numerador é um múltiplo do denominador. 

é zero, que seriam tanto próprias como aparentes, Além disso. o problema da nomenclatura Permanece; uma fração que não é própria não é, segundo esta classificação, necessariamente imprópria, Observamos que os três Brupos concordam qu de fração própria e aparente; no demais, elas dive exemplo, para 0 grupo A, 5/5 é uma 
para os grupos Be C, ela não é. Quanto à fraçã A e B concordam que ela é imprópria, 

E aí, como é que fica? Qual classificação se deve escolher? Qual delas é correta? Ou será que tanto faz? 
Do meu ponto de vista, 

e impróprias. Frações Próp 

anito às definições 
rgem entre si. Por 

deveríamos dividir as frações em próprias Tias são aquelas que são maiores do que 
20 
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O e menores do que 1. Todas as gruas fase ao to as 

penas ie aparentes, que Tão aquelas que representam 

ie Ceres ã representação (numerador e denominador), as de- 

içó i d seguintes: 

a do pognias o numerador é menor do que o denominador e é 

diferente de zero; o ado 

fração imprópria: o numerador é maior ou igual ao denominador 

ou igual a zero. no o. . 

Como caso particular de fração imprópria, ao or . 

— fração aparente: o numerador é múltiplo do deno . 

2. Como ajudar os alunos a construir significativamente o 

: conceito de fração imprópria? 

i ão: a A fração própria refere-se ao conceito usual Je Bis Para 

a maioria das pessoas, fração é uma parte do to oo ato 

Aurélio cita como exemplo fração de segundo (que e a ão 

do segundo, algo menor que um segundo). jeto ques é É q Su ação 

no sentido usual corresponde ao que, em Matemática, 

fração própria. . Jo 

Um problema didático difícil é o di posa lo º 

ão i ópria: tido atr: , conceito de fração imprópria: que sen | 

fração 5/2? o 

õ ienifica 5 vezes 1/2. Por exemplo, ituações, 5/2 significa o, 

um gatão comeu 5/2 de torta, isto é, 5 metades de torta, que, 

! i a. 
ponto de vista matemático, é igual a 2 tortas e mei por exemplo 

E tras situações, 5/2 significa metade de 5. Po exe lo, 

dona Maria quer distribuir equitativamente 5 pedaços de p ao a 

seus dois filhos. Ela certamente vai dar, para cada um, 

  

ja?, ópria”, “aparente”, no início do 

NR O uso dos dado de enfatizas a diferença entre o significado 
aprendisad 9, decorre da neo e o seu significado em Matemática, por a ze 

de “ração” na língua e muito destaque, uma vez que, passada a fase inici | 

aprendizado, ele diam de ser usados. O fato de um número racional ser maior, 

a era dum nada tem de especial (salvo em problemas específicos). 

a 
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inteiros e mais a metade do quinto pedaço. 
5/2 pedaços de pizza. 

Em resumo, 5/2 pode, 
das duas coisas: 

5 vezes 1/2 (5 metades) ou 

Assim; cada filho recebe 

de acordo com o contexto, significar uma 

1/2 vezes 5 (metade de 5). 
3. Frações e medidas 

Uma conexão que se poderia fazer, livros didáticos de hoje, é entre 
comensurabilidade de segmentos. 

mas quase nunca é feita nos 
frações impróprias e a questão da 
Mais precisamente, o conceito de fração imprópria pode ser construído a partir do problema da com- paração entre segmentos (segmentos comensuráveis). 

O problema geral seria o seguinte: sejam dados dois segmentos AB eCD, tais que AB é mais comprido do que CD. É possível medir AB, utilizando CD como unidade de medida? 
Em caso afirmativo, CD caberia um número exato de vezes em AB. Em caso negativo, perguntaríamos: é possível dividir CD num número finito de Partes iguais, de modo que uma dessas partes coubesse um número exato de vezes no Segmento AB? Em caso afirmativo, veríamos O aparecimento de uma fração imprópria m/n, com m maior do que n (m/n representaria neste caso m vezes 1/n). 
E claro que se mudarmos 

1/r como uma nova unidade, 
com m variando no conjun 
Teceriam, de modo natural, as frações aparentes (quando m é um múltiplo de n). 

Uma questão que ficaria “pendurada” é a da existência ou não de segmentos não-comensuráveis, um mistério a ser desvendado em cursos mais avançados (v. RPM 5, PP. 6-11). 
Desse modo, seria dada uma interpretação Eeométrica aos con- ceitos de fração imprópria e fração aparente. O que a maioria dos au- tores de livros didáticos faz é i ir tais frações num Processo de classificação, 

Tepresentação simbólica, ou à relação puramente aritmética de um número ser múltiplo do outro, ou então Propondo uma operação fisicamente impossível como a de dividir uma pizza em 5 pedaços iguais e comer 8 deles... 
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FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS E 

LEIS DA TRIGONOMETRIA 

Wu-yi Hsiang 

Universidade da Califórnia, Berkeley 

APRESENTAÇÃO 

ado matemático de origem chinesa, porém 

Wa-yi Haiang é um conceitua professor titular da Universidade da Ca- radicado nos Estados Unidos, onde 
i ia, em Berkeley. . hérnia, 15 anos, Wu-yi e sua esposa Mirtle voltaram 

o ministro da Educação e lhe propuseram eiro lugar, do ensino da Matemática visando, em ao imo século e, adaptado à escola secundária chtea fática na China. 
d 

' em . i e 
uma ora ido o apoio imediato e entusiástico do ministro, o projeto 

Tendo rece! : áticos e uipe de matemáti Cera imentalmente com uma eq tividade 
Virá Hniang andários do oito. escolas e floresceu, tornando-se uma à 
professores secundários tes e escolas. 

de participar 
desde 

o o Mile Cam visitado & China durante três meses por ano, 
u-yi e 

1978. 
vo currículo foram escritos 

Durante esse período, os textos contendo o novo for 

e di as vezes, a partir da concepção original de Wu-yi, com base 
reescritos divers: , 

-, já teve algumas vezes no Brasil, em visita ao IMPA. Numa dessas 

Wu y1 essev. 
i eu 

aduzi do chinês para O inglês um capítulo de seu livro e o oferec 

ocasiões, traduziu . o 

4 presente v: ortu uês, feita pelo Professor Alberto Aze edo, 

te versão para O portug , 
. vi 

é apresentada aos nossos leitores, para que tenhamos conhecimento
 dessa re- 

p. 

agog 
j república 

ao ped ógica que resultada colaboração ha
rmoniosa, na grande rep 

novaçã 
bo: 

d 

i jonais e professores secundários. 
da China, entre matemáticos profission p a os Lima 

am à China. Lá procuraram 

a cioso projeto de reforma 

organizar um currículo 

em última análise, 

23 
REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMÁTICA 23, 1993



  

  

1. Introdução 

Neste breve artigo discutiremos a origem e o significado de duas funções trigonométricas básicas: à função seno e a função cosseno, e duas leis fundamentais da trigonometria: a lei do seno e a lei do cosseno. Historicamente, o seno e o cosseno foram introduzidos 
m triângulo retângulo. Entretanto, de um ponto de vista funcional moderno, é mais natural considerar as funções seno e cosseno como as funções definidas no círculo unitário. No sistema de coordenadas car- , tesianas do plano, o círculo unitário | y é descrito usualmente pela equação P(x,y) 

Pry=l. (1) 

Por outro lado, se um ponto P o A parte de A(1,0) e caminha sobre o círculo unitário com velocidade uni- tária, é claro que suas coordenadas T e y são funções do tempo + e são exatamente o par de funções trigonométricas, a saber: 
» 

  
FIGURA 1 

z=cot e 
À equação (1) pode ser considerada como uma descrição está- tica do círculo unitário, enquanto que o par de equações (2) for- nece uma representação dinâmica d 

Y=sent. (2) 

lares fundamentais. 

Na Geometria Plana, círculos e triâng tricos básicos, simples, dos mais fundamentais. Veremos (82) que o par de funções seno e cosseno fornece as ferramentas analíticas adequadas para o estudo de várias Propriedades do círculo. Já as leis do seno e do cosseno (83) mostram que estas funções também fornecem as ferramentas bási cas para a análise quantitativa das diversas propriedades geométri icas dos triângulos, Assim, as duas 

ulos são objetos geomé- 
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i igonometria constituem i étri as duas leis da trig; i ões trigonométricas e > eds euanto 

a iceroE único que engloba tanto a geometria dos gíreulos quanto 

dos triângulos, fornecendo uma base firme par 
a 2 

Analítica. 

étri básicas do círculo e as iedades geométricas círculo e & 

* Piobriedades funcionais básicas do seno e do 

içã harmo- ão, por definição, um par harz 
ões seno e cosseno são, P > um par bamo 

j o a anto elas representam um dos moviment o periódicos 

mais | and ntais, a saber, o movimento circ a io 

anitiat Consegilentemente, é bastante natur ue 5 Proprie 

o 
2 . ijonais básicas do seno e o sejam como quo 

um Sdusão ( e., correlação direta) das propriedades £e ométricas 

Pás ns o cir ulo unitário. Daremos a seguir um sumãs jo conciio 

da corre y ão existente entre as propriedades tie 

ão 
. + 

. 

uitádio e: as propriedades funcionais do tono e 

(1) Drtyp=1 e cost +sen*t=1. é 

o Í itário os teorem 
(ii) A simetria por rotação do círculo unitário ii 

de adição das funções seno e cosseno. cs angulares de eum) 

j +, os parâmetros an 

di 
vamente. Ca Blau) é C'(zh,y), respecti e codes 

Com s triângulos OBC e oB Pp 
º : , ão congruentes, , iente, isto é, serao i- 

cosa otação conveniente, im, tanto o compri 
coincidir RE go (ts -“t)=(g- “o Gulo O BC dependem 
Se, e som as tentada do triân, 

ou- o a área orientada é ulares, ou, em mento Pe diferença entre seus parâmetros a átricos são funções 
somente da di tes dois invariantes geom te calculá-los consi- tras palavras, es 1 Portanto, é convenien C"(e!t,y!!) com 
de (ta-ti) somente. em que B" = A(1,0) e 2242 derando o caso especi . H =0,t]=ta-t. Temos: 

Com esta notação, 

  

ambém os mais 

tar que 08 movimentos circular
es ao 

à 

É interessante nO! 
8 t 

ivilização industrial 
to periódico das rodas do qual a civilizaç 

úteis, como o movimen 
te. moderna depende constantemen 
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B(x,y,) 

Cº (x2 8) 

Cc (xa, Yo) bs 

to (taty) 

o penta 

A(4,0) 

B'(xy. y)) 
C'(x2,92) 

FIGURA 2 
2 — 

BC =(m -m)+(w- mn)? 
= (cos to — cost)? + (sent, — sen ty)? 
=2-2(costo cost; + sen tasent) 

AC" = 
É 

(cos(ta —t)— 1)? 4 (sen (te-n)-0) 
=2- 2cos(t, — ty), 

º que demonstra a fórmula de adição para a função cosseno: 
cos(ta — ty) = costa cos th +sentosent, (3) 

Analogamente, pela fórmula usu se indicarmos a área do triângulo al para a área dos triângulos, 
B C por AABc, teremos: 

    

1 Aobc = À cost; cost, 1 
2 |senty sento | 5 (cost sen ty — cos tasenti) 1 

Aoac" = 1 1 cos (tz =t) -1 2/0 sen(t;—n)|= 55n(t — 4), (4)     
O que demonstra a fórmul i a de adição para ã à função seno: 

sen(ta — ti) = sent; cost) — cos tasenty (4º) 
26 
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A breve discussão acima mostra que, tanto para o seno quanto 

para o cosseno, Os teoremas fundamentais de adição são conse- 

qiências diretas das definições e da simetria por rotação do círculo 

unitário. 

(iii) A simetria por reflexão do círculo unitário — as fórmulas 

que “convertem somas em produtos”: 

  

  

  

        

cosa+cosf= 2 cos SÊ os SÉ 

cosa — cos = —2 sen LÊ sen SÊ 

B Sb (5) 
sena+senf= 2sen 2 cos —— 

sena -—senj = 2 cos SÊ sen E . 

Embora as fórmulas acima possam ser facilmente deduzidas de 

(3") e (4!) por manipulações algébricas, à demonstração geométrica 

que daremos a seguir mostra que elas estão diretamente relaciona- 

das à simetria por reflexão, tanto do círculo quanto do triângulo 

isósceles. 
A (cos «x, sen &) 

    

D. (son StÊ 1608 stB) 
a 2 2 D, (cos S58, sent) 

AB (cos P,sen P) 

Bl(-cos g , -senp) 

  
FIGURA 3 

Como indicado na Figura 3, 0 triângulo OAB (respec. tri- 

ângulo OAB") e o círculo unitário são ambos simétricos relativa- 

mente à reflexão em torno do diâmetro OM, (respec. OM»). As 
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coordenadas do ponto médio Mi (respec. Ms) de AB (respec. 
AB") são dadas por 3 (cosa+cosf) e 1(sena+sen 8) (respec. 
à (cosa -— cosf) e à (sena — sen 8)). Por outro lado, o compri- 
mento de OM, (respec. OMs) é igual a cos aê (respec. 
sen 2). Consegiientemente, suas coordenadas são também 
iguais a cos «8 (respec. sen 2) vezes as coordenadas de Di 
(respec. Da). Isto fornece as Equações: 

  

              

1 
— 

3 (cosa + cos) = cos SÊ cos 2+Ê 
1 

— 
a(sena+senf)= cos* Ê sen SÊ 2 

2 2 ( 5") 

q (cosa — cos 8) = —sen SÉ sen aii 
1 

-— 
a (sena — sen 9) = sen à Pes atê 

A demonstração acima mostra claramente o significad étri das fórmulas (5). É o fsomÉtnioo 
(iv) O significado geométrico das fórmulas do ângulo-metade. 
No caso especial em que 8=0, a primei i õ 

de (5) fes » à primeira e terceira equações 

1 

ploa+l)=co!S o cosS 4 > É “ig
 Wú » 

1 

3 (1- cosa) = sen? > seno =+,/ I-cosa 

  

Como indicado na Figura 4, o triângulo OAC é; tanto, Ã= Ê = 2 Ademais, su é Isóscelos à PoE 

tg E - AH — sena , 2 CH 1Itcosa: (6) 
Usando (6' identi 

i i 
pondo (6) e à identidade cos?a + senta = 1, deduzimos facil- 

28 
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Alcos a sen o)    1 Dia 
SOS 1 +tg? (0/2) (6º) 

1-tg?(a/2) c ls E . 
cosa = ———— "o. 

I+tg?(a/2) 

que são de grande utilidade no cál- 

culo das integrais de funções racio- 

nais de senz e cosz. 
  

FIGURA & 

3. As leis da trigonometria e a análise quantitativa dos 

invariantes geométricos básicos dos triângulos 

Um triângulo tem três ângulos e três lados, usualmente co 

nhecidos como os seis elementos do triângulo. indicareno os rés 

ângulos do triângulo ABC pelas letras 4, B,C ep , D, 

os comprimentos dos respectivos lados opostos. 

(i) A LEI DO COSSENO 

As condições de congruência tais como L.A.L. (lado, daguio, 

lado) e L.L.L. (lado, lado, lado) mostram claramen' e qe o a 

elementos de um triângulo estão relacionados funcion mer te e 

exemplo, L.L.L. implica que os três ângulos são unçõe do 

dos. A lei do cosseno fornece expressões explícitas dos go 

ângulos como funções dos lados. Considerando a proj s gas 

nalde AC ede BC sobre AB, vemos que c = vco 

De modo análogo, obtemos: c 

c=bcosA-+acosB 
b a 

b=acosC+ecos4 (7) 

a =bcosC+ccosB A — B 

(versão primitiva da lei do cosseno). FIGURA 5 

Cc Õ i o sistema de três 
i i de equações acima como um a do é 

onsiderando o sistema 1 

equações lineares nas variáveis cos A, cos B e cos Cc e coefcientis 

a, b e ec, obtemos à seguinte solução, que é a versão explicita da 

, 9 
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lei do cosseno: 

  

  

b? + e? E a? 

cos À = SS Dio 

Dn d2 pd coibã (7) 
2ac 

ae +b oc 
cosC = sd ' 

(ii) A LEI DO SENO 
Como indicado na Figura 5, a área do triângulo ABC, que indicaremos por A, é igual à iAB “CH, isto é, 

ch c-b-senA senáÁ 24A =>— = í =— 8 a 2 2 Bs Gal, a abe (8) 
e, portanto, obtemos a lei do seno: 

sen4 senB . senC er fe , 
a b cabe: (8) 

à 

  

  
  

8 q 

Daremos, a seguir, duas outras demonstrações da lei do seno. 
Segunda demonstração: 

Podemos expressar sen? À fa?, em função dos lados, da se- guinte maneira: 

  

sen? À “1-cos? À = Abe? “(Bye a? 
a? a? 

  

  

4a?bie? Si a 2(a?b? E b2e? + cia?) ear (a! +b! +et) (8 ) 

402b2c? 

Como a expressão acima é simétrica em relação a a, b, c, é claro que 

sen? A sen?B sen?C 
oq soa 

e, portanto, visto que sen À, sen B e sen(! são todos positivos: 

senA senB senC 
a b c 
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Terceira demonstração: E 

Como indicado na Figura 6, BA é 

um diâmetro do círculo circunscrito 

ao triângulo ABC. am 

mente, A= A' eotriângulo A'B 

é retângulo. É claro que 
1 

a 
senÃA=senA'=5p 

  

onde R éo raio do círculo circuns- 

crito. Logo, 
FIGURA 6 

senA senB senC 1. 

ara b vir 2R 

.- 

Observação: As três demonstraçõe E 

dos geométricos distintos para à Taz 

  

em três significa- s dadas fornec O 
sena — sen B = senc, a 

a 

  

saber: 
4y11/2 1 Za?) = (at bic) | o(ab? + b2e? + cia”) 

2R da (de Zabe abc 
: ão iguais e : átricos são lgu aa s antes geométri ” três invarl e expressa emente, estes : Heron qu 

a ni com o subproduto, a fórmula de obtemos assim, 
unção do os € o ula p a O ralo R do círculo 

f ç s lad a f Tm ar: 

a area em 

  

  

circunscrito: 4 
(a?b? + bic? + cla?) - (at + bt + el) ii 

A = 16 atb+c 
=s(s-a)(s—b)(s—0) onde s= 92 

10) abe ( 

) a 
LO INSCRITO 

ÓRMULAS DO ÂNGULO-METADE
 E O CÍRCU pao 

Ti 
ito sã is círculos ge (iii) As E Er s circunscrito e inscrito são a raro 

Mae jad ao triângulo de uma maneira T de 

di ndo aeb comum dos três eixos de simetria ; 

centro é a interse 
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enquanto que o centro do círculo inscrito é a intersecção comum 
dos três eixos de simetria dos ângulos. A fórmula (10) expressa 
o raio R do círculo circunscrito em termos dos lados e da área. 
Analisaremos agora a configuração geométrica que está associada 
de maneira natural ao círculo inscrito. 

Como indicado na Figura 7, 
A = AABC e 

= ÁoAB Ei AoBc E Ãoca 

r(cta+o) 
=  CQTIeaadi e 

Segue-se que 

r= E = (8-a)s — bs —c) 

Sh 8 
(11º ç Ademais, se indicarmos por É 

(respec. y, 2) o comprimento das 
duas tangentes ao círculo inscrito, 
traçadas a partir de A (respec. 
B, C), teremos: 

T+ty=c ER 

yv+2z=a > fu=s5o 

  

FIGURA 7 

  

  

z+r=b Ea pe (12) 

Portanto, 

ás É = (8-b)(s-e) 
2 S— a s(s -a) 

É F — o)(s— 

a mo E eso (13) 

tg e = a Pe) 
2 s-e— | SRS E 

A partir deste ponto é fácil deduzir 
s 

as fórmulas para o seno e O cosseno do ângulo-metade; por exemplo, 

sites 1 ES 
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Obtemos: 

—b)(s—c 
A s(s—a) sm A a (s E ) 

ea” be 27V c 
= — c 

B s(s—b) senso (s—-a)(s—c) 

St 2 T ac 2 ac 

C (s-a)(s—b) 
Co s(s—c) sent = a . 

ba 2— ab 

4. Observações finais 

i ã funções trigonométricas 
i e discussão sobre ) nométi 

ai bservações adicionais. 
i o 

e leis da trigonometria, faremos algumas 

(1) Geometricamente, cost y 

  

  

P(cost, sent) 
é o comprimento orientado de E 

OX que, por sua vez, é a proje- asi 

ção ortogonal de OB; já sent é | N 

o dobro da área orientada do tri- : à : 

ângulo OAP. Assim, é bastante 

natural que a demonstração da 

lei do cosseno tenha usado apro 

jeção ortogonal de um triângulo 

sobre seus três lados io 

imei tração da lei e a primeira demons ê da 

do seno, a fórmula da área de um FigU 

a ã ma de adição da função 
tração do teore a func 

mente, a demons 
Rad 

ga a decomposição ortogonal do asa neh 4 q 

E de Pitágoras, enquanto que à do teore 

á iângulo. 
função seno, a fórmula da área de um triâng 

. 
2 d d 1 . 1 4 . 

. . . 

(ii) A pr jmeira demon
stração que emos da lei do seno é a ais 

natural das tres apresentadas. 
Não é necessario saber a forma final 

i imei onstração; 
i descobrir O caminho da primeira dem ção; 

ga er A senA — SenB . SNC cimplesmente surge 

ã 

ec 

m ESTAD b À ral. Por ou- a a aç osta natural para à abordagem a Ea a ds 
como pos Do que erA — h - senc, 

tro lado, se já se sabe q ni ão não 
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há dificuldade em calcular, utilizando a lei do cosseno, o valor co- 
mum acima em termos apenas dos comprimentos dos três lados, e 
a resposta final deve ser uma função simétrica de a, b, c! Esta é 
precisamente a segunda demonstração. 

(iii) Como já observamos no início, as funções seno e cos- 
seno formam um par harmonioso pois juntas representam o mo- 
vimento periódico mais fundamental: a Totação circular com ve- 
locidade unitária. A rigor, podemos até formalizar este casamento matemático do seno e cosseno dentro do contexto dos números com- plexos. Se E(t) = cost+isen é, as fórmulas de adição das funções seno e cosseno podem ser unificadas numa fórmula simples e precisa: 

E(ty) E(ta) = (cost; +isen th)(costa + i sento) 
= (costycost; — 

= E(t + t2) . 

Enfim, cumpre-nos observar 
El +ta) é formalmente a mes 
terística da função exp 
eflet = exit, 

a base para a intro 

sentisenta) — i (costisent; + costysen ty ). 

que a fórmula E(t;) E(t)) = 
ma que dá a propriedade carac- 

onencial, a saber, a regra dos expoentes 
Ela é a famosa fórmula de Euler e é também 

dução do conceito de expoentes complexos. 

  

  
Mm MAGICÁLCULO N 

O colega José Carlos Gomes de Oliveira, d o 

nho, PR, abordando o uso iveira, de Jacarezi 1 da calculadora em sala de aula, Propõe a seguinte atividade: 

tendo um número de 6 algarismos, 
— À seguir, peça que eles dividam o nú 

cessivamente, por T,porlle por 13 
Todas as divisões serão “exatas” e o resultado final surpreendente. Será um magicálculo , 

à 
--- até que algum tram consiga desvendar o mistério. Aí a E 

mero obtido, su- 

  ar Matemágica se transforma em Matemática. 
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INEQUAÇÕES-PRODUTO 

(o método da “marcha a ré”) 

Abram Bloch 

Anglo Vestibulares, SP 

1. Introdução 
a 

Dedico e ofereço este artigo aos meus colegas, professores de Me 

e do 2º grau. Pretendo, deste modo, prestar min ode 

omencoro à sto mrupo de denodados e sacrificados luta ore Na 

pool do aber rupo ao qual me orgulho de pertencer há m 
pro , 

inquenta anos! 
. = 

o Pretendo apresentar um método simples para a resolução dee 

DADO inequações-quociente. Apesar de simp atas 

da odio bem fundamentada do ponto de vista o 

ome É “ ré” — deixo S van 

após. dao a a emplacou, e por isso foi con- 
após as Pp 

neo 
justificação dos 

éri rmar que a justificação « 

De mio a Colução je de les produto se baseia essencial. 

pq dades de funções contínuas (mudança e ei ao 

e eae raiz) Pois bem, essa explicação ou justificação, q 

é legítima no) O altivo, está condenada a permanecer nesse 

o dos no ão usa recursos de análise por demais refina os 

id a Matemática em escolas do 2º grau. Ao contrário, 

 demonstraçã pr validade do método que venho propor está ba- 

s do enfeamente em propriedades algébricas elementares (baseia-se seada uni 
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nas propriedades do conceito de ordem no corpo IR dos números 
reais). 

Sobre a vantagem em agilidade do método proposto, comparado 
ao método tradicional, não me parece haver dúvida. Pelo método 
tradicional, resolve-se a inequação A.B-.C.D > 0 analisando o 
sinal de cada fator em cada intervalo determinado por duas raízes reais consecutivas (que poderão ser em número de oito, quando os fatores À, B, Ce D forem funções quadráticas), enquanto que, pelo método aqui proposto, estuda-se o sinal do produto A-B.C.D num único intervalo. 

O prof. Glenn Albert Jacques Van Amson, do Anglo Vestibula- Tes, e eu mesmo publicamos uma apresentação didática do método, dirigida a alunos do segundo grau, 

2. Sinais de um polinômio 2 real cujas raízes são todas reais 
e simples 

Consideremos uma função polinomial f(x) definidaem IR da forma e do tipo seguintes: 

Hx) = ao(z = ri(z — ra)ee(z— Ta)» 
onde & E R*, z é uma variável real e as raízes risr2,.cefn são números reais, distintos dois a dois. 

As funções polinomiais f(x) descritas acima serão chamadas Polinômios reais com todas suas Taízes reais e simples. Podemos supor que m<rc<, ** < Tn sem perda de gene- 

  
  

ralidade, Então, as n raízes (com n EIN “) determinam n+1 intervalos abertos, como segue: 

h h 13 
1, Ta+ 

DDD 
TT —, A .. o 

m 72 r3 Tn ra z 

Um dos segredos para agilizar a demonstração consiste em representar esses intervalos de maneira Prolixa; em vez de h=(zeR|z<rn), queéu ma maneira correta, notação, também correta, m 
Usamos a seguinte as redundante: 

h=(seRi(s<r)A(z<m)A e. A (z<ra)). 
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à á indicado 
De forma análoga, o intervalo J,, com 2<p< " ne e ado 

como se faz comumente, Ip = (z€ R|rp-1 <2<rp) 

denotado como segue: 

L=(zeR|(z>"m)A (2>ra)A cc A(Z>ro-a)A 

(e<r)A(e<rmA A (e < rn). 

O último intervalo, In+1, será expresso assim: 

hn=treR|(z>r)A (e>r)AceA(r> ra). 

i saremos 
Com essas considerações, deste ponto a a de nozes 

. indicar qu f ecutivas para indic ; a 
TO as bém usaremos o termo intervalos consecutivos par 
frpjrp+i). Também usa alos (Ip, Ip+1)- 
indicar qualquer par de intervaios 1º» observar que as inequações imi vamo = estas preliminares, inequações 

Pnad 0 são equivalentes e, do mesmo modo, cido que o 
t<reg-—r > 0 são equivalentes. Assim, fica esta a 

—s . se ' 

inte vale 1 com 1<p<n, pode ser descrito como segu intervalo Jp, = 

. — rp-1>0)A 
I, =fzeRl(z-n>0)4

(2-m>04" A(g—rp-a 

o 
— tra <0). 

(e-re<0)A(r- rn <OA A (E r ) 

3. O sinal de f(z) no intervalo J> so 

Vamos retomar o polinômio descrito no 3 4, 

Ha) = ao(a — me — ra): (2 ra), 

mesmo intervalo 
e atribuir a x dois valores u € V Ro: num 

u)» : 
I,. Analisemos, agora, O produto f( 

cu) = 00: [Itu "9 e 10) =00- [oro 
i=1 

iati i multi- 

Mm do as propriedades associativa e comutativa da 
Empregando 
Pplicação, obtemos: 

Feu) Hu)=00"" IH [Cu = "(o — ri). (+) 
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Voltemos, por um instante, à descrição de Ip dada no $ 2: se, para 
um certo à, tivermos u-—r;> 0, resultará também que v—-r;>)0. 
Do mesmo modo, se, para um certo i, tivermos u- r;<o0, resulta 
também v—r;< 0. Ora, isto constitui uma prova que se verifica: 

(u-rd(v-r)]>o, para todo é, iE IN, I<i<n. 

Além disso, ag? > 0, pois ap E IR*. 
Segue que o segundo membro de (*) é um produto de fatores 

todos positivos e, portanto, f(u) - f(v) > 0. 
A desigualdade demonstrada acima cons titui a tese do seguinte 

teorema: 

TEOREMA 1: Seja f(x) um polinômio real com todas as suas raizes reais e simples, Seja 1 qualquer um dos intervalos descritos no $ 2,eseja zo um elemento qualquer de I. Nessas condições: 
se f(zo)>0, então f(z)>0, para todo 2 € I; se f(zo)<0, então f(z)<0, para todo z E I. 
Isto é, dentro de 1 » f(z) não muda de sinal. 

4. Sinais do polinômio f(x) em intervalos consecutivos 
Voltando ao polinôm io 2) descri . 

f(x) do seguinte modo: Hz). descrito no $ 2 vamos detalhar 

Hx) = ao(z — m)(a — ro)». . (x — Pp -ro(z — Tp41) ... (z — Tn) . 

Desta vez atribuiremos à variáv , € el x dois valores a intervalos consecutivos: « EL evel 
Como no $ anterior, iremos obter o ei nal I 3d inal do pr . e, para isso, vamos explicitar os seus fatores do denqudo a 1) flu) -f(v) = 

p-1 

=. Ico rio ri). [Cu — Polo — ro))- NI (Cu — ro(o— ro. 
o i=p+l 

Com relação ao segundo membro, observe-se que: 

“er pertencentes 
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2>0 - de aq E R*, tem-se que 9" >0D, 

— para todo ie WN, talque 1<i<p-l1, temseque “>r; € 

v>r; (pois vel e vE Ip+1) e, portanto, segue que: 

p-1 

[tu = "Mv-ridl>0, 
i=l 

el I<i<n, temseque u<r; e 
— para todo i E 1, tal que p+ S 

) <ri;, (pois u é L, e vE Ip+1) e, portanto, segue que: 

n 

[lu roto-rdl>0; 
i=p+l 

- resta analisar o produto (u— rp)(?— rp). Ora, 

=> v-rp>0. 
vEL=>u-r,9<0 e vela 

— 0. Logo, (u-rp)(v—rp)< o 

Dessas quatro observações, podemos concluir que 

Fu) + F(v) <0. 

i a: 
Fica assim demonstrado o seguinte teorem 

) um polinômio real com todas 
TEOREMA 2: Seja f(z e sejam Ip e Io dois 
as suas raízes reais e simples, dam de A at 

intervalos consecutivos quarsquer. ; 
valores 

f(x) terá sinais contrários. Isto é f(x) assume 

ár) jável z passa 
éricos de sinais contrários, quando a vari Pp 

de um 
ervalo consecutivo. 

de um intervalo a um iné 

5. Considerando os dois teoremas 
o 

onstrados nos itens anteriores habilitam- 

o polinômio f(z) descrito no $ 2 muda 

assa de um intervalo a um intervalo con- 

da ou à sua direita, indiferentemente). 

Os dois teoremas dem 

nos a afirmar que o sinal d 

alternadamente quando % P 

secutivo (situado à sua esquer 
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Ora, isso permite obter a distribuição completa de sinais de f(x) 
em IR -— (ry,ra,...,fn), bastando conhecer as raízes e o sinal de 
f(x) em apenas um valor de x escolhido em qualquer dos intervalos 
L. 

Exemplo 1 

Dar a distribuição de sinais do polinômio 

Ha)=14(z-5)(z+3)(7-42)(z+1), zER. 

Resolução: 

Inicialmente vamos reduzir f(x) à forma descrita no $ 2: 

Ha)=14(2-5)(2+3)(-4)(z—- 2)(z+1), ou seja, 

H=)= -56(2+3)(z+1)(z— D)(z—5). 

As raízes, que são —3,-1, i e 5, determinam os intervalos descritos 
abaixo: 

h h l h K 
da a Êa Is 

no - a ue 

L T 

- = í 5 
  

Vamos escolher (arbitrariamente) « =0 (0 pertence a f3). 

HO) = —56 -(=5)(3)(-5) (1), 

f(0)<0 (três fatores negativos). 
Logo, f(z) é negativoem 1. Então, aplicando os teoremas 1 e 2: 

  

  

1h «— f «- 6 —> 1 —— >» sina! 

—S-+ 100 + 0. - 5 
=3 t t = -1 í z 

Exemplo 2 

Resolver em JR a inequação: (47º - 97) (x-3)< 16(2? —- 37). 
Resolução: 
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Inicialmente, devemos obter uma inequação Az) <0, equiva- 

lente à inequação dada e com g(z) na forma descrita no 8 2. 

a (4229) (2—3)-162 (2-3) <0 ++ e(2-3)(45º-25)<0 <= 

42(2-3)(22 —- 2) <0 ++ 42(2-3)(x— É)(2+5)<0. 

inômi =4(2+5)(n)(z—- 3)(7—3) Observe-se que o polinômio g(z) 2) (2) 

verifica todas as condições dos teoremas 1 e 2. Suas raízes determinam 

os seguintes intervalos: 

: h R n—& md h Ao a . 
, 

0 

y 
+ — > 

5 5 
2 2 

2 

Vamos atribuir a z o valor 10 (escolhido arbitrariamente em 

g(10) = 4 (10 + É) (10) (10 — 5)(10-3)>0 

Pelos teoremas 1 e 2, resulta: 

1): 

Logo, g(x) é positivo em IJ. 

  

  
  

«— L €— b . 
- h< Ja 4 sinal 

, 0 - O + 0 - 9 O sm 
- 8 0 Ê 3 z 

-—É ê 

g(z) < 0, que é equivalente à inequação 
Finalmente, a inequação oa o dos mtervalos Lb e lu 

dada, tem como conjunto solu 

s=eR|(-i<r<0)v
ii<e<). 

6. Raízes múltiplas 

um polinômio do tipo A(e)= (2 — 1)”, 

Diz-se que r é uma raiz de A(x) de 

Quanto aos sinais de A(z): 

Consideremos, agora, 

onde meWN' e rel. 

multiplicidade 2m (par). 

— =0 se, e somente se, % = r; 

— a(o) todo e R, zfr, tem-se A(z) > 0. 

Fica demonstrado assim O seguinte teorema: 
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TEOREMA 3: Seja P(z)=g(z)-(z—r)'7, comme WN* 
e rel, eonde g(z) é um polinômio do qual r não é 
raiz. Nessas condições, P(r)=0, epara z fr, P(x) terá 
a mesma distribuição de sinais que g(z). 

Isto é, para obter a distribuição de sinais de P(x), 
com z fr, pode-se omitir o fator (x — r)?” e estudar a 
distribuição de sinal de g(x). 

Exemplo 3 

Resolverem IR a inequação: (x —-1)(z—-2)(z- 3) <0. 
Resolução: 

Estudemos a distribuição do sinal de f(z) = (z- 1)(z- 2), 
obtido pela omissão de (z — 3)º. Repare-se que f(0) > 0 (logo, 
f(z) é positivoem 1). 

  

h bh 6 

DO —- 0 +sinaldef(z) 
1 2 £ 

A distribuição de sinal de P(z) = f(x) -(z— 3 é: 

O 1 — 0 + 0 + sinal de P(x) 
l 2 3 z 

O conjunto solução da inequação dada é 

S=(zeR|(ISe<)ve=3). 

Seja P(z)=g(x)-(z— r)2m+1, onde mEIN*, FER g(z) 
é um polinômio do qual r não seja raiz. Pode-se dizer que r é uma 
raiz de multiplicidade ímpar de P(z). 

Note-se que P(z)=g(x)(z—r)(z—r)'m e, consequentemente, 
P(z) tem a mesma distribuição de sinais que g(z) -(x — 1). 

Finalmente, seja P(z) = f(x)-(az?+bz+c),onde a >0, b?- 
44e<0 e f(z) é um polinômio como foi descrito no $ 2. 

Nessas condições, az? + br +c é positivo para todo z ER 
e, consegiientemente, P(z) terá a mesma distribuição de sinais que 
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f(z). Portanto, para estudar o sinal de P(xz), pode-se simplesmente 

omitir o fator az? +br +. 

T. Inequações-quociente 

É sabido que a regra dos sinais para a divisão é a mesma que a 

regra dos sinais para a multiplicação. Por isso, O método aqui fxpos o 

para resolver inequações-produto pode ser aplicado para resolver ine- 

quações-quociente do tipo 

fla) fe) tc., 
Md e q! 

onde f(z) e g(z) são polinômios. 

Exemplo 4 

do MCSE +D 
Resolver em JR a inequação: == 16 2 

Resolução: 

A inequação dada pode ser expressa na forma 

clo(r+8)(2+1) ».0, que é da forma LE) >0. 

(2-9)(2+9) — 

As raízes -3e-lde f(z), 4e —4 de g(x) determinam os 

seguintes intervalos: 

I. h Is 

h h 3 
1 

4 -3 1 4 z 

Atribuindo a z o valor 10, temos 

—10 (10 + 3) (10 + 1) <0 (o quociente é negativo em 13). 

(10 — 4) (10 + 4) 

Aplicando os teoremas 1 e 2, temos à seguinte distribuição de sinais: 
plicando os 
  

K 
h < ls 5 

- o + A O 

a 5 À Í + 
—4 - 

h<—— h €— 
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Segue que o conjunto solução é: 

S=(zeR|(-4<z<-3)v (-1<z<4). 

Conclusão 

A resolução de toda inequação-produto, ou inequação-quociente, 
(de polinômios a coeficientes reais) recai na resolução de uma ine- 
quação f(z)<0ou f(z)>0, etc., onde f(x) é um polinômio real 
com todas as suas raízes reais e simples. 

  

Abram Bloch é uma figura quase lendária para milhares de 
estudantes que assistiram a suas inesquecíveis aulas no curso 
Anglo Vestibulares, de 1950 a 1964 (v. RPM 10, p. 21). 
Formado em Matemática e Física pela Universidade de São 
Paulo, imigrou para Israel em 1964. Em Haifa foi professor 
de Matemática na Escola Técnica do Technion, professor ca- 
tedrático de Cálculo Infinitesimal e Didática da Matemática 
na Escola de Educação da Universidade de Haifa e profes- 
sor de Matemática no Colégio Experimental Aberto, situado 
no kibutz Maagan Michael. Professor Bloch, já aposentado, 
vive em Israel mas fregiientemente visita O Brasil. Recente- 
mente, numa palestra feita na Universidade de São Paulo, 
ao ser perguntado sobre quais seriam, a seu ver, 
terísticas de um bom professor de Mate 
“ser gente, 
nicar”. 

as carac- 
mática, respondeu: 

conhecer medianamente a matéria e saber comu- 

  

Respostas dos probleminhas (p. 50) 
1. 4 aves, 3 galhos. 

2. João: pintor e barbeiro; José: jardineiro e motorista; Jacó: músico e con- 
trabandista. 

3. (0!+0!+0)]=6 0+1+1)1=6 242+2=6 

3x3-3=6 4+4-Vã=6 6+5)+5=6 

6+6-6=6 T-(1+1)=6 [Ve+(8+8)]!=6 

(0+9)+V9=6 [V10-(10+10)]! = 6 
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PROVA DE MATEMÁTICA DO CONCURSO PÚBLICO 

PARA O MAGISTÉRIO DA PREFEITURA DA 

DO RIO DE JANEIRO 

m 
ática para 

Em 1992, à Fundação João Goulart preparou duas provas de Matemática p 
, 

a seleção de Professores I e II. 

A prova de Matemática para Professor 

ê i . Foram aprovados 283. o uguês, 12 de 

º o no o Proíbe II constou de 50 questões: 14 de Portugu 
prova jênci areceram à prova 

Matemática, 12 de Integração Social e 12 de Ciências. Comp 

25.186 candidatos. Foram aprovados 1.815. 

deito ei 12 questões do do. Magistério saberiam encon 
9 eos nossos bons alunos do 1º grau 

1 constou de 50 questões. Compareceram 

i ara Professor II. Será que 

o bora trar as soluções? 

tos 

istema de eixos 

A(O 0) B(3,4) e C(4,3), representados num sis 

15. Os pon 40), 

ortogonais, são: 

a) pontos alinhados — . 

o vértices de um triângulo retângulo 

(c) vértices de um triângulo equilátor 

(d) vértices de um triângulo isóscel 

(e) vértices de um triângulo escaleno 

ese iogos de adivinhação. 
gos gostam de se reunir para fazer jogos haço 

o em um número de quatro algarismos distinto 
'oão pensa + :cões: 

ú 
às seguintes condições: 

grupo que esse número obedece às seg! 

e informa ao «658; 
-— pão tem algarismo em comum com de a 

— tem três algarismos em comum co e os dois ná 

tem dois algarismos em comum com 3. 
- te 

n com 

rismos ocupam as mesmas posições: — EI, 

tem um só algarismo em com o 

comum no 
sá be qual, dentre as alternativas a seguir, 

i des, o grupo Já 8a! » den: tema 

a ânico a com "dação ao número escolhido por 

é a única cor 

(a) é um número divisível por 3 

(b) é um número primo ut 

(c) ele e 3.060 são primos ent 

(d) é um número par que 

(e) tem apenas 42 dezenas 

16. João e um grupo de ami 

Numa dessas reuniões, J 

meros, esses alga- 

mas à posição do algarismo 

re si 
é múltiplo de 4 
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19. Observe os sólidos A e B repre- 

20. Paulo quer comprar um ap 

17. Antonio comprou um terreno retangular. Quando foi medir o terreno, para 
determinar a quantidade de arame necessária para cercá-lo, percebeu que havia 
esquecido a trena. Para não perder a viagem, Antonio usou um pedaço de 
barbante e mediu o comprimento e a largura do terreno, observando que a 
soma das duas medidas valia 25 vezes o comprimento do barbante. 
Antonio comprou então 180m de arame, o suficiente para construir uma cerca 
de 3 (três) fios, sem sobrar arame. O pedaço de barbante mede: 
(a) 12em (b) 3,6cm (c) 1,2m (d) 36em (e) 24m 

18. A professora Júlia, para trabalhar sistema de numeração na sala de aula, simula 
um setor de empacotamento de uma fábrica de lápis. Para isso, pede aos alunos 
que adotem o seguinte procedimento: Juntar todos os lápis que possuem, colocar 
cada conjunto de cinco lápis em um estojo, reunir cada conjunto de cinco estojos 
em um pacote e acondicionar cada conjunto de 5 pacotes em uma caixa. 
Num certo dia, ao final do exercício de simulação, 
'3 estojos, 2 pacotes e ainda sobraram 4 lápis. 
O total de lápis embalados pelos alunos, nesse dia, 
Tegistrado na base decimal, contém: 

(a) 4 ordens (c) 123 dezenas 
(b) 19 dezenas (d) 2 centenas 

estavam formados uma caixa, 

é um número que, quando 

(e) 1.234 unidades 

   

        

     
      

      
   

  

       

      
         

  

sentados 20 lado. O volume a ser ESSES OS Sea asas a asas as 
retirado do sólido 4, para seobter SS SS SS SSSSSSSO o sólido B, é: SOS SSB A MDS (a) a metade do volume do sólido A                    

(b) o dobro do volume do sólido B 
(c) a terça parte do volume do sólido A 
(d) o triplo do volume do sólido B 
(e) a quarta parte do volume do sólido A 

artamento à vista, Observando 0 saldo bancário, verifica que possui €r$78.000.000,00 para a compra, Sem perder tempo, pega O jornal para escolher sua futura casa, e se interessa Por uma cuja planta está assim anunciada: 
Neste desenho, cada quadrícula mede 0,5 cm x 0,5 em. 

  

ESCALA 4:400 

O preço anunciado é de Cr$1,250.000,00 o m?2. Paulo pode então concluir que: 
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21. 

22. 

23. 

24. 

REVISTA DO PROFESSOR 

tem a quantia exata para a compra 

o tem que conseguir ainda Cr$4.500.000,00 para fazer a compra 

(c) terá, após a compra, uma sobra de Cr84.500.000,00 aut 

(d) falta, para fazer a compra, O dobro da quantia que e pes à do anúncio 

(e) tem o suficiente para comprar, ao menos, duas casas idênticas 

e de mesmo preço. 

idades. 
O número natural A ao ser multiplicado por ê fiea alterado de » unidades. 

O número natural B ao ser dividido por 5 fica alterado 12 

A+B éiguala 

(a) 230 (b) 140 (c) 130 (d) 100 (e) 90 

s, observa que, ao contá-los de dez em 

ntece quando conta de oito em oito e, 

do ele os conta de doze em 

os, ainda faltam: 

Rafael, organizando sua coleção de selo: 

dez, sobram quatro selos; o mesmo aco: deco quis 

curiosamente, também sobram quatro E e a 

doze. Para que a coleção de Rafael tenha 

(a) 56 (b) 60 (c) 120 (d) 124 (e) 146 
a 

interi CANALAZ NÃO OPINARAM 
Em uma pequena cidade do interior, a 

onde se consegue, sem nenhum apr com o 

relho especial, sintonizar 5 canais de 

televisão, existem 12 mil pessoas que E 

assistem regularmente a esse meio de 72 EN 

comunicação. o 

Uma pesquisa de opinião fez, a um 

sexto dessas pessoas, à seguinte per- 

gunta: “- Qual o canal de televião 

; a 
acima. O número 

e oo da pesquisa pode ser representado pelo gráfico 

de pessoas que não opinaram é: 
oo 20 

(a) 24 (b) 48 (c) 288 (d) 480 
a 

Observe as figuras abaixo: 

  

Considere as afirmações: 

I) As figuras AC e 

As figuras êm à 

1) As figuras AB e E têmárease 

E têm o mesmo perímetro 

êm áreas equivalentes ) 

e o em ár uivalentes e mesmo perímetro 
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25. 

26. 

Associando-se V, quando verdadeira, ou FP, quando falsa, às afirmações 1), 
11) e III), nessa ordem, temos 

(a) FPF (b) VVP (0) FFV (d) VVV (e) FVF 

Uma empresa que possui carros-pipas, todos com 9.000£ de capacidade, foi 
chamada para encher uma cisterna de dimensões 3,0m x 4,0m x 1,4m. 
Para a realização dessa tarefa, podemos concluir que a capacidade de: 
(a) 1 carro-pipa é suficiente para encher totalmente a cisterna, 
(b) 1 carro-pipa é maior do que a capacidade da cisterna 
(c) 2 carros-pipas é insuficiente Para encher totalmente a cisterna (d) 2 carros-pipas ultrapassa em 1.200£ à capacidade da cisterna (e) 1 carro-pipa mais 1.2004 é suficiente para encher totalmente a cisterna 

sem sobrar água 

P1 é uma parábola que tem as mesma raízes que a parábola P2, representada na figura. O vértice de P1 é simétrico, em relação ao eixo Ox, ao ponto de máximo de P2. A equação da parábola Pl é: (2) 32º -4y412=0 
(b) 322 +4y4+12=0 
(co) 322 -4y-12=0 
(d) -37? -4y-12=0 
(e) -37? -4y+12=0 

  

RESPOSTAS 

15.D 16.D 17.C 18.B 19.4 20.B 21.E 22.4 23. B 24.B 25.D 26.C. 

  O que vai por aí 

CENTRO DE APERFEIÇOAMENTO DO ENSINO D. 
1. 
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- CONFERÊNCIAS (14 horas, IME/USP): 

- PALESTRAS SOBRE COMPUTAÇ. 

- CURSOS: no 2º semestre serão 

- OFICINAS: haverá 12 oficinas, 

A MATEMÁTICA (CAEM) DIA DA COMPUTAÇÃO: Curso de 8 horas destinado a 
TA 0 professores e alunos da 3? série do 2º grau. Datas Previstas: 07/08; 28/08; 18/09; 02/10; 23/10 e 6/11. 

A arte de pensar. Maria lgnez de Souza Viei ini 
à * Pen 

feira Diniz; 27/08: O livro didático de Matemática. Eliane Reame de Souza) 20/11 
ÃO: sob a Tesponsabilidade do Prof. Valdemar escolas do 2º grau, a pedido da escola. 
oferecidos dois cursos, 

W. Setzer. São realizadas em 

professores de Matemática. de 15 horas cada, para 
de 3 horas cada, para Professores de Matemática. Informações: CAEM-IME/USP tel, 813-9499 R.6160 
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Problemas 
  

Flávio Wagner Rodrigues 

103. Um múltiplo de 17 quando r 

104. Determinar o raio do se 

105. Sabendo-se que a funs 

1. Marly divert 
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IME-USP 

Soluções e Sugestões: 

RPM - Problemas 

Caixa Postal 20570 

01452-990 São Paulo, SP 

Problemas 

102. Seja P(2z) = 2º + az? + bz + e um polinômio com coeficientes 

e a equação P(z) = 0 tem três raízes 
inteiros. Suponha qu P(z2)-1=0 não 
inteiras distintas. Mostre que a equação 

admite nenhuma raiz inteira. 

epresentado na base 2 tem exa- 

ual é o número mínimo de zeros 
tamente 3 dígitos iguais a 1.Q E (Olimpiadas Colombianas). 

que essa representação deverá con 

micírculo no qual está inscrito um hexá- 

i ê jmento a > 0. 
gono cujos seis lados são iguais e têm por comprim 

ivei, ão Paulo, SP.) 
i érsio Augusto de Oliveira, São 

o 

apendoso que ão ff: N>N satisfaz a condição 

fHn+1)> f(f(n)) para todo n E JN, provar que f(n)=n. 

(Proposto por Ângelo Barone Netto, São Paulo, SP.) 

...e probleminhas 

e-se observando os passarinhos voando em torno de 

busto. Ela notou que, quando uma ave fica em cada ga- 

ho. ui ad ' aves fica sem galho, e quando ficam duas aves em 

a olho, Um dos galhos fica sem ave. Quantos galhos há no 
cal , 

7 
arbusto? e quantas aves: 
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2. 

Soluções dos Próblemas propostos na RPM 21, 

94. Provar que Para todo z real, com 0<& < 
2º soluçã 

o 
ução: 

so 

(Adaptado da revista Engenheiro Moderno, 1965. Enviado por Valdir Ro- 

drigues, SP). 

Havia 3 homens, João, Jacó e José, cada um dos quais tinha 

duas ocupações. Estas os classificam, cada um em duas delas, 
como: motorista, contrabandista, músico, pintor, jardineiro e 
barbeiro. Dos fatos abaixo, determinar as duas ocupações de 
cada um deles: 
(1) O motorista ofendeu o músico ao rir de seus cabelos longos. 
(2) Tanto o músico quanto o jardineiro costumavam ir pescar 

com João. 
(3) O pintor comprou uma garrafa de gim do contrabandista. 
(4) O motorista namorava a irmã do pintor. 
(5) Jacó devia ao jardineiro Cr$500.000,00. 
(6) José ganhou tanto de Jacó como do pintor no jogo de malha. 
(Do livro Matemática e Imaginação de E. Kasner e J. Newman; Zahar Edi- 
tores, RJ. Enviado por Valdir Rodrigues, SP), 

Usando os sinais + —- x +” ! ifi i 
igaaldedoo () !, verificar as seguintes 

00 0=6 44 4 =6 8 8 8=6 
11 1=6 5 5 5=6 99 9=6 
222=6 6 6 6=6 10 10 10 = 6 
33 3=6 TTT=6 

(Enviado por José Augusto de Oliveira Netto, BR). 
(V. respostas na p. 44.) 

2º quadrimestre, 1992 

7/2, tem-se gcosz < 0,7. 

c = omo Cost =zsn(T-s) < s(F—s) e =-qi4 Er atinge 
omáximoem ga? x 2 4 temos vcoz < (co 
(Solução enviada por Roberto K. Kawakami SP.) 
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96. Fixados dois ponto 
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2 solução: j 

Como a área do triângulo OAB é menor do c 

que a área do setor OAB, isto é, 8 

1 en (E Ls asen(g — 2) < 2(5 ), 

x 
temos z+cosz< 2" o 7 A 

Lembrando que 2 média geométrica de dois números positivos é menor ou igual 

à sua média aritmética, obtemos: 

n2 

vzcosz gta <Z e, portanto, zcoss< Tg < Ole 

(Solução enviada por Marco Antonio Manetta, SP.) 

ta 

95. Uma escada de 6m de altura está encostada contra uma paredo qem 

É 
or 2m de largura, como : 

Qu degrau de e ima que o extremo superior da escada pode 

uais as 
alcançar na parede? 

Solução: 

Chamaremos à altura máxima de y e& 

mínima de z. . 

y 2 

De 2 +9'=36 e E g-2 

6 

temos: (zy)-8zy- 144 = 0. Logo, y 

ay = 4+4v10 2. IN 

a+u= 1 =2+2V10, 
DO   

que nos leva à solução: 

era ia nd = na vião VE VP = 14 10 Vê 

tp Toi = 14 Vi = vô+ 2a 

(Resumo de soluções en viadas pelos leitores.) 

B C, determinar O lugar geométrico dos baricentros 

s el 

dos triângulos ABC com lado AB de comprimento constante. 

“dos triângulo: 

Solução: 51 
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Seja G o baricentro, ponto de encontro das medianas. Traçamos GN |4B. Temos: AB A 
M 
— =3, donde, GN = Ei . 

Variando o ponto A, com AB constante, o à 
l 

ponto N não mud 
os baricentros pertencem à circunferência de centro N e raio AB tento 
Por outro lado, cada ponto P dessa circunferência, 
BC, é baricentro de algum triângulo com lado B 
semi-reta suporte de MP, com origem M, de mo 
(Resumo de soluções enviadas pelos leitores.) 

exceto os da reta suporte 
C: basta tomar A! na 
do que A'P=2MPs 

97. Uma urna contém 10 bolas, sendo 5 brancas, 3 azuise 2 pretas. As bolas 8 oncadas “ anos unem reposição. Determine a probabilidade de que à da urna na k-ési i (b) a cor azul seja a Primeira à acabar. Uma setizada, (6 < k < 10); Solução: 

(a) Número de casos possíveis = (9) . (3) = 2520, 
Número de casos favoráveis: 

3) = 10 para k=5 7 5 
( a) la)= 350 para k=8 

(a) (5)= q (e 
4 3) = para k=6 ( a) . (3) = 700 para k=9 
6 5 

| 
. = 

= 9 

() (3) 150 para k=7 ( o . (3) =1260 para k=10. 

Logo a probabilidade de que a última bola brança saia na k- 
(5<k<10) édadapor -L.(6-0 (5 

2520 4 Ja) 

(b) Número de casos possíveis = (5) . (5) = 2520. 

ésima retirada 
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O número de casos favoráveis será contado supondo que a cor azul acabe na: 

3% retirada: () =21 

3 
42 retirada: () . 2 

5º retirada: (5) (O - 1] =6-20 = 120 

6? retirada: (3) j — 5) | = 10-18 = 180 

72 retirada: (5) ) — (5)| = 15-15 = 225 

O 
Logo, a probabilidade de que a cor azul acabe primeiro é: 

91+63+120+1804225+210 819 13 
21 + 63 + 120+ 180+ 200 + 0 

2520 2520 40" 

(Resumo de soluções enviadas pelos leitores.) 

ã i i luções dos 
Relação dos leitores que enviaram sol 

problemas 94 a 97 da RPM 21 

. i MG) - 95 
Alceu de Amorim Ramos (SP) — 95 dive (MG) (SP) - 94-95-96:97 

Amadeu C. de Almeida (RJ) — 95-96 / . 

Antonio Matos dos Santos (PR) - 95-96 Mauro a A) = 95-96-07 

Carlos Alberto & Vito E o Roberto Mendonça (SP) — 95 

Carlos Nely C. Oliveira (SP) - nça (SP) — 
Claudio Aguinaldo Buzzi (SP) - 95-96 Regis Sant'Ana (PR) o 15P) “05.96 

E Abe (SP) — 95-96 Ricardo Teixeira Gonç or 
pason Roberto Abe (MG) 95 Roberto F. Silvestre e. ii 

Geraldo Perlino Junior (SP) - 95-96 Roberto K. Kavalami g e 

João Christiano de S. Ferreira (RJ) - 95 Tsune Takah SP) 06-06 

Laur Scalzaretto (SP) - 95 Wilson Massaro ( 

Levi Brasilino da Silva (PE) — 95-96 

Observação: Não levamos em conta às soluções não elementares do problema 94. 
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Muitas cartas de Na- 

tal, RN, vêm com a etique- 

ta ao lado. Quem é o autor 

da feliz idéia? 

3 
by Caixa Postal 20570 NLÁ 

01498-970 Sao Paulo SP «A & à 
“TAL . 
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Olimpíadas 

  

Elio Mega 
Etapa, SP 

Correspondência: 

RPM - Olimpiadas 
Caixa Postal 20570 

01452-990 São Paulo, SP 

  

RENDIMENTO ESCOLAR E OLIMPÍADAS 

Alguns professores do primeiro e segundo grau (às vezes, do terceiro) costumam 
expressar 0 temor de que à preocupação do aluno com a competição nas Olimpíadas 
de Matemática possa perturbar o seu rendimento escolar e, o que é pior, possa pe- 
sar negativamente na sua formação. Alegam estes professores que as provas são muito difíceis, fora da realidade escolar, provocando nos candidatos frustrações ou, ao contrário, desvio pernicioso dos seus interesses por uma única matéria, em de- trimento das outras. Argumentam, por fim, que as duas situações prejudicam a formação do aluno para a vida. 

Temos visto, ao longo dos vários anos dedicados às Olimpíadas, que as coisas não ocorrem necessariamente dessa forma. Há muitas discussões teóricas sobre o assunto, mas nossa experiência sugere que: 
a) as frustrações ocorrem, mas muitas vezes têm sido fator de 

estamos preocupados com a formação do estudante 
fazer de conta que fracassos não existem. 
lidar com as frustrações, 
é tentarmos dar a volta 
fazer melhor que antes. 

estímulo positivo. Se 
Para a vida, não podemos 

A vida é assim: se não soubermos 
não estaremos bem preparados para ela, O importante 
por cima e recomeçarmos sempre com a proposta de 

Em nossas sessões de preparação para as Olimpíadas estamos sempre enfatizando aos estudantes que o nosso êxito depende muito mais do nosso esforço do que das famosas “faculdades inatas”. Muitos deles não chegam a ser premiados nas competições, mas Teconhecem que o esforço despendido não foi em vão. Conhecemos vários deles estão nas melhores universidades e faculdades do país ou do exterior, em áreas inesperadas: Medicina, Jornalismo, Arquitetura, etc. 
b) os alunos que dedicaram boa parte do seu tem; 

Píadas com reconhecido êxito são jovens perfei 
tados de múltiplos interesses, Há uma visível 
Matemática e o interesse por outras disciplin 

São fatos indiscutíveis o crescente 
presença em nossas vidas, 

que 
eventualmente 

po preparando-se para as Olim- 
tamente integrados à vida e do- 
correlação entre o sucesso com à 

as e atividades. 
papel da Matemática nas interdisciplinas e a sua 
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Por isso, achamos interessante transcrever neste im trechos e a ie 

, ” . a 

i colocado da área de Exatas 
i m o Eduardo Tengan, primeiro « o rea de ! deste 

anos “Como se sabe, só com Matemática e Física não dá para obter o brilhante 

resultado alcançado pelo Eduardo. Importante: o Eduardo nega peremptoriam 
res , 

j ênio, seja lá o que isso for. que seja um gênio, 
a? 

Pergunta: Qual o seu nome completo, sua idade e as escolas que curs 

u o u nom u E: i i au no 
Eduardo : M é Ed ardo Tengan, tenho 18 anos e fzo primeiro Br 

duar Colégio Magistra o segundo grau na Escola Técnica Federal e cursinho no 
3 

Etapa. 

Pergunta: Quais foram os sul 

Eduardo : Entrei em Mecatrônica na 

a forar çãs segunda fase da FUVEST? 

Edrado do de a ca 10,0 de Físicas 9,6 de Química; aa de Biologia; 

ço de História 9,0 de Redação; 6,0 de Geografia; 68 de Pe ês. uai 

Pergunta: De quais competições de Matemática você participou: Que resulta 

obteve? 

icipei impíada Estadual 
Eduardo : Participei da Olimpía adua 

o ento a ido 3º Grau do Etapa, só que não me recordo das 

E a empre (Ui premiado. Aliás, O primeiro doa pio 

1 livro de ealmente me 
ioli impí as da SBM, que res 

er Too, 

foi º livro dei da Olimpíada Brasileira de Matei em pu 

jo O 4º lugar, e em 1992, pegando o anel medalha de prato (o 

Í j em Caracas, e d é 

al Ctinptada tos o BÍVUsSO feito 55, teria conseguido a medalha de 

ngan fez ; 

Ouro). . ricana? sê da Ibero-ame: , . é achou da experiência 4 abéns. Gostei Pergunta: O que vocadho: O pessoal da Venezuela está de es coal de outros 
Eduardo : Achei muito 50» O interessante lá era ver co Colômbia te da experiência. C i ar. or exemplo, que na Col 

dlsas encara a Matemática. Ouvi dizer, Cada nacional. Ao contrário do 
ticipantes na olimpia “tica. O ambiente 

chega à bavls Brasil lá0 pessoal leva a sério a Matemática 0 
que acontece no , é ruim e 

j Meu espanhol é que era e 

sitar vários AsaTão i ve fiz. O Brasil 

ce é a comer em ia a os sontos (participaram 

chegue 
soma de todo b art 

i ultado na som: P ie 

OS, ts Espanha, Argentina, Cuba, Colômbia, México) 

14 países, entre 
o? 

você anda fazendo” . co não está mui 

Pergunta: E agora, O ms ndo Mecatrônica na Poli e por enquen o nê ado 

Eduardo: om 
ocoveitando para estudar Matemática pal 

to duro. Estou ap áy bro. . México, em setem 
+ ue será no 

Ibero-americana q 
? 

e preparado! . 

he cticipado da preparação desde o ano retrasado, 

or Na primeira aula, fiquei assustado, pois havia 

neteia nunca tinha visto. Gostei muito 

ê tibular? Itados que você obteve no ves . 

grôniea Usp, Eletrônica no ITA e Engenharia de 

áti tava na 
de Matemática quando es 

quando fazia a ETF, de todos os 

Pergunta: E como você tem 

Eduardo : Você sabe, eu ten 

quando eu comecei bem cri os 

um monte de coisas de Geome 
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da maneira como os problemas eram resolvidos, os teoremas demonstra- 
dos, Comecei a tomar gosto pela coisa e fui estudando (em São Paulo é 
feita uma preparação para a Olimpíada Brasileira, às sextas-feiras, para 
os estudantes interessados, A preparação começa em abril e se estende 
até outubro. Informações à Rua Vergueiro, 1987, no Etapa). Atualmente 
tenho participado da preparação para a prova de seleção que irá definir 
a equipe para a Olimpíada Ibero-americana. Tenho consultado livros que 
o pessoal da preparação indicou; a biblioteca do IME tem vários desses 
livros. Quando necessário, tiro xerox de outros materiais, específicos de 
Olimpíadas. Mas as listas enviadas pela comissão ou fornecidas na pre- 
paração são fundamentais. 

Pergunta: E como está sua bolsa de Iniciação Científica? (Os estudantes premia- 
dos na OBM são contemplados com bolsas de Iniciação Científica, durante 
seus cursos de graduação.) 

Eduardo : Estou correndo atrás disso. Amanhã mesmo vou conversar com o 
Prof. Paulo Leite. 

Pergunta: O que você acha das Olimpíadas? 
Eduardo : Acho que é muito válida a participação nas Olimpíadas, Você aprende 

técnicas novas, você tem uma nova visão da Matemática. São coisas que 
não têm só utilidade na Matemática, você aprende a ter um método de 
como resolver problemas que podem ser aplicados por exemplo em Física, 
Acho que esta Matemática elementar é o ponto de partida. Quem não 
tem uma boa base desta Matemática não pode se desenvolver em outras 
coisas. Algumas pessoas dizem que participar de Olimpíadas atrapalha o 
vestibular; pra mim isso é papo furado. Pelo contrário, acho que ajuda. 

Pergunta: Por que será que o número de mulheres participantes de Olimpíadas de Matemática costuma ser bem menor que o de homens? O que você 
acha? 

Eduardo : Sinceramente, não vejo nenhuma razão aparente para isso. Não tenho 
nenhuma teoria para explicar isso. Acho que o interesse delas é menor, sei 
lá. Por quê, não sei. 

Pergunta: Você acredita em gênios? 
Eduardo : Acho que não existe esse negócio de gênios. Você tem que se esforçar mesmo. Se você for pensar assi m, vai pensar da seguinte forma: ah!, não sou nenhum superdotado, então não vou estudar porque não vou chegar 

lá. Não é bem assim: se você realmente quer, você tem que se esforçar, tem que trabalhar. Não adianta falar eu quero, eu quero, eu quero, você tem que realmente se esforçar. Pode ser que os r 1 ese esultados não sejam 100%, mas você pode atingir níveis relativamente altos. 

AMIGOS DA RPM 

No decorrer do segundo semestre, à guisa de recibo e agradecimento aos AMIGOS 93 será enviado pelo correi , eio o Caderno 4 da RPM. 
O leitor poderá ajudar a RPM tornando-se um AMIGO 83. Veja como proceder na primeira contracapa desta Revista. - 
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O leitor pergunta 

Vera Helena Giusti de Souza 

IME-USP 

Envie suas perguntas para 

RPM - O leitor pergunta 

Caixa Postal 20570 

01452-980 São Paulo, sP 

  

s o seguinte problema: . ô 
— Um leitor de Fortaleza nos prop! +/5, cm uv ev 

Transformar 4/10 + V'108 numa soma do tipo u 

naturais. Será que isso é possível! 

3 AUB + 1/10- V 108 = €. 10 + 108 + 1h - vãos 
a poem? 

——" b 

s: 
(asbP=e'+ 34 Job-(a+b), temo 

RPM: Vamos olhar para 

Usando a igualdade 

f / 3-90-6:2, 

2 = 1041043 9/10+VI08 - 10- 108: 2, ou € 

= = 

2; 

istoé, z é E 6z 20 = 0; mas a única F: z Te quaç 

3 raiz de 34 
5 a ral: real desta e uação é 

t (1) portanto, DA VIRE + 4/10 — 508 = 2. 

(2) Por outro lado, DE Vis - ho Vitê 108 = —2. 

As equações (1) e (2) fornecem O sistema: 

(et =2 e obtemos a=1+ 
ab =-2 

Yo + Vi0ê VI08 = 14 Vde 

no cadastro da RPM, não mandou 

haja distração!) nos enviou O 

v3 e b=1-3, isto é, 

aneiro (que não está - Um Jeitor do Rio de J ate no envelope — 

endereço e não colocou rem 

seguinte problema: 

um quadrado ABCD, tomarmos aum, 

AE = AD/4, e o ponto 0, eo 

CE, prove que op: =EP-CÊ. 

FESSOR DE MATEMÁTICA 23, 1993 

ponto E sobre AD, tal que 

B. Sendo OP perpendicular a 
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RPM: Sejam a = ÓCB, B = BOC, 
7=40E e AB=a. Temos D e 

T 
atB= 7 (+) a 

Também Pp 

AE ajá 1 E tgy= "= => 872 40" 273 * PANÁB 
OB af2 1 

t =D =- A se oc a 2 ? ê 

Como ambos os ângulos são agudos, temos a = Y 
Substituindo em (+), temos: = SOU triângulo EOC é retângulo em O, E “o = EB PE Poe = n/2 €0 ? = º “ 

Ren. o sor de São Paulo quer saber o Porquê da palavra corolário. 
o ol foro opa aindo o Aurélio é uma Proposição que imediatamente se deduz a. À palavra vem do latim, corollarium, que significa pequena coroa ou grinalda (que se dava ao: êmi i Escolar Latino-Português, MEC). * dfsres como prêmio); Etatiicação (Dicionário 

A ORGANIZAÇÃO dos ESTA 
SÃO, a CIÊNCIA e a CULTURA e 
sabre recursos para o ensino de Matemáti 

DOS IBERO-AMERICANOS para a EDUCA- 
aê rendo um levantamento para um banco de dados 
a e Ciênci i ã 

Foi pedida a colaboração da RPM, que por aa dp dana de obter informações que se enquadrem em um ou mais do 
1. BIBLIOTECAS: Bibliotecas em Centros de Ensino 

ào uso de estudantes do Secundário. Enviar nomes e 
- CENTROS DE INVESTIGAÇÃO: Centros de 

e suas didáticas, Enviar nomes completos e ende| Educação uma relação de todas as instituições d 
acima.) Haverá outros Centros de Investigação? 

- PESSOAL INVESTIGADOR: Pesso. 
e Ciência e em suas didáticas. Endereço, 

- PESSOAL PERMANENTE: Pessoal 
especialidade em Ciências e Matemática. 

faz um apelo a seus leitores no sentido 
8 seguintes itens: 

Secundário e/ou Bibliotecas destinadas 
endereços. 

Investigação em Matemática e Ciências 
Teços. (A RPM obteve do Ministério da 

o 
o 3º gra &rau que oferecem cursos nas áreas 

“o
 

a qvestigador de alta qualificação em Matemática efone e fax, Indicar a especialidade de cada um 
Permanente lotado no Ministéri 
Endereço, telefon f: 

+» RESPONSÁVEL POR EQUIPAMENTO: “e 
responsáveis por equipamento Para o ensino de 

. EEBLIGAÇÕES: Publicações periódicas em Matemática e Ciênci. uir: (1) Nome da publicação; (2) Ano de fundação; (3) Editor; (6) Telefone; (7) Fax: (8) Tir i 3 agem; (9) P. ici : i 
possível, algum exemplar. Hodiidade; (10) Tipo 

Es
 

io da Educação, com 

= 

Divisões ligadas ao Minis: tério da Ed ã Matemática e Ciências ndário. » NO ensino secundário. 

as e suas didáticas. In- 
(4) Diretor; (5) Endereço; 

de distribuição. Anexar, se 

o 

As informações devem ser enviadas pai 
são Pao SE paraa RPM - OEI, Caixa Postal 20570, CEP 01452-990 
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Cartas do leitor 
  

Correspondência desta seção 
envie para 

RPM - Cartas do leitor 
Caixa Postal 20570 

01452-990 São Paulo, SP 

s O ovo ou a galinha? 

José Carlos Putnoki, (o Jota), SP, telefonou para um editor da RPM, dizendo 

que havia ficado muito surpreso ao ver, na RPM 21, à demonstração do Teorema 

de Tales, usando áreas. Ele, como muitos outros professores, sabia que o Teorema 

de Tales era um teorema “delicado” e não podia acreditar que houvesse uma de- 

monstração tão simples. Examinando a demonstração, logo encontrou o “erro”: 

no cálculo da área do triângulo AB'C", o autor usava como base, uma vez, O lado 

AB' e, outra vez, 0 lado AC'. Mas que a área de um triângulo independe do lado 

considerado decorre da semelhança de triângulos e, portanto, do Teorema de Tales. 

Conclusão: a demonstração usava a tese. Estava “furada”. 

Poucos dias depois, Jota telefonou novamente. Disse que após ter descoberto o 

“orro” ainda ficara insatisfeito. A RPM deixaria passar um erro desses? 

Resolveu consultar alguns livros de Geometria (Euclides, Hadamard, Moise (o 

Advanced)) e logo viu que há outras maneiras de demonstrar que a área de um 

triângulo é o semiproduto de qualquer lado pela respectiva altura, sem usar seme- 

lhança, ou seja, Tales. Observou, porém, que todas as demonstrações decorriam de 

resultados anteriores e que, em algum desses resultados, sempre aparecia o problema, 

“delicado” dos segmentos incomensuráveis. 

Tendo-se convencido de que a demonstração feita na RPM estava correta, restou 

uma reclamação: A RPM devia ter alertado o leitor que as coisas não eram tão 

simples assim: o problema “delicado” apenas tinha sido empurrado para outro lugar. 

RPM: Com a palavra o autor do artigo, E. Wagner: 
Jota tem razão. Na construção da Geome- 

tria Plana, em algum lugar há um nó. Em algum 
lugar precisamos demonstrar que uma afirma- 
tiva válida para números naturais vale também 
para reais. Nos livros antigos esta dificuldade 
aparecia, pela primeira vez, justamente no Teo- 
rema de Tales. Provar que £=% é fácil 
quando supomos que « e b são comensuráveis, 

ou seja, quando a e b podem ser medidos por 

números naturais, com uma unidade convenien- 
temente escolhida. Porém, quando a e b são 
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reais quaisquer, a situação se complica. 
Este é o nó a que me refiro acima. A existência de algum nó desse tipo na 

construção da Geometria Plana é inevitável. Felizmente, podemos mudar de lugar 
essa dificuldade. 

Se demonstrarmos, por exemplo, o seguinte teorema: | 

Para todo real positivo a, a área de um quadrado de lado a é a?, 

toda a Geometria pode ser construída sem necessidade de nenhuma outra “passagem 
ao limite”. Repare que é muito fácil provar (e nas escolas não se costuma ir além) 
que a área de um quadrado de lado a é a?, quando a é racional. Entretanto, 

não é claro que a área de um quadrado de lado Y2 seja 4. 
Outro teorema que resolve todos os inconvenientes é o seguinte: 

Se f:R->R écrescentee f(nz)=n-f(x) para todo natural! n, 
então f(c.z)=c:f(z) para todo real c (RPM 9, p. 27). 

Este teorema é realmente o âmago da questão. Acho, entretanto, que sua de- 
monstração não tem cabimento nas turmas comuns do 2º grau. Não vejo inconve- 

niente em adotar este resultado (como axioma), que na verdade é bastante intuitivo, 
pois, no fundo, define as grandezas proporcionais. A partir daí, podemos transitar 
em terreno sólido seja qual for o caminho que se resolva seguir. 

Afirmações do tipo “B decorre obrigatoriamente de A” são perigosas. No 
nosso caso, basta ler Medida e forma em Geometria de Elon Lages Lima, pp. 18-20. 
À livre escolha da base do triângulo (ou paralelogramo) para o cálculo da sua área 
aparece muito antes do Teorema de Tales, ou melhor, da semelhança de triângulos. 
Existe ainda outra forma de mostrar que o produto base x altura é constante nos 
triângulos. Mostra-se que esse produto é o mesmo nos paralelogramos a partir da 
versão plana do Princípio de Cavalieri. 

. A demonstração do Teorema de Tales na RPM 21 não tem, portanto, nenhuma 
incoerência intrínseca. Ela é fácil, conveniente e boa, e sua coerência depende, é 
claro, das ferramentas construídas anteriormente pelo professor. 

* Qualéo grau da equação i=1[1+i-(1+i)-2]? 

A RPM 22, p.15, afirma que esta equação é do 2º grau e um aluno do curso de 
graduação da UNICAMP escreve-nos, preocupado com “tão grave erro”, afirmando 
que esta equação é do 3º grau pois se reduza 2 4+i?-;=0. Continua sua crítica 
refiutando o processo de resolução: “a menos de uma escolha cuidadosa do valor 
inicial, a raiz encontrada pelo método das aproximações sucessivas poderia ser uma. 
raiz indesejável, a raiz nula, por exemplo, ou o processo poderia mesmo divergir”. 
é Rena Estritamente falando, define-se grau de uma equação quando ela é da 
orma P(z)=0, emque P éum polinômio. Ora, a equação acima não está nesta 
forma, logo, qualquer Teferência a seu grau deve ser entendida num sentido amplo. O autor considerou i- SU+ri-a+rd-]= (14) 4i-l), daí classificá-la como do 2 grau, Pois sua resolução depende da solução de uma equação do 2º grau Nosso missivista considerou i — Mu+i-(as DH=iQ+9)(Bs Ri , portanto, do 3º grau, Emb e E quanto à aplicação do método das ap 
aplicação deste método exige mesmo certos c' 
se tome a primeira aproximação positiva par 

roximações sucessivas? Em geral, à 
uidados. No presente caso, basta que 
a que esteja garantida a convergência 
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para a única raiz estritamente positiva. Isto se deduz, por exemplo, do aspecto do 

gráfico das funções y=i e y=A[l+i-(1+9)]. 

  

Com efeito, sendo f(i)= Al +i-(1+i)?), tem-se f(i) > à, entre O 

ea raiz positiva e f(i) < i, depois desta raiz. Isto já garante que à sequência 

das aproximações sucessivas será crescente se a primeira aproximação tomada for 

positiva e menor do que a raiz e será decrescente se a primeira aproximação for 

maior do que a raiz que interessa. 

e O leitor pergunta, a RPM responde, mas... não lê! 

O colega José Geraldo dos Santos Rodrigues, de Cuiabá, MT, escreve-nos obser- 

vando que o mesmo número em que a RPM afirma que a abreviação de quilômetro 

é km (RPM 22, p. 55) estampa na figura da primeira página uma distância escrita 

com K! 

RPM: A página 55 está certa e os revisores — que somos nós mesmos — pedem 

desculpas pelo lapso. Nosso desenhista, à esta altura, já deve ter lido a RPM 22 e 

já deve ter aprendido que o certo é escrever 400 km. 

Manoel H. C. Botelho, SP, estranhou o desenho da p. 55. Se fosse o de uma 

placa indicando velocidade máxima, ela diria, 60 km /h. Se estivesse indicando uma 

distância, traria o nome de um local ou locais. Mas, a da p. 55..., será que existe 

uma igual? 

RPM: Nunca vimos uma igual. Ainda bem que nossos leitores estão atentos! 

e... e como ficam as citações? 

A respeito de carta publicada nesta seção na RPM 20, p. 62, o colega Davi de 
O. Fróis, GO, lembra que a RPM já publicou citações sem se referir a fontes, dando 
como exemplo a p. 45 da RPM 7. 

RPM: O colega tem razão. Nós, entretanto, temos aprendido de lá a esta parte, 
e queremos nossa Revista cada vez servindo melhor ao leitor. Hoje, o professor 

brasileiro já dispõe, em português, de alguns bons livros de História da Matemática, 

podendo fundamentar suas citações em obras especializadas e confiáveis. Esperamos 

também que os autores de livros didáticos sigam o mesmo caminho, deixando bem 

clara a distinção entre fatos historicamente comprovados, fatos prováveis e lendas 

ou anedotas. Para isso, nada melhor do que a citação de fonte especializada! 

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMÁTICA 23, 1993 61



  

o A área não é a única saída! 

É o que mostram as três soluções que nos foram enviadas, do problema resolvido 

na RPM 22, p. 59, todas por semelhança de triângulos. A primeira solução que 

chegou foi a de Ricardo Klein Hoffmann, de Porto Alegre, RS. 

Sendo HD paraleloa BC, tem-se A 
AAHD » AABC e, fazendo PD =xz, vem 

(9-")/9 = (4r + r)/12. Mas AEOD «     

  

15. V92+12€ 

AABC, pois ZD = £C, como ângulos cor- 9 

respondentes, donde (r + x)/15 = 7/9. Daí, 
eliminando z entre estas duas, vem a resposta H 

r=2a 

Jorge Luiz Dias de Frias, do Rio de Janeiro, * e e 
RJ, enviou a solução do professor Benjamin e a A 

dele próprio. 

A do professor Benjamin começa por verifi- q 15 
car que o segmento que une C a O é bissetriz 
do ângulo C, donde: BS=12k e AS=15k. 
Como AS+B$S=9, vem k=1/3 e BS=4. 
Os triângulos OGC e SBC são semelhantes, 
donde 4/12=r/(12-3r), donde r=24 B 1 6 

A 
A solução do professor Frias começa cons- 

truindo o retângulo OEFH e considerando a 
semelhança entre os triângulos OGH e ABC, 
donde tira que r/GH = 9/12. Da semelhança 9 

15 

a E 
entre os triângulos HFC e ABC tira que ia A 

B 6 H c 

r/HC = 9/15. Como 3r+GH + HC = 12, 
dá também para concluir que r= 24 

O engenheiro Benedito Madeira Sobrinho, Diretor da Divisão de Estudos e Pro- 
jetos do DERT do Estado do Ceará, ex-professor e ainda supervisor de Matemática 
em alguns colégios de cidades que visita por injunção funcional, ao contribuir para o 
Grupo Amigos da RPM, envia palavras de estímulo à equipe que publica a Revista, 
finalizando com o seguinte parágrafo: “Tenho usado muito a RPM como um farol a 
balizar novos horizontes neste desafio permanente que é ensinar, resolver problemas 
e vencer obstáculos matemáticos”. 

7 

  
e Contribuindo e... dando uma força 

RPM: Nossa gratidão a este e a tantos outros leitores que nos escrevem com 
palavras de estímulo e contribuições em várias formas 

e A Matemática na vida 

Vários são os leitores que sugerem que a RPM publique mais assuntos de aplicação da Matemática. Jussara Denise Quintal, de Paulínia, SP 
com recursos que despertem o interesse e o gosto dos alunos A 
estudante, Diobel Gomes Travessa (RPM 22, p. 58) 

, pede uma seção 

matéria. O pai de 
, desta vez fala dos muitos jogos 
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oficiais no Brasil, em especial da recém-criada Tele-sena, que gostaria de ver anali- 

sada à luz da Teoria das Probabilidades. Oedih Kawata apresenta como aplicação 

das equações do segundo grau um problema de pagamento parcelado, que foi objeto 

de artigo na RPM 22 (sua carta é anterior à distribuição da RPM 22): “Uma loja 

vende um aparelho de som, cujo preço à vista é de 288 mil cruzeiros, em 2 prestações 

mensais iguais de 200 mil cada uma, vencendo a primeira um mês depois da compra. 

Qual é a taxa de juros embutida nesta transação?”. E o autor do referido artigo 

(RPM 22, p. 13) apresenta uma equação de grau n, que poderá ser resolvida pelo 

método de Newton (das aproximações sucessivas), que permite calcular a taxa de 

juros compostos de uma compra feita com pagamento parcelado, o primeiro deles 

ocorrendo um mês depois da compra: se V é o valor da compra à vista, p o valor 

de cada uma das n prestações, i a taxa dejuros, k=V/p e a=1+i, vale a 

equação: ka"tl -(k+1)a" +1=0. 

e Vamos usar a calculadora? 

O autor do artigo Pagamento Parcelado, Hideo Kumayama, sugere que 0 pro- 

fessor leve seus alunos a reduzirem, sempre que possível, o número de “toques”, 

dando como exemplo um modo de calcular as aproximações sucessivas dadas por 

ima = [> (14 i,)] (RPM 22, p.l4). Se io = 0,1 o cálculo de ij numa 

calculadora — das mais simples, que ele chama de calculadora do feirante, mas que 

repita a operação indicada anteriormente ao toque da tecla < = > — pode ser feito 

assim: <1><-><1l><+><=><=><=>< Mo ><1><+> 

<RM><=><+><2><=>, dando 0,1243426. 

RPM: De fato, a calculadora já faz parte da vida da grande maioria de nossos 

estudantes e deve ser usada na escola. O aluno precisa, entretanto, saber a tabuada. 

para lidar com operações entre números baixos, necessárias ao cálculo da ordem de 

grandeza, bem como levar em conta os arredondamentos. 

e Sobre os divisores... 

O colega Paulo Argolo, do Rio de Janeiro, RJ, pediu a um dos editores da RPM 

uma prova para o resultado: “Se S é uma segiiência determinada pela obtenção 

dos divisores de um número natural n através do dispositivo prático usual (na 

decomposição de n em fatores primos não havendo necessidade de se partir do 

menor para o maior fator, ou vice-versa, O essencial é que se esgote sucessivamente 

cada fator), então o produto de dois termos de $, eqiidistantes dos extremos, é 

iguala n; além disso, se S tem uma quantidade impar de termos, seu termo central 

será a raiz quadrada de n”. Gostou tanto da resposta que sugere sua publicação 

em forma de artigo. 

RPM: O leitor estaria interessado em vê-la publicada? 

o Erramos 

Os leitores José Lisboa Mota, Fortaleza, CE, Gilmar de Paula Matta, Volta 

Redonda, RJ e Régis Sant'Ana, Curitiba, PR perceberam dois enganos na seção O 

que cai por aí: 
p. 39-£. — 9: desconto de z% (não 2%); 

p.41-0.—-3: 1) A (não C). 

RPM: Agradecemos a atenção dos leitores. 
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Esta obra, em três volumes, consolida o sucesso já alcançado pelos autores 

em seus trabalhos anteriores e retoma o trabalho de educação 

matemática baseado na trilogia: história, conteúdo e aplicações. l
a
n
ç
a
m
e
n
t
o
 

Um primoroso e elegante projeto gráfico foi criado para facilitar O 

aprendizado do aluno. Cada capítulo contém: 

Q um texto com o histórico do conteúdo; 

Q o conteúdo programático com exemplos diversos, 

Q exercícios resolvidos e propostos, 

Q problemas de aplicação; 

Q leitura de divulgação matemática. 

Cada módulo é finalizado com os mais atualizados testes e questões de N 

vestibulares fundamentais para o ingresso às universidades. aci 

Visite a Casa do Professor, em São Paulo. 
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