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O ENSINO DA MATEMATICA

Geraldo Avila
IMECC-UNICAMP, Campinas, SP

A Crise do Ensino

E bem sabido que o ensino da Matemitica na escola do 1°
e 29 graus vive uma crise crénica hd muitos anos, Deixando de
lado os fatores sécio-econdémicos e politicos, abordaremos aqui tao-
somente as dificuldades ligadas diretamente ao ensino nas escolas.
Essas dificuldades vém se perpetuando desde o inicio da década
de sessenta, quando o ensino da Matemadtica passou por uma re-
forma profunda, que deu origem ao que se convencionou chamar de
Matemdtica Moderna. As caracteristicas principais dessa reforma
foram uma énfase acentuada na utilizagio da linguagem de con-
juntos e numa apresentacio excessivamente formal das diferentes
partes da Matemdtica. Foi uma reforma radical.

Os reformistas contaram, desde o primeiro instante, com adep-
tos fervorosos e poucos opositores. A maioria dos professores —
e mesmo alguns eminentes matematicos — apoiava as mu'ds.mg,as
com entusiasmo. Mas, com o passar do tempo, a ineficacia da
Matemdtica Moderna ia-se tornando mais e mais evidente. Os opo-
sitores do movimento foram aumentando em nimero e contar’td-o,
cada vez mais, com o apoio de pesquisadores de grande prestl.glo.
Em conseqgiiéncia disso, e das muitas criticas que clantio se faziam
4 Matemdtica Moderna, aliadas as evidéncias da ineficicia _d'essa.
orientagao para o ensino, Novas mudancas comegaram a ser feitas,
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no sentido de corrigir os rumos que vinham sendo seguidos. Na
maioria dos pafses a crise da Matemdtica Moderna foj superada
e jd é coisa do passado. No Brasil, entretanto, nio obstante og
avancos que tém sido feitos nos #ltimos quinze anos aproximada-

mente, convivemos ainda com fortes resquicios daquelas idéias dos
anos sessentas.

O Papel da Linguagem e do Simbolismo

O ensino de Matemdtica como era feito antes da reforma da
Matemdtica Moderna dos anos sessentas realmente continha muitas
deficiéncias. Nio levava em conta aspectos importantes da psico-
logia do aprendizado que, felizmente, vém recebendo, hoje em dia,
mais atengio. Mas a reforma trouxe inovagdes desastrosas, algu-
mas das quais persistem, nio obstante as mudangas salutares dos
iltimos anos. Assim & que os livros do 19 e 29 graus continuam
carregados de simbolismo e linguagem de conjuntos que mais atra-
palham do que ajudam o aluno em sey esforco de aprendizagem.

E Preciso ter presente
de Matemaitica, seja d
mitir jdéias,
tividade,

que o objetivo de todo ensino, seja
e qualquer outra disciplina, é trans-
estimular o pensamento independente e a cria-

A Matemaitica, em particular, depende muito de sua lingua-
gem e simbolismo especificos. Mas é também a linguagem e o
simbolismo préprios da Matemdtica que a fazem tio inacessivel,
Principalmente ao leigo, mesmo ao “leigo erudito”. Assim, pode-
mos dizer, em certo sentido, que a linguagem e o simbolismo da
Matemitjcy §40 um “mal necessirio”. (Alids, é interessante notar
que demoroy mujtg para que esses elementos tio decisjvos no pro-

SOCIEDADE BRASILEIRA DE HMATEMATICA

para que eles exergam seu desejado papel no aprendizado, e ndo o
judiquem. o AR
prejuLi:guagem e simbolismo sao muitq .ﬁteif e c{ndiisggzza\ﬁ;eﬁ:;
quanto ajudam na transmissﬁ..o e na aglhzagz}o uzsa ﬁngu.agem .
mente, 0 que acontece no ensmc? elementar ;anglogia ey
conjuntos e o excesso de simbolismo e te_rmhi bene{}do e
ajudarem, s6 atrapalham. Por efxerflplo, na.ou il
insistir com as criangas na distingao e.ntre ni s
Ao contrdrio, isto 56 traz prejuizos, criando umz. p i
necessaria na mente do aluno. .Doa;izr:; ;:: po;o guto o e
idéi “funcio” nio é preciso
Zeiizﬁifrftosiugiﬁo ;ae?[:s I;ara. a nogdo de r.elax;i_o, corrli:)oc::;;:sm:
ser feito; isto nada tem de motivan%ox:‘ Em sn;um;o?lsa c:a,o e ;5 .
excesso de linguagem obstrui o mais Jmp?rt§qfieé_qer
Por exemplo, é muito mais natural e mais facil diz

i =107 do que
“2 e 5 s@o as raizes da equagdo z*—Tz+10= 0’ e _0{2(1 o
“o conjunto verdade da sentenga z* — Tz +10=0¢ V = {2,

iti i iz i O natural é seguir
id matico profissional diz isso. ;
Alids, nenhum matemaj: cop nal d e
o costume dos matemdticos profissionais, e
pedantismos artificiais como esse.

E é importante observar que unguagem gl motl:la ?lgg:zg;
idéias sim. Nenhum aluno pode se interessar por qu ‘l L.
onde nio veja algum elemento que lhe satisfaga ou *?glc:s i
sidade. O mesmo é verdade no caso dos r_nfi»te_mﬂ- lEles (testavam
tribuiram para o desenvolvimento de e (:1811(:1:- . icas delas re-
sempre interessados nas idéias e nos métodos eb Tics!;no .
sultantes. Foram introduzindo linguagem e sim i3 et oz
sidade pratica. O mesmo devemos fazer no (’ar!smO-ara aitliarsc
esses elementos quando eles se fizerem ne‘iessal;:: p
aprendizado de coisas verdadeiramente relevantes.

A Responsabilidade por Mudancgas

nte a
H4 um certo consenso, entre professores, em que realme

) - . . . .
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faculdades nem sempre estio bem estrut

urados para preparar de-
vidamente seus alunos para as tarefas de ensino no 12 e 22 graus.

Os préprios professores que lecionam nesses cursot de licenciatura
muitas vezes nio estio devidamente motivados para essas tarefas.
As provas de muitos concursos piiblicos e de vérios exames vestibu-
lares continuam apresentando questdes sobre conjuntos, linguagem
e formalismo inconseqiiente, Finalmente, os autores e editores de
livros-textos também sio responsiveis pela presente situagio, pois
830 eles que Poem no mercado o instrumental bisico do professorado
de todo o pafs. E evidente, pois, que ndo haveri mudangas no en-
8ino enquanto nio houver mudangas nos livros-textos, Como se vé,
depende desses profissionais, mais que de quaisquer outros, a pos-
sibilidade das mudangas desejadas. Possam eles tomar consciéncia
das melhorias Possiveis, eliminando dos livros s elementos negati-
vos e prejudiciais no ensino-aprendizagem da Matemitica, abrindo
assim o caminho para o trinsito livre e ficil das jdéias.

A Reestruturagio dos Programas

Um aspecto importante a ger notado nas su
do ensino ¢ a Preservacio de coisas antigas, nio obstante a in-
sisténcia em “modernidade”. Fala-se muito em “modernizar” o
ensino, mas essas “modernizacdes” nio se liviam de verdadeiros
esqueletos cuidadosamente Ppreservados intactos nos novog progra-
mas... Um exemplo disso é o tépico razées e Pproporgdes, que conti-
nua sendo apresentado hoje como o era h4 cem oy duzentos angg,
Nao mudou, nio evoluiu,

cessivas reformag

Continuamos atrelados a conceitos arcaicos, insistindo
ainda em terminologia anacrénica,

com.o antecedente, conseqiiente, e em outras coisag iniiteis como a
famigerada regra de trés composta, Em dojs artigos na Revist
do Professor de Matemitica ( o

entre duas ou majs grande
= zas
nada mais; o resto ¢ resolugio de €quagdes simples, Procura.mos’
4 SOCIEDADE BRASILETRA p MATEMETICA
_ —

mostrar, nesses artigos, que o ensino dessa dependénc?a. é un;a. bea.
oportun;dade para uma primeira introdugdo do conceito de fungéo
e de trabalho com gréficos, jé no 1° grau.

Regra de extragdo da raiz qua.dra.da.., siste'mas lénea.res e ;g:xna::
¢oes de um modo geral sdo tépicos cuj'o ensino “nz'w s: (;lel;tenta
zou e que continua sencal&» ﬁit:; d:s n:lzngngi:oan;;r;z::n > debatents

idade das calculador 1’ )

ﬁ:rd;aer:?:ilsi?\?eis. E mais que tempo d'e ensinarmos n;zt;:lozzstt
aproximagdo no 22 grau, adequados a.’c?lculos ap.roxltxin pm'fessor
bre sistemas lineares, veja-se, a pr?pomto, o Mtl:io) : ropéaita
Elon Lages Lima, neste mesmo nimero fla RP} “;mia, rzco“ente
da raiz quadrada, o que se devia ensinar € a :se:l}l;d e
ant1 = (an + 1/an)/2. (Veja RPM 2, p. 27; RP ¢ e;tudo Pl
RPM 9, pp. 65-66; RPM 21, pp. 11-17.) Como se V&, ntudo Cosse
seqiiéncia situa-se muito bem num estudo geral de sequea'ma'lmeme
rentes e aproximagbes numéricas, incorporando o que

leva o0 nome de P.A. e PG.

Trigonometria é outro tépico que ocupa indgvxda.r:xex:ia::n :32
grande parte dos programas, muitas vezes incluindo r;l o
numérico de resolugdo de tridngulos, hoje supera.c‘lo.pela. aci
de cdlculos com a utilizagio de calculadoras eletrdnicas.

i 1 a i conti-
O ensino de logaritmos também ndo se m?dermzou a‘:les conti
nua sendo feito num espirito arcaico, qua.nfio nao tEIzl n;e T
portincia que teve por virios séculos, de instrumento
numérico.

Hoje em dia, com a disseminagao x'ias ca.lcu{a:dor:_as 31:;
trénicas, seria um despropdsito ensinar a utilizacao
tdbuas de logaritmos.

E preciso mudar a énfase no ensino do loga.rit-mo‘, adequando-o

is necessidades de hoje. O logaritmo decin}:;l, (;;ao u:s;::an]s:ﬁ 1:2
i A i al, perdeu muito desse :
antigo cdlculo numérico manu » Per ito.  papel. Muto
i j dia é a fungio logaritmo

importante a ensinar hoje em f o I
Lual.) inversa, a exponencial e®, a funcdo mais 1mp01"1ta.1;te “da. I:ias.-
temética, que ocorre na descrigio de uma variedade de fenémenos,

6
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como o crescimento de uma cultura de bactérias, de uma populacio,
de juros compostos, do decaimento radiativo, etc. (Veja, por exem-
plo, nosso livro Cilculo 1, Segdes 4.10, 4.11 e 5.6.) Ao leitor in-
teressado numa apresentagio do logaritmo para o professor do 29
grau, recomendamos o livro Logaritmos, do Prof. Elon Lages Lima,
publicado pela Sociedade Brasileira de Matemaitica.

Fungdes, Cdlculo € Geometria Analitica

Os problemas relacionados com o ensino de funges merecem
consideragSes numa segio & parte.

O que a Matemdtica Moderna fez com o ensino de funcdes
redundou num desenvolvimento excessivamente formal, abstrato e
longo desse tépico do programa, ocupando toda a primeira série
do 2? grau, e afastado das aplicagSes que podem se constituir em
boa motiyagio, Atualmente gasta-se muito tempo explicando as
operagbes de unido, intersecdo e produto cartesiano de conjuntos,
para se chegar & definicio de fungdo como um caso particular de
relagdo. Isto nada tem de motivador para o aluno e é irrelevante
nos exemplos de fungdes que sdo discutidos nesse estigio do apren-
dizado, todos eles dados por {6rmulas simples.

Para bem entendermos o

contra-senso do ensino atualmente
Praticado na escola do 29

grau nesse dominio da Matemdtica,

devemos lembrar que 0s matemdticos
com fungGes por quase dojs séculos
defini¢do geral de funcio.

profissionais lidaram
antes de chegarem 3

E se af chegaram, foi Porque tiveram necessidade desse conceito
geral para resolverem delicadas questdes surgidas no trato de im-
portantes problemas de convergéncia. Mais especificamente, os
problemas tratados levavam 3 ;

1 consideragio de sérieg infinitas de
fungdes,

I. Veja as “Notag
dos capitulos, sobretudo as pp. 104 a

107.) Ora i
lezas da Andlise estio fora do alcance ) » 5€ essas suti

d.O aluno do 29 grau, por

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMITICA

que perturbi-lo com uma idéia tdo geral e abstrata de i;t;:fas.?l,anit::
momento em que ele estd tio despreparado para apre

ortancia?
’ As coisas devem vir a seu devido 1.;empo. Do mesmo (1;3:; qsl;i
na evolugdo das idéias, também nc:1 ens1;i1:i :):d (:,Zn:;l;::e?m]vimento
introduzidos & medida que vio sendo so. : en
1clI;s tépicos ensinados, & medida que 0 aluno este_]:.ée? :;1211:225.
de apreciar criticamente a import@cna do que est: Ii)ntmdugso
Ao contrario, o que vemos no ensino (}e .fu'ng?es é z iroduglo
de diversos conceitos novos, como fungao injetiva, soorej ceito,s :
versa, composta, etc., sem utilizagio fxde.quada dzi:esd cc;nnegati,v 0,
portanto, sem revelar sua real importincia. O res a.f ?to contréri;
pois, a0 invés de estimular os a.lun?s., produz neles o efei
de gerar desinteresse pela Matemadtica.

Conelusdo

Concluimos reafirmando nossa crenga na via,bll.lda.de de va.na.?
mudangas no ensino da Matemdtica. Isso passaria por umﬁ:::e
dadeiro “enxugamento” dos atuais programas, com a cox;lseq oo
abertura de espago bastante para acomodar o ensino de ?tl;nenele_
de Cdlculo, tdo enriquecedor no estudo da,s‘ funcdes e mui or e
vante como auxiliar no ensino da Fisica. (J4 falamos sobre ;ssofes-
RPM 18. Veja também os artigos do Professor Duclos e da Pro
sora Gravina na RPM 20.)

BALCAO DO MESTRE

Como posso adquirir? Softwares Educacionais

i fiwares edu-
Dol Seosiont 2l 4 VOI&)& 'de fa?:?:)m :en:::::;ﬁscooa de colegas
Osvaldo Sangiorgi e Matemdtica leas; iy
((golegial, 3 vols.) de Ary Quintella, que j& tenham experiéncia na dr

usados na década de 70.

Jorge B. de Abreu
F. de Almeida Escrever para

Emesv:.lr :;:: g:nr:ee: 26 Setor D, Q. 16, C.. 12, Valparaiso 1
?&:3;2—0;0 Betim, M(."- 72870-000 Luziinia, GO.
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SOBRE O ENSINO DE SISTEMAS LINEARES

Elon Lages Lima
IMPA, RJ

Os sistemas de equagdes lineares constituem um tépico de gran-
de interesse pritico.

Seu estudo é acessivel aos estudantes, pois
3o requer o emprego de conceitos sutjs ou complicades. Além
disso, pode servir como ponto de partida para divers
temdticas relevantes e atuais. Por estes trés motivos, é mais do que
Justa sua inclusio nos currfeulos escolares. Entretanto, sua aborda.
gem nos compéndios adotados em nossas escolas €, na maioria das

vezes, obsoleta, drida e desmotivada, Em certos casos, até mesmo
contém erros matemiticos de fato.

Esta nota visa dar aos professores que ensinam sistemas linea-
res algumas sugestes Para ilustrar suas anlas e ajudé-los a situar
adequa.d.an%ente a matéria dentro do contexto dos seus conhecimen-
tos. A. limitacio de espago obriga a uma brevidade maior do que
a desejada. Para maiores detalhes, ver o livro Coordenadas po
Espago, publicado na Colegdo do Prof,

essor de Matemdtica da SBM.

as teorias ma-

1. Um problema

O curso de Matemdtica no semestre passado teve trés
provas. As questdes valiam ym ponto cada uma, mas og
pesos-das Provas eram diferentes. Jorge, que acertoy 6
questoes na primeira Prova, 5 na segunda e 4 na terceira,
obteve no final um tota] de 47 pontos, Fernando acertoy 3: .

SUCIEDADE BRASILETR) DE MATEMATICA

6 e 6, totalizando 54 pontos. Por sua vez, Marcos acertou
2,7 :: 5 questdes, atingindo a soma de :50 ;.)ontos no final.
J:i Renato fez 5 questdes certas na primeira prova, 8 na
segunda e 3 na terceira. Qual foi o total de pontos de
Renato?

Chamando de z, y e z respectivamente os pesos da p:-11-
meira, segunda e terceira provas, as pontuagoes de Jorge, Fernando
e Marcos nos fornecem as equagoes:

6z + 5y +4z = 47
3z +6y+6: = 54
2$+7y+57' = §0.

Com isso, determinamos , ¥ € 2 e, a partir dai, a nota final de
Rena;l(;;) é dificil imaginar muitas outras .situa.gées que Fon:luuzne:}n;
a sistemas de equagGes lineares como o acima. Os prol.mcl:)esm'dc’s .
podem ser instados a fornecer tais exemplos,. sendo afinta.o po
concluir que os sistemas lineares n3o foram inventados ap
capricho dos professores.

2. Observagoes _gerais

énci i aixo:
No que se segue, faremos referéncias ao sistema (5) ab

aiz+hy+az= d
(S) a2z +bhy+eaaz=d;
a3z + 531! + c32 = d3 .

Uma solugio de (§) é um terno ordenado (z,,vi,d z) d:
nimeros reais que, substituidos no primeiro membx;) de lgor 2,( 1::;1 :
das equacgdes acima, torna-o igual ao se'gundo mem {o exem
plo, (2,3,5) é uma solugio do sistema do §1: esc

Y
= 2 = 3 = 5. ’ . - - .
: d gisten’la. (5) pode ter uma tnica so!uqa.o, uma infinidade
de solugdes ou nenhuma solucdo. No primeiro caso, diz-se que o
sistema é determinado, no segundo, indeterminado e, no terceiro,

impossivel.

9
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Os sistemas lineares obedecem ao principio geral (e um tanto
vago) de que para determinar 3 niimeros sio necessarias 3 in-
formagBes distintas sobre esses mimeros. O sistema é indetermi-
nado quando uma (ou duas) dessas informagdes é (ou sd0) con-
seqiiéncia(s) das demais. Por exemplo, se nos Propusermos a deter-
minar z, ¥, z sabendo que 2z -4y +62=8, z —2y+32=4 e
3z — 6y 4+ 9z = 12, teremos af um sistema indeterminado, pois na
realidade é-nos dada apenas uma informagio sobre esges nimeros,
asaber, que z—2y+3z=4. Ag outras duas afirmages resultam
desta. Em cursos elementares, os sistemas indeterminados sio dej-
Xados de lado sem maijor atencio, mas essa atitude nio é correta.

A indeterminaggo significa que o problema expresso pelo sistema

(S) possui infinitas solugSes, cabendo-nos em cada caso escolher a
que melhor se adapta is nossas conveniéncias,

J4 o sistema impossivel ocorre quando as informagges que nos
8do fornecidas para calcular T, ¥ e z sdo incompatfveis. Por
exemplo, se uma das equagdes do sistema € z-2y+3z2 = 4, outra
equacio ndo pode ter a forma 2z — 4y +62 = 7. (Multiplicando

a primeira por 2 e subtraindo a segunda, chegarfamos ag absurdo
0=1)

3. Diferentes interpretagdes

O sistema (S) pode ser encarado sob diversos pontos de vista.,
Essa variedade de interpretagées enriquece a gama de aplicagies que
tem seu estudo e, por outro lado, permite a utilizagio de diferentes
instrumentos Para resolvé-lo, As trés interpretacdes que apresen-

tamos a seguir tém nfvel elementar e estip ao alcance do aluno da
escola média,

A) INTERPRETAGAO GEOMETRICA

Cada solugio (2,4,2) do sistema (S) pode ser olhada como
um ponto P do espaco tridi
cartesianas: P = ( Ponto de vista, cada uma
Plano nesge espago e

0 a esses planos. Mais
Precisamente, se 7y, T2 € T3 8io o planos definidos pelas trés

equagbes de (S5), entio ag solugdes de (5) sdo os pontos P =
(z,9,2) que pertencem & intersegio TINmN w3 desses planos.

10 SCCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Assim, por exemplo, se pelo menos Eims desse; pla,::ss ;x all,:ira:
e dois deles intersectam o terceiro segun 0 reta ralelas,
lel'os, reech 71 N T N3 é vazia e o sistema é 1mpossx’v1.e].d ou "
:J::::e;ls:? aﬁzdellnos ter uma reta r formando ljmaﬂesge:;en :ael: 1:
contido simultaneamente nos tres pla.nois. Egtazs p:; fmnm =T
b indet?dminadozlzuoa:tsl':lsug(l}:;:sa(s’e encontram num sé
gsistema é determinado quan .
ponto, como duas paredes adjacentes e ? tftto. + lanos 71, 52
H3 ao todo 8 posigdes relativas possivels para o f a0 %13 0
Quatro dessas posigdes correspohdem a0 Jistemas im-
possivel : outras quatro, o sistema tem solu?alo. imp fante
i ode concluir em qual das 8 posigoes se encc:: ”
s planas o BeSI)) examinando os coeficientes &, bi, ¢ e a ; a;o)
oselpl:;lronsp::ec(em (Ver o livro Coordenadas no Espago, Ja c %
nele .

B) INTERPRETAGAO MATRICIAL

O sistema (S) poe em destaque as matrizes

dy

T

ai bl 1 D= d2

A= a bz c i, X=1v ¢ da
as ba €3 &

i i de
Fazendo uso da multiplicagio de matrizes, esse sistema po
ser escrito sob a forma

A- X =D.

i 14 foi tratada na RPM 21,

tiplicagio de matrizes, que Ja J s

funciﬁn;mau:lsslil:n' ?produto de uma linha, ng:;nos ‘Ea; R :11;1 ;‘1-]; ‘gz

. icdo, i a a ;

o X é, por deﬁmgax?, igu ! i

l(l)m:r;:l)}l‘:l;adzo\?ma. matriz A, de m’hnhas en ;oll?una(.ise, £:n]-1 uma
matriz B, de »n linhas e p colunas, e 2 matriz s

as, cujo ele oda & ési i j-ési coluna éo
ep colun [ j ment 1-eslma linha e J-esima
b)

j-€si de B.
produto da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de

C) INTERPRETACAO VETORIAL

étri levadas em conta as linhas
i tacio geométrica foram .
'Na 1nter(p;)5 a.gas qgua,is representam planos. Agora, olharemo
dor?::n:iluna.; de (§), que sdo os vetores a = (a1, a2,a3),
pa

1
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b= (bl’bZabS)s c= (cl’chc.'i)a
rico RS,

Como se sabe, a soma de dois vetores U= (a,0,7) e
v=(a,8",9') em IR? é definida como utv = (ata’, B+, v+4')

¢ o produto do vetor u pelo nimero real 2 é o vetor

z.% = (az,Bz,9z). Dado um terceiro vetor w = (o, 4"} e

08 niimeros reais y,z,' a combinagio linear z.u + y.v 4 2.0 &
portanto o vetor

ed = (dy,dy,d3), do espago numé-

sUtyvtzw = (avta'y+alz, fr+Bly+ 47, 12+7'y+4"2).

Assim, afirmar que (z,,2) é uma solugio do sistema )]
significa dizer que vale a igualdade vetoria)

T4+ yb + z.c = 4. (%)

Noutras Palavras, dar o sistema (5) significa dar os vetores
a,b,c e d em I3 e regoly

er o sistema significa exprimir d como
combinagio linear dos vetores a,b e ¢,naforma (*). As incégnitas

Z,¥,2 8ao os coeficientes numéricos dessa combinacio,
Se 03 vetores-coluna a,b,c fore

d em IR® ge exprime, de modo tnico, como combinagio linear de

a,b e c. Neste €aso, o sistema (S) possui uma tinica solugio,
néo importa qual seja o segundo membro d.

Se, entretanto, os vetores a,b,c estiverem no mesmo plano, o
sistema ndo terg solugio, a menos que d esteja nesse mesmo plano.

Ese a,b,¢ forem colineares, d lhes deve ser colinear também para
que (S) possua solugio.,

m nio-coplanares, todo vetor

4. Métodos de solucio
A) ESCALONAMENTO

O método de escalonamentq consiste em substituir o sistema,
(5) por outro (5') que lhe gej i
a8 mesmas solugdes), no qual a matriz A’
matriz diz-se escalonada quando o primejro elemento nio nulo de
cada linha situa-ge 3 direita do prime;

12 SOCIEDADE BRASILEIRA g MATEMATICA

terior. Diz-se entio que (S') € um sistema escalonado. O sistema
anterior. Diz-
seguinte é escalonado:

2z — 3y + 5z
2y + 3z
4z

wu

1
2
8

facilmente de baixo para
i a escalonado resolve-se - de e
i Y l'fll:it;l;.] equagio da o valor de z. Substituindo e
cima: a -
a tra-se 9y, € .

a segunda equagdo, encon ; .

lor nP f“assu do sistema (S) para um sistema es::.lso:a.:rci) Iﬁ:i -

valent:f sll:bstitui-se a segunda eqt(lla.gacis f:re ]j::i . :eo % & prriscs

a.

a enos a@; vezes a segun D O e o &
e‘;u:;; aonfina. equagio. De modo andlogo, ehylz,r:‘eequa&so, em =
3 tei]:leira. equagio. Deixando em paz a prim & fot diminado)

¥ esmo processo nas duas dltimas (nas quais i
oa.lll'la eliminar y na terceira equagio e obter um si L
’ Por exemplo, se aplicarmos escalonamento a0 sis
obteremos o sistema escalonado

= 47
6z+ Sy+ 4z
2ly+ 24z = 183

i 3 = =3 z=2.
o qual, resolvido de baixo para cima, dd 2z 5 ¥ ’
B) RESOLUGAO MATRICIAL

H screver o sistema
. = tricial, que consiste err-l e ! A
A mter];reta-iafiﬁl; - D: pratica.melfte impde a sjl-ﬁwda.
($) SOb_la ormE ta solugio exige que exista a mverr?'a.li a por
ranin A DP dseﬁnigﬁo A"l éa matrii que mU%tlplinhas 530
. , : e
l;lat‘?: c;::;lo rf?sl;lltado a “matriz identlim_if e;: ,s . :uiai i
. Para que Y e
(10 0)’1; (01 03 dit(egrgjxll)anbe A da matriz A seja diferente de
suficiente que

zero. Se isto ocorre, entao

All —A2l A31
a1 -Aiz  An -Am )],
47=3 Az —An Asn

13
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onde o “determinante menor” A
obtidade A pela supressio da i-

Com esta férmula para A-!
a multiplicagio A~?
as incégnitas z,y,
Regra de Cramer,
raciocinio element

ij € o determinante da matriz
ésima linha e da j-ésima coluna.,

» pode-se efetuar imediatamente
D, obtendo assim expressdes explicitas para
z. Tais expresses coincidem com as dadas pela

& qual serd deduzida a seguir por meio de um
ar, que nio depende da teoria das matrizes.

C) REGRA DE CRAMER

Usaremos a notagio det [¢,v,%] para indicar 0 determinante
da matriz cujas colunas sio o vetores y = (a, 8, %), v = (o, 8,4

e w=(a",5"9"). Se (z,9,2) é solugio do sistema (), isto &,
se d=z.a+4y.b+ 2.¢, de acordo com a interpretagio vetorial,
entdo as propriedades elementares do determinante nos permitem
escrever

det[d,b,c]é det[z.q +y.b+z.¢, b c=
=z det(a,b,c] + y det (b,,¢] + 2 det [e,b,¢] =
=z det[¢,b,¢] + 5.0 + 2.0 = 2 det le,b,¢].
Analogamente se tem

det [a,d,c] = y det l[a,b,c] e det [a,b,d] = z detfa,b,(].

Se supusermos det [a,b,¢] # 0, obteremos

det [d, b, ¢] det[a,d,c] det [q,5,d]
detfo,be] ' ¥= Tetfabe)’ *= 3 [a,b,q] "

O conjunto dessas férmulas é conhecido como a Regra de Cramer.

6. Custo operacional

Tradiciona.lmente,

‘ a » & Regra de Cramer ¢ o método consagrado
Para a resolugdo dos sistemas lineares. Vejamos se essa tradicio se
Justifica.

-Exa.mina.remos inicialmente os trag métodos acima sob o ponto
de vista do que chamaremos custo operacional. Admitindo que as

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

% s .
operagdes de adigio e subtragio tenham custo insignificante, ulv.ejar

P . i
nfos quantas multiplicacdes e divisGes sdo necessarias para ap
cada um desses métodos.

A) CUSTO DO ESCALONAMENTO

Sio necessarias (4 +4)+ (4+4) = 1'6 .multlphc:,ng:ilsi :)i:.;:
eliminar z, 3+3 = 6 multiplicagdes para el.lr:.n{lar :;aua(:har e
para obter 2, uma mu]tiplicag_i? e uma dlvxsa,otpar s Y
duas multiplicagdes mais uma dn.nsfm para emc:]?n. r: a:ra i ke
usam-se 28 operaghes de multu’)llcaga.o ou alvnsa:a;ellwl or?
um sistema linear 3 por 3 pelo método de escalon

B) CUSTO MATRICIAL

. i triz A. Isto
N determinar a inversa da ma
thi:;p: lclllzzi]::m(il;l:ntz de A. Desenvolvendo s.egundc:1 :tria
come A = .
linha.gou s tem-S: " m‘l.lt;il:::G rﬁxiﬁa chl.:ar Trés deles ja
i ém os 9 determin f
:—3 - seiﬁg;:;:; na expansio de A. Sobram 6, cada ui:;l- dlti): qléz-f:
rceu(;l:r 2 multiplicacdes. Até agora sdo 9412 = 291d1!::11;6;§ Aafsim;
Depois divide-se cada menor A;; por A: S?Dal nte, o produto
o cdlculo de A~! tem custo 2149 =30. Fin aT-e 30+ 9 = 39.
A~'. D requer mais 9 multiplicagdes. Custo total:

C . # l i R 1

C) CUSTO DA REGRA DE CRAMER

de-
Para resolver um sistema 3 por :Ti pel:x l;.:lglzgo d:e g(fll;la(;zelxi';has
Y 4 determinantes. Us.a,n oa ndolinhas
ouc 919 c:]scu:;a. um desses determman-tes re?uer QdI{:n?sl;ghczgl?;so
Eu :&u;a.rc’ial' 4%x9=236 Em seguida, vém 3 divi .
Lt b

total da Regra de Cramer: 36+3 = 39.

CONCLUSAO:

o método do escalonamento tem custo

Para sistemas 3 por 3, cial e a Regra de Cramer tém ambos

28, enquanto o método matri
custo 39.

i5
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Convém observar que o caso 3 por 3,
ndo é tipico. Em muitas aplicagdes da
sistemas de equagBes lineares com dez
milhares de incégnitas. Quando o nd
diferenga, de custo entre 2, Regra de Cr.
e 0 método de escalonamento cresce
cifras quase inacreditgveis,

Nao é dificil constatar

que estamos analisando,
Matemitica encontram-se
enas, centenas, ou mesmo
mero de incégnitas cresce, a
amer (ou o método matricial)
muito rapidamente, atingindo

que o cdlculo de um determinante
n X n pelo desenvolvimento segundo uma linha ou uma coluna
custa aproximadamente n! (e — 1) multiplicacses (e = 2,71828).
Logo, o custo da Regra de Cramer num sistema de n equagses a
% incégnitas é (n 4 1){(e — 1)+ n, aproximadamente,

Por outro lado, o custo do mesmo sistema n X n po processo
de escalonamento, da maneira COmo o apresentamos, é de
%3 + 3n?f2 - /6. (Nesta nota, usamos o dobro das

multiplicagdes que seriam necessdrias. Isso foi fejto para os alunos
nao lidarem com fragdes.)

Essas férmulas mostram que a resolucio de um sistema de =
equagdes lineares com 7 incdgnitas pode tornar-se, para valores
grandes de n, extremamente mais laboriosa pela Regra de Cramer
do que pelo método do escalonamento,

Para estabelecer um confronto entre os dojs métodos, imagine-
MO8 um computador capaz de efe

tuar um milhio de multiplicacoes
ou divisGes por segundo, prieas

Usando o método do escalonamento,

ria um sistema 10 x 10 em 0,8 milésimo de segundo; pela Regra
de Cramer ele levaria 1 minuto e 8 segundos,

Vejamos um sistema 15 X 15. Por escalona.mento, 0 com-

putador o resolveria em 2,5 milésimog de segundo, Pela Regra de

Cramer, ele levaria 1 ano, 1 més e 16 diag.

€sse computador regolve-

Consideremos agora um sistema de 2( equagdes com 20 jn-
cdgnitas. Nosso computador o reso]ve

gl ria por escalonamento em 6
milésimos de segundo. Pela Re

; gra de Cramer, ele levaria 2 milhdes,
754 mil e 140 angs para resolvé-lo!

Iss0 mostra claramente co

1 mo a Regra de Cramer 4 inadequada
para sistemas de grande porte

. Para encerrar as comparagdes, ob-
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i sis-
0s que, no computador que estamos consnderfmdo, u;x; :
Servelﬁ q'l e, uagde ;% >m' mil incégnitas seria resolvido em 11 mi-
ml .: 2
ten.tla - lo mgtodo d§ escalonamento. O tempo necessatrmI para
nutos pe ten it
resolvél-)lo pela Regra de Cramer ¢ simplesmente inimagin

6. Consideragées finais

O baixo custo operacional ji seria ra.zio suﬁcieltltes;:la:;as. a ]\Z:
re os outro 3
iori étodo do escalonamento so \
penon:.;de iosl;ugio X = A"1.D ea Regrade Crame; :oSis:
;.erlrilc:lm p——— que det A # 0, ou seja, no ~c:a.scftema'squm;i‘;6es
tfma, possui uma dnica solugéo. Ja vim?s_que sdo ::3 sc;es p};anos e
relativas de trés planos no espago. A posigdo ;m 2;:;0 R 1
S po; tc:ié apelx::sminlll?pé?ese sc;bre o determi-
to nao depende de nen X o
esca;:lorcllaémjl Se o sistema for impossivel, chega-se a c1111';13. t‘:;c; -
Mna:ﬁ.o da i'orma. 0.z=m, com m#0, e,se for indeterm .
equ :
a equagdo 0.z =0. N
irios li tados em nossas esco ;
izmente, virios livros ado >
t Infel;.\z;nerro ,de aplicar a Regra de Cramer em ca.s(;:st ?:sdq:] i
de:::l[: frc] = 0. Dizem esses livros que se det}[{l, b, c]d= C‘:-a,m; d ,(ma_]
"b.d] = d = 3 mo a Regra de
= det [a,b,c] = 0 entao, co de e
de;iE:‘:cf;;l]fomeie[ z= ]0/0, §=0/0 e z=0/0, 0 smt:zirll:;) fos de-
sormi do. Isto é falso. Se os vetores a,b,c forem m ow
o outen o asso vetor d n3o for miltiplo deles, os 4 det‘.ermu:la.eSses
doi 01:18'2011;‘1108 mas o sistema é impossivel. Para os autores
acim

livros, o sistema

z+4+2y+32 » 1
224+ 4y+ 6z = 2
3z 4+ 6y+9z = 4 )
& . .
i i infinitas solucdes. Seria o caso
é i inado, isto é, possul In w50 de
;t:(lilicll'e??:.il: autores qu,e dessem exemplos de uma sequer de
solucdes. , il e Regro
i i método matricial e
a deve porém imaginar que 0 M :
de CI;I:;:: s:o dgsprovidos de qualquer interesse. Para terminar,
direi algumas palavras em defesa deles. —
Em primeiro lugar, quando o niimero de equacdes e incogni
m
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é 3, como supusemos aqui, a economia operacional com o uso do
escalonamento néo é tio assustadora assim,

Em segundo lugar, quanto ao método matricial, a expressao
X = A”1.D sugere um tratamento algébrico das quantidades que
ocorrem num sistema linear. Essa Algebra Matricial tem grande
interesse matematico, sua utilidade indo bem mais além do que foi
esbocado aqui. E, quanto & Regra de Cramer, as f6rmulas que dio
explicitamente z, y ¢ z em termos dos coeficientes a;, b, c;
e d; tém importancia tedrica pois permitem, entre outras coi-
sas, avaliar o grau de mudanca, dessas respostas z,¥,z quando
se perturbam, ou se cometem erros nas medidas que fornecem, os
coeficientes a;, bi, ¢, d

Para concluir,
veio abrir caminho
lineares, além das
métodos iterativos,
lineares.

cabe ressaltar que o advento dos computadores
para novas técnicas de resolucio dos sistemas
mencionadas aqui. Entre elag destacam-se os
cuja aplicacio abrange também os sistemas nao-

OBSERVACAO

Segundo me informony Eduardo Wagner, o seguinte processo misto & fre-
qientemente empregado para resolver sistemas

> ? 3X3: usa-se a Regra de Cramer
para determinar uma das Incdgnitas, digamos . Em seguida, substituj-se em
duas equagdes o valor encontrado,

obtendo um sistema em y ¢ z, oqual pode
ser resolvido facilmente Por um dos métodos conhecidos.

Este processo ¢ mais répido do
lam apenas dois determinantes 3% 3
constata facilmenta,

que a Regra de Cramer Pois nele se calcu-

» €M vez de quatro, Na realidade,

como se
sua aplicagio requer 28 multj

Em pri-

sistema
geja diferente de zero. Em segundo lugar, para sistemas com um mimero n de

incégnitas maior do que 3, sen custo Operacional, que tem a mespma ordem de
grandeza de nf, torna-ga tio proibitivo quanto o da Regra de Cramer.
NOTA

A idéia de escrever sobre o ensino de sistem
carta enviada A RPM, em 1989, pelo Professor Pay

alertando para o emprego erroneo da Regra de Cr
corrente,

as lineares Temonta a uma
lo Argolo, do Rio de Janeiro,
amer em alguns textos de uso
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As coisas que ensinamos

SOBRE FRACOES PROPRIAS, IMPROPRIAS
E APARENTES

Seiji Hariki
IME-USP, Sio Paulo, SP

arti-
Nesta nota trataremos de um a.s%unto %:?:::ggp&l:ia;dg;zi =
i a
ino de Matemdtica, a saber, rerg? utores e
S_°5 903;‘::; 21;0 uanto is definigoes e cat?gorlza&oef dlea;}i}i]iiazio 2
?vmést'cos Aquiqfocaliza.remos a divergéncia quanto a c
eméticos.

Ses. . 30 significa-
fl.m;'oftsproveit;a.rre,mc.vs 0 ensejo para sugerir uma construgao signi

tiva do conceito de fragao impropria.

1. Classificagio de fragSes

Vi arar as classificagbes de fragdes de trés grupos de
amos comp
autores de livros didaticos: . ) .
O grupo A de autores classifica as fragGes em: -
- numerador é menor do que o den(;)mm dor &or.
g § mai igual ao denomin -
ioi ia: erador é maior ou igu :
- ﬁ_a&?o 1mpr211:::-°°1$:$radm ¢é um miltiplo do denom.mado;.
T o apa'I : tem um aspecto positivo e chis n‘ega.two;.a ;:;
Esta dasmﬁca;i:odic"mmia" contrapondo .fra,ga.o prol‘}r.nf.n a.r ;pgia,
um la’.do., ela.di:':a“uma fragio, ou ela é prépria, ou ela.u::1 li n:)prépda
ﬁ?::;;io est4 conforme a linguagem comum, na q
significa precisamente a negagao de préptja. 5 claass aio & per
tro lado, essa divisio das fragdes em bes o € pes-
i o o classe ’da.s fragoes aparentes tezn mterseg- ks
glti;efti);:piéprias Por exemplo, 19/19 ¢ uma fracio ao
ag .

~ fragio prépria:
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tempo aparente (19 é miltiplo de si mesmo) e imprépria (o numera-
dor e 0 denominador sio iguais a 19).

Finalmente, fegundo essa classificagio, a fragio 0 /1 é, a0 mesmo
tempo, uma fragio prépria (o numerador ¢ menor do que o denomi-

3a.d)or) € uma fragio aparente (o numerador é miltiplo do denomina-
or).

O grupo B de autores classifica as fragGes em:

- fra.g?o ?répria: © numerador é menor do que o denominador;
- frax;go Imprépria: o numerador & maior do que o denominador;
- fragdo aparente: o numerador é um miltiplo do denominador.

Esta classificagio tem, a nosso ver, trés defeitos;

(a) ela} néo dicotomiza prépria e imprépria, pois, em Matemaitica,

20 coiltré.no.do que ocorre na linguagem comum, a negacdo de menor
€ maior ou 13:ua1 2 (b) a classe de fracdes aparentes nio & disjunta
da classe das lmproprias; (c) a classe das fracGes aparentes intersecta
a classe das fragses préprias.

- O grupo.C de autores apresenta a seguinte classificagio:
- fragen Prépr:xa:_o numerador é menor do que o denominador;
- ﬁagw-lmpro?rxa: 0 numerador é maior do que o denomina’dor

mas néo € miltiplo do mesmo;

— fragdo aparente: o numerador é um miltiplo do denominador.

€ zero, que seriam tanto préprias como aparentes. Além disso. o
pfoblema. da nomenclatura Permanece; uma fragio que nio é pré ,ria
néo &, segundo esta clasmﬁca.gé’o, necessariamente imprépria prop

oncordam quarto ig definigdes
ais, elas diygrgem entre si. Por

Observamos que os trég grupos ¢
de fragiio prépria e aparente; no dem.
exemplo, para o grupo A4, 5/5 éu
para os grupos B e C, ela nio é. Quanto 3 fraca

406, acdo 10/5,
A e B concordam que ela & Impropria, mas o grupo C'/diz ::eg:lusﬁos

E ai, como ¢ que fica? Qual classificacs -
delas é correta? Qu serd que tanto faz? 65088 dave eacolhert b

Do meu ponto de vista,

deverfamos dividj = .
e impréprias. Fragdes prép 1dir as fragGes em préprias

rias sdo aquelas que sio maiores do que

, .
0 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

0 e menores do que 1. Todas as outras fragdes sdo consideradas
impréprias. Julgando-se conveniente, podem-se destacar, dentre as
impréprias, as fragbes aparentes, que sio aquelas que representam
nimeros naturais.
Em termos de representagio (numerador e denominador), as de-
finigSes ficariam sendo as seguintes: 7 ' '
- fracio prépria: o numerador é menor do que o denominador e é
diferente de zero; . _ '
- fragdo imprépria: o numerador-é maior ou igual ao denominador

ou igual a zero. . o .
Como caso particular de fragao impropnia, ten’a.mog. ,
— fragio aparente: o numerador é miltiplo do denominador.

2, Como ajudar os alunos a construir significativamente o
conceito de fragio imprdpria?

A fragio prépria refere-se ao conceito usual de fra&af):. para
a maioria das pessoas, fragio é uma parte do todo; o Dtc:ona.r:o
Aurélio cita como exemplo fragéo de segundo (que seria uma parte
do segundo, algo menor que um segundo). Isto quer dizer que fra.g::
no sentido usual corresponde ao que, em Matematica, chamamos
fragio prépria. ) s
Um problema didético dificil é o da? apresc.ent?.ga.o ao0s a.lunc;z z
conceito de fragio imprépria: que sentido atribuir, por exemplo,
fraggo 5/27 , 1
Em certas situacdes, 5/2 significa 5 vezes 1/2. Por exemp (;),
um glutio comeu 5/2 de torta, isto é 5 meta.des.de torta, que, do
ponto de vista matemdtico, é igual a 2 tortas e mela. 1
Em outras situagbes, 5/2 significa metade de 5. Por exemplo,
dona Maria quer distribuir equitativamente 5 pedagos de gnzzadpa.ra.
seus dois filhos. Ela certamente vai dar, para cada um, 2 pedagos

og ia”. “impropria”, “aparente”, no inicio do
" NRs O : - dosdzoxllnl:il:;: ;e'enfatli)zaf a diferenga entre o significado
de “fragio” na.ecl?;:m corrente ¢ o seu significado em Mateméti:a, porél:1 ::;
Romes em si nio merecem muito destaque, uma vez que, passada _a a:le s:;]: 2 de
aprendizado, eles deixam de ser usados. O fato de um mhll:lem racion e .
menor ou ignal a um nada tem de especial (salvo em problemas espec A

aprendizado,
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inteiros e mais a metade do
5/2 pedagos de pizza.
Em resumo, 5/2 pode,
das duas coisas;
5 vezes 1/2 (5 metades) ou

quinto pedago. Assim;, cada fitho recebe

de acordo com o contexto, significar uma

1/2 vezes 5 (metade de 5).
3. FracGes e medidag

Uma conexio que se poderia fazer,
livros did4ticos de hoje, é entre

comensurabilidade de segmentos.

mas quase nunca é feita nos
fragGes impréprias e a questdo da

Mais precisamente, o conceito de
fracio imprépria pode ser construido a partir do problema da com-
Paragdo entre segmentos (segme

ntos comensurdveis).
O problema geral seria o seguinte: sejam dados dojs segmentos
AB eCD, tais que AB ¢ mais comprido do que CD. E possivel
medir AB, utilizando CD como unidade de medida?
Em caso afirmativo

» CD caberia um nimero exato de vezes
em AB. Em caso negativo, perguntari

; amos: € possivel dividir CD
fum numero finito de partes iguais, de modo que uma dessas partes
coubesse um némero exato de vez

€8 10 segmento 4 R?
. Em. Caso afirmativo, verfamos o aparecimento de uma fragdo
imprépria m/n, com m maior do que p

(m/n representaria
neste caso m vezes 1/n).

E claro que se mudarmos 2 escala do eixo numé
1/ como uma nova unidade, obter{amos og nimeros
com m variando no conjunto dog mimeros naturaj

receriam, de modo natural, ag fragdes aparentes (qu
miiltiplo de n).

rico, utilizando
da forma m/n,

Uma questio que ficaria “

de segmentos nio-comensuriy

pendurada” & 5 da exis
eis, um mistério as

téncia ou nio

\ er desvendado em
cursos mais avangados (v. RPM 5, pp. 6-11).

Desse modo, seria dada uma interpretagio geométrica ags con-
ceitos de fracio i Gpri a
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS E
LEIS DA TRIGONOMETRIA

Wu-yi Hsiang
Universidade da Califérnia, Berkeley

APRESENTAGAO

. i ém
ico de origem chinesa, por
e eituado matemditico . . da Ca-
ad. ::u—ﬂ H;;t:gaﬁ ;'ﬂ;o:n:nde & professor titular da Universidade
radicado nos ’

iférnia, em Berkeley. . 4 China. L4 procuraram
Mdm'.;'é 15 anos, Wu-yi e sua esposa Mirtle vouaml:cioso projeto de reforma

am
£ do e lhe propuseram um izar um currfculo
o zmmftro da Educa:;ﬁ:vfaa.ndo, em primeiro lugar, orga.rm:a!rﬂl:‘_ma andlise,
::I, el::s::o : ae‘scoMalla:(T;cundeﬂn’a chinesa do pzdxim&:’ éc tlo & e
Eprace i Matemdtica na China. - jeto de
tima reforma ser:{ddooe:;l;z ?;ediato e entusidstico do ministro, o proj
Tendo recebido

i me;ou experlmenlﬂmente com uma eqt"pe
v“u‘yi Eslﬂ.ns €O,

1018880 -5 uma at‘vfdade
undﬁoﬂ de oltﬂ molas e ﬂOIGBCElI, tornand
P Ires Sec O~}

tei escolas.
de participantes e €3C0o o
macionnl; envolhzl.m::: :;:ev';';;‘-adop& China durante trés meses por ano,
Wu-yi e Mir

curriculo foram escritos
textos contendo o na!ra. foram escttos
o D"fan;f W;P::‘;ﬁ":aﬁ;um da concepgio original de Wu-yi, co.
@ reescritos divers A
em seu uso nas escolas.

Wu-yi jd esteve aIgunju vezes o
ocasices, traduziu do du'nea.para Oa oy
apeddmem“ t: sl o :l &s, feita pelo Professor Alberto Azevedo,

5 ués,
te versiao para o portug O onte doe 1o,

esenA Prad :os nossos leitores, para que tenhamos. con et G
— - 1 e resulta da colaboragio harmoniosa, na gi .
e e 4ticos profissionais e professores secunddrios. .
matemte® Elon Lages Lima

dessas
. visita ao IMPA. Numa
no Brasil, ::;“uh de seu livro e o ofereceu

da China, entre
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1. Introdugio

Neste breve artigo discutiremos a origem e o significado de duas
fungdes trigonométricas bisicas: a funcio seno e a fungio cosseno,
e duas leis fundamentais da trigonometria: a lei do seno e a lei
do cosseno. Historicamente, o seno e o cosseno foram introduzidos
como razdes entre lados de um tridngulo retangulo, Entretanto, de
um ponto de vista funcional moderno, é mais natural considerar as

funcdes seno e cosseno como as fungbes definidas no circulo unitdrio.
No sistema de coordenadas car-

tesianas do plano, o circulo unitario ‘T y
é descrito usualmente pela equagio P(x,y}
2+ =1, (1)
t A_
Por outro lado, se um ponto P 0 X
parte de A(1,0) e caminha sobre o

circulo unitério com velocidade uni-
taria, ¢ claro que suas coordenadas
T e y s3o fungdes do tempo ¢
e 830 exatamente o par de fungdes
trigonométricas, a saber:

FIGURA 1
Z =cost e

€quagao (1) pode ser consider

Y =sent. (2)
A
tica do circulo unitirio

lares fundamentais.

Na Geometria Plana,
tricos bisicos, simples, do
o par de fung¢es seno e c

circulos e tridng

ulos 8o objetos geomé-
8 mais fundame

ntais. Veremos (§2) que
os8seno fornece pg ferramentag analiticas
adequadas para o estudo de v4rias Propriedades do circulo. J4 as
leis do seno e do cosseno (§3) mostram que estas funcdes também
fornecem as ferramentas bdsicas para a anilise quantitativa das
diversas propriedades geométricas dog tridngulos, Assim, as duas
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¢ £ e u i i tituem

fun as duas lei da tngonometna. cons

0 i étri leis ; :

oes trigonomeétricas 2 e o

um alicerce iinico que engloba. tanto a geometna. d(: ulo q ua.ltr1io

ados trié.ngu.los fornecendo uma base firme para oda a Geometria
H]

Analitica.

atri bésicas do circulo e as
iedades geometrl’ca.\s il
- g:og:i?c)ll;des funcionais bédsicas do seno e do

ied ar harmo-
As fungdes seno e cosseno 8ao, por deﬁm(:')afi;l l;:f::o: periédicos
ioso: junto elas representam um dos .y om velocidade
e a saber, o movimento circular ¢ roptic.
mais f}u:‘damenta.lsl ntemente, é bastante natural que aiofno .
unitaria®. pon§eql;1;icas do seno e do cosseno sejam R
dades funcionais rrelagio direta) das prqpneda e8 gr A
uma tra.duga:O (i.e. co.t irio. Daremos a seguir um Sum ld circulo
e et gonéis b
3::12:;::1 :& :: propriedades funcionais do seno e do

2t 4+ sen?t = 1.

mas

de adigio das fungdes seno e cosseno.  rcuorsdo Blen .
ametros
j t1, ta, th, th, o8 par gulares
C (:cf e;r:;n Bl’z:vf,’y{), e C'(zh,v3), respecti
? L]

B'C' podem

ota&ﬁﬂ 08 triﬁng‘ﬂos .OBC: :erioo congrueﬂtesy

. CtJ.m esta 1 t ’50 conveniente, 15t0 i tanto o compri-

colncldir por uma ro :& -4)= (- t'l).' % Assjm,OBC’ dependem

se, e somente se, (’ 2ea. orientada do tnangulo] o ofl i B

mento BC como a::ntre seus parimetros angu i:: ;50 ’ fungdes

somente da difereng dois invariantes geométric ® erniios condi

tras palavras, estes | Portanto, é conveniente ¢ (!, %) com
de (13 —1;) someﬂfi‘:-l om_ Gie B" = A(1,0) e C"(2%,¥2

derando o caso especi

=0, t§ =t3 —t;. Temos:

a mais
jmentos circulares sao também os

ov . g - = 3
* E interessante notar que 08 M do qual a civilizagio industrial

ié6dico das rodas
tteis, como o movimento penécileco
moderna depende constantemente.

26
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Blx,y,)
C” (x3, y2)
Clxy,y,) v
t {t-ty)
5 —
A{1,0)
B (x}.y})
C {x3,¥2)
FIGURA 2

2
BC® = (23 — 1) + (y, — n)
= (cost; — cost;)? + (sent; — sent;)?
=2 —2(cost; cost; + sen t2sent;)

AC™ = X
(cos(ty — ;) - 1) 4 (sen (tz—1) - 0)?
=2~ 2C08(t2 —tl),
0 que demonstra a férmula de adigio para a fungio
cosseno:
cos (£2 — t;) = cost, cos 1+ senty sent, (3"

Analogamente, pela férmula ugya]

se indicarmos a 4rea, do tridngulo AB s e S o iriangulos,

C por .AABC, teremos:

Aopc = 1| cost; cost, 1
2 |[sen?; sent; | T 3 (costy sent, — cog tasent,)
Aoaon = 111 cos(t; -ty) 1
210 sen(t;—)) [T 3%en(ta—1ty), (4)

© que demonstra a férmul i
2 de adigio para
a fungio senq:
sen (2 — #;) = sent; cos t1 ~costysent, (4")

26
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A breve discussdo acima mostra que, tanto para o seno quanto
para o cosseno, os teoremas fundamentais de adi¢io sdo conse-
qiiéncias diretas das definigdes e da simetria por rotagio do circulo
unitdrio.

(iii) A simetria por reflexéo do circulo unitirio « as férmulas
que “convertem somas em produtos”:

[ cosa+cosfB= zcosa-;ﬁcosa;ﬁ
cosa—cOSﬂ=-2sena;ﬂsena;ﬁ
| 2 ®)
at+f a-8
senc +senf = 2sen 7 T2
atf a—f8
| senc—senf = 2cos— 8eR Ty

Embora as férmulas acima possam Ser facilmente deduzidas de

(3") e (4') por manipulagdes algébricas, demonstragio geométrica
que daremos a seguir mostra que elas estio diretamente relaciona-
das & simetria por reflexiio, tanto do cfrculo quanto do tridngulo

isdsceles.
A (cos ¢, sen o)

D, {-sen E;—E 1 €03 P%E) .....

B‘('Cosﬂ 1 -se_nP)

FIGURA 3

Como indicado na Figura 3, 0 trisngulo OAB (respec. tri-
angulo OAB')eo circulo unitdrio sdo ambos simétricos relativa-
mente 3 reflexo em torne do didmetro OM; (respec. OM;). As
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coordenadas do ponto médiec M

Fugns 1 (respec. M;) de AB (respec.
f?cgs :a.o dadas por 1% (cosa+cos8) e (sena+senp) Erespec.
3 —cosf) e }(sena —senf)). Por outro lado, o compri-
meni;ge OM; (respec. OM;) é igual a cos “—;2 (respec.
sen =3). Consegiientemente, suas coordenadas sio também

iguais a cos “—;ﬁ (respec. sen 2-£) vegzes as coordenadas de D
(respec. D). Isto fornece as &quagdes:

1
( 5(cosa+cosﬂ) = cosa;ﬁ cosa-;ﬂ
1
4 E(sena+senﬂ) = coga;‘ﬂ den = +5
2
1 - 5'
§(cosa-cosﬁ)=—sena2ﬂsena+ﬁ 52
1 2
. E(sena-senﬁ) = sena—‘3 cos ;’ﬁ .
A demonstragio acima most toens
dss férmalns (3). stra claramente o significado geométrico
(iv) O significado geométrico das formulas do dngulo-metade
No caso especial = P ’
de (5") ficam: P em que 3 =0, a primeira e tercejra equagdes
1
§(°°50f+ )= cos’g = cos% = :};1/ 1+cosa
2
1
§(l—cosa)=sen22 = seng—;l: 1-cosa
2 2 = 9

Como indicado na Figura 4,0t

tanto, A=C =g

ridn, :
= A demas, gulo OAC ¢ isésceles e, por-

tg a _AH _ _sena
2 CH  14cosa’ (6")
Usando (6"} e a identid 2
mente as férmulag: idade cos’a + sen?a = 1, deduzimos facil
28
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21g(/2)
= Trg7(of) e
1-tg?(a/2) %) c
COSN = T 57 1ay

1+tg?(af2)”

que sio de grande utilidade no cdl-
culo das integrais de fungbes racio-
nais de senz e cosz.

FIGURA 4

3. As leis da trigonometria e a anilise quantitativa dos
invariantes geométricos basicos dos tridngulos

Um tridngulo tem trés angulos e trés lados, usualmente co-
nhecidos como os seis elementos do tridngulo. Indicaremos os trés
angulos do trisngulo ABC pelas letras A, B, C epor g, b, c
os comprimentos dos respectivos lados opostos.

(i) A LEI DO COSSENO

As condigdes de congruéncia tais como L.A.L. (lado, éngulo,

lado) e L.L.L. (lado, lado, lado) mostram claramente que 0S seis

elementos de um triangulo estdo relacionados funcionalmente. Por

exemplo, L.L.L. implica que os trés angulos sido fungbes dos trés la-

dos. A lei do cosseno fornece expressdes explicitas dos cossenos dos

ingulos como fungdes dos lados. Considerando a proje¢do ortogo-

nalde AC ede BC sobre AB, vemosque ¢= bcos A+acos B.
De modo anilogo, obtemos: c

¢ =bcos A+ acos B b -

b=acosC +ccos A (7 n

a = bcosC + ccos B A _ L B
(versdo primitiva da lei do cosseno). FIGURA 5

Considerando o sistema de equagdes acima como um sistema de trés
lineares nas varidveis cos A, cosB e cosC e coeficientes

equagdes _ et
uinte solugdo, que é a versao explicita da

a, b e c, obtemos a seg
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lei do cosseno:
b2 + C2 = a'l
2be

cos A =

§{ cosB =

(7')

2 12 2
e’ + b —¢
| cosC—————zab 5

(ii) A LEI DO SENO

Como indicado na Figura 9, a drea do tridngulo ABC

, que
indicaremos por A, é igual a %AB -CH, istoé,

) send 2.4
e, da.l, n = m

(8)

€, portanto, obtemos a lei do seno:

senA sen B _senC _ 24

A 1
a b ¢ abe’ (8')

o

=
o

Daremos, a seguir, duas outras demonstragdes da lei do seno.
Segunda demonstracio:

Podemos expressar sen? 4 Jad,

em fungio dos lados, da se-
guinte maneira:

sen?A  1-cos?4 _ b — (p? 4 2

a — a?)?
a? a? 4a2p2e? (&)
= Aatbt+ e+ a?) — (a4 4t 4 o1y
4 a?b?c? ;
Como a expressdo acima é simétrica em relagio a g, b, ¢, é claro é
que
sen’Ad  sen’B  gen?(
- RS T e

€, portanto, visto que sen A, sen B e sep C sdo todos positivos:

senA  senB sen(
a b W c :
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Terceira demonstragao: ol
Como indicado na Fig‘ura. 6, BA. é
um didmetro do circulo urcurlscnto
ao tridngulo ,.‘leC' ’ Fonsequelzgz
mente, A= A’ eo tridngulo A

é retangulo. E claro que

a
SenA:senA’=5§’

onde R ¢ o raio do circulo circuns-
crito. Logo,

FIGURA &

sendA senB _senC _ 1
@ én b ote 2R
)
Observagéio: As trés demonstragoe 1
dos geométricos distintos para a raz

em trés significa-
s dadas fornec enc
_ senB _ Senc 5
F@%ﬁ = =5 !

c

saber:
4y11/2 1
24 [2(a2b2+b2c2+c2a2)—(a4+b‘*+c D 4 =
abe’ 2abc
abe

i i Dmetrlc g 8

552

: n que expre

mula de Hero. 2

: roduto, a for ‘o R do circulo
im, como subp : raio

ob}emos a-SfSum;_ dos lados e a férmula para ©

a drea em ao

circunscrito: b e
o(a?? + b2 +e?a?) — (el + D ¢ )

(9)
— 16 a+b+c

s(s-—a)(s-b)(s—-c) onde 8= SRR

I

(10)
abc

T aA” LO INSCRITO

GRMULAS DO ANGULO-METADE E O CIRCU : e

Ll S o o e

(iii) As F, ulos circunscrito e inscrito a0 os dois ?;lur::l Oqcircun—

Ve 'osd s ao triangulo de uma maneira natura .dos .

dem ser ass'ot;la eocg:'io comum dos trés eixos de simetria )
centro é a inters

31
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enquanto que o centro do circulo inscrito é a intersecgio comum
dos trés eixos de simetria dos angulos. A férmula (10) expressa
o raic R do circulo circunscrito em termos dos lados e da drea.
Analisaremos agora a configuragio geométrica que estd associada
de maneira natural ao circulo inscrito.

Como indicado na Figura 7,
A= Aupec =
= Aoap + Aosc +Aoca

r(c+a+b)
=———rt =13
2

Segue-se que

g ‘/(sw)(s—b)(s-c)
3

s .

A

(1)
Ademais, se indicarmos pPor z
(respec. y, z) o comprimento das

FIQURA 7
duas tangentes ao circulo inscrito,
tragadas a partir de A (respec.
B, C), teremos:
Tt+y=c r=8-—aqa
Y+z=a = {y=3—b (12)
z24+z=29% z=ga—¢
Portanto,
ftggz r (s=8)(s—¢)
2 s-a s(s—a)
gy 1 (s-e)(s-¢)
4 tg— = — = ——~_c_
$ Ga- 3(s— b) (13)
PR sl i T S )
L 2 s-¢ s(s—¢c) -

A partir deste ponto é ficil deduzir as
cosseno do dngulo-metade; por exemplo,

c.oséz 1 . 3(3_'1)

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

férmulas para o seno e o

32

i obse
e leis da trigonometria, faremos algumas
é o comprimento orientado de
i . ¢
o dobro da drea orientada do tri

lei do cosseno tenha usado a pro-
jegio ortogonal de um triangulo

tridngulo.

teorema de Pitdgoras, en
funcao seno, a férmula da a

Obtemos:

( s(s—a) ( S Ak (.s—bl))(s—c)
cos — = ———bc S _—m——C |

s—b) ) B_ [(s—a)(s—c

\ ms—gi = s 7 sen.z, =] T

—a)(s—b
C s(s—c¢) Seng: (s a)é )

88 g — ab \ 2 a

4, Observagdes finais

i a fungoes trigonométricas
i ve discussdo sobre ] nomét:
Ao concluir esta bre Riedi: e

: 4y
(i) Geometricamente, €08 t P(cos t, sen t)

0X que, por sua vez, & a proje

¢do ortogonal de OP: ja sent é

angulo OAP. Assim, é bastante
natural que a demonstragao da

sobre seus trés lados (vide (7)),

imei a lei
e a primeira demonstragao da

do seno, a férmula da drea de um FIGURA 8

agao do teorema de adicio da fungao

3 imento, isto é, o
decomposigio ortogonal do compr adic i
cosseno usou a ce quanto que 2 do teorema de adicao

irea de um tridngulo.

a i do seno é a mais

ii) A primeira demonstragao dus demos’d'a. lenbdo il

i e esentadas. Ndo € necessario saber a nal

s e brir o caminho da primeira demonstragao;

da lei do seno para descgen T e i S
=5 b ¢

ressao final para ‘ ey
s a resposta natural para a aborda,sgeeﬁrg ma.\ssg#gura.l wida
como ISk <L pen A - senc .
tro lado, se jd se sabe q e b

Analogamente, a demonstr
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hi dificuldade em calcular, utilizando a lei do cosseno, o valor co-

mum acima em termos apenas dos comprimentos dos trés lados, e
a resposta final deve ser uma fungio simétrica de a, b, c! Esta é
precisamente a segunda demonstragio.

(iif) Como ji observamos no infcio, as fung¢ées seno e cos-
seno formam um par harmonioso pois juntas representam o mo-
vimento periédico mais fundamental: a rotacio circular com ve-
locidade unitaria. A rigor, podemos até formalizar este casamento
matematico do seno e cosseno dentro do contexto dos niimeros com-
plexos. Se E(1) = cost+ i sen t, as formulas de adigdo das fungdes
geno e cosseno podem ser unificadas numa férmula simples e precisa:

E(t1) E(t2) = (costy + ¢ sen t1) (costy + i sent,)
= (cost;cos ty —

= E(t +12).

Enfim, cumpre-nos observar que a férmula E(t;) E(t;) =
E(t1 +t3) ¢ formalmente a mesma que da a propriedade carac-
teristica da funcio exponencial, a saber, a regra dos expoentes
e"1e™ = 1tz R34, famosa férmula de Euler e é também
a base para a introdugio do conceito de expoentes complexos.

sentsent;) — i (costsenty + costysen 1) .

/ ' MAGICALCULG \

O colega José Carlos Gomes de Oljve; i
nho, PR, abordando o uso ¢ Wliveira, de Jacarezi

I : i da calculadora em sala de aula,
Propoe a seguinte atividade:

— Solicite aos seus alunosg que di
um nimero qualquer de 3 algarismos. Em seguida,

que digitem novamente og mesmos 3 algarismos, ob.-
tendo um nimero de 6 algarismos, ’

— A seguir, pe¢a que eles dividam o nimero obtido, gu-
cessivamente, por 7, por 11 e por 13. ’
Todas as divisdes serio “exatas” e o resultado fina]

surpreendente. Seri um magicélculo. X

; : até que algum
aluno consiga desvendar o mistério. Af a Matemsgica ge
Qransforma, em Matemdtica,.

/
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gitem numa calculadora

34

INEQUACOES-PRODUTO
(o método da “marcha a ré”)

Abram Bloch
Anglo Vestibulares, SP

1. Introdugao

Ma-
Dedico e ofereco este artigo aos meus (;:olegas,tproﬁis:g;e:n (:)ed es:.a
star
i ¢ grau. Pretendo, deste modo, pre ot
;emitl;a;z i e%ie grupo de denodados e sacrificados lu;zd;:-:jss ™
p:.'):; ;o gSa.ber grupo ao qual me orgulho de pertencer
cingiienta anos!

i 3o de ine-
Pretendo apresentar um método simples para a resolugao

imples, trata-se
: ses-quociente. Apesar de simples, U
Hes- uto e inequagoes-quocien i hgico. O
gua.goe; pl;zc;osta bem fundamentada do”pontg de ‘;lest:érlzflevante
e dp do — método da “marcha a ré” — deixou de 8 -
556 53 Ic::ia;nzira.s generalizagbes, mas emplacou, € por 18
apds as

servado.

De modo genérico,
métodos para a resolug
mente em propriedades d
atravessar uma raiz). Pois bem,

ar que a justificagio flos

cll}: ?;:zaf;;sn-lproc?uto se baseia ess.er:slal-

de fungdes continuas _(muda..nga. de sinal ao

essa explicagdo ou justificagio, que

intuiti denada a permanecer nesse

£ cgLma o pla::o ";;uﬂ::(;,ca:j::o: :)lg andlise por demais reﬁna:d.os

plano: sua demonsl\;aaiema',tica. em escolas do 22 grau. Ao contr'a.no,

B eoomstrach d?i validade do método que venho propor esta: ba-

y :gm:::;:;;::te Zm propriedades algébricas elementares (baseia-se
seada

1
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nas propriedades do conceito de ordem no corpo IR dos ndmeros
reais).

Sobre a vantagem em agilidade do método pProposto, comparado
ap método tradicional, nio me parece haver divida. Pelo método
tradicional, resolve-se a inequagio A-B.C-D > ( analisando o
sinal de cada fator em cada intervalo determinado por duas raizes
reais consecutivas (que poderdo ser em nimero de oito, quando os
fatores A, B, C e D forem fungdes quadriticas), enquanto que,

pelo método aqui proposto, estuda-se o sinal do produto A-B.C-D
num Unico intervalo.

O prof. Glenn Albert Jacques Van Amson, do Anglo Vestibula-

res, e eu mesmo publicamos uma apresentagio diditica do método,
dirigida a alunos do segundo grau,

2. Sinais de um polinémio

. real cujas raizes sio todas reais
e simples

Consideremos uma fungio polinomial f(z) definidaem IR da
forma e do tipo seguintes:

£(2) = ap(z — y)(z - T2} (2 —ry),

oxfde ag € I.R"', z & uma varidvel real e as rafzes r1,72,...Tn B30
humeros reais, distintos doig dois

. z}s fungoes polinomiais f(z) descritas acima serdo chamadas
polinémios reais com todas suag Taizes reajs e simples.

que <M<,

Podemos supor . <ty sem perda de gene-

ralidade. Entdo, as n rafzes (com n g IN*) determinam n + 1
intervalos abertos, como segue;
L I I3 I I
..-—h‘. f—’\—\"--’H - - — uA+ 1
L] Ll T : e £
L ! 2 3 Tn-1 N z

representar esses intervalos de maneira Prolixa; em vez de
L={zeR|z<n}, queéuma maneira correta,

notagio, também correta, mas redund

usamos a seguinte
ante:

11={zeIR|(:c<r1)A(z<rz) Ao A (2 <r,)).
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a 4 indicado
De forma analoga, o intervalo I, com 2<p < n, nrax; ser s
como se faz comumente, I, = {2 € R|rp1 <2 <Tp}; P
denotado como segue:

L={zeR|[(z>r) A (2>r2) Aere Az >rpm1)A
(z<tp) A(<Tpp) A A (z < 1)}
O dltimo intervalo, In+1, "seré. expresso assim:
Laa={zeR[(z> n)A(z>r) A A (z > ra)}-

i usaremos
Com essas consideragbes, deste ponto em diante,

indi ar de raizes
o termo rafzes consecutivas para indicar qualquer p

: tivos para
mo intervalos consecu

im usaremos o termo
{’l'p, Tp.|.1}. Tambe

i alos {Ip,Jp+1}: ;
indicar qualquer par de interv . e
E - r::ldo estas preliminares, vamos observar ccllue :j ;Ezgzagaes
ncer. < 0 sio equivalentes e, do mesmo mo o,b e s
roo e > 0 sdo equivalentes. Assim, fica estabele a
ftz sa.l‘:) zI_ scom 1 < p < n, pode ser descrito como segue:
nterv. - <

-1y > 0)A
Ip={-’0€R|(I—T1>0)/\(.’E—1‘2>0)A---/\(:B Tp-1

(a:—r,,<0)/\(x—rp+1<0)/\---/\(m—rn<0)}-

3. O sinal de f(z) no intervalo -I,, ,
Vamos retomar o polinémic descrito RO §2,

f(l‘)=ao(z-r1)(3—fz)“-(ﬁ-’—fu), .
esmo intervalo
e atribuir a 2z dois valores u € ft(), )a?(bvc;s.; num m
e -
I,. Analisemos, 2gora, 0 produto ]

- = L - 1‘,‘) .
fw)=a - [[(»- r) e f(v)=a '_I=Il(v
i=1

i i i mu]ti‘
m do as propriedades associativa e comutativa da
Empregando

plicagdo, obtemos:

Titw-rde=ral. (+)
fu) - f) =0 - .-I=I,[(" re)(v— i)l
7
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Voltemos, por um instante, & descrigio de I, dada no § 2: se, para
um certo :, tivermos u—r; > 0, resultard também que v~—7; > 0.
Do mesmo modo, se, para um certo i, tivermos u— r; < 0, resulta
também v— r; < 0. Ora, isto constitui uma prova que se verifica:

[(u=r)(v—1r)] >0, paratodoi, i€ IV, 1<i< n.

Além disso, ap? > 0, pois ay € R*.
Segue que o segundo membro de (*) é um produto de fatores
todos positivos e, portanto, f(u): f(v) > 0.

A desigualdade demonstrada acima cons

titui a tese do seguinte
teorema:

TEOREMA 1: Seja f(z) um polinémio real com todas
as suas raizes reais e simples. Seja I qualquer um dos
intervalos descritos no

§2, eseja zo um elemento qualquer
de I. Nessas condicoes:
se f(zo) >0, entio f(z) >0, paratodoz ¢ I;
se f(zq) <0, entio f(z) <0, para todo z € I.

Isto ¢, dentro de 7, f(z) n3o muda de sinal.

4. Sinais do polinémio f(z) em intervalos consecutivos

Voltando ao polindmio Jf(z) descrito no § 2, vamos detalhar
(2) do seguinte modo: , vamos

f(z) = ao(z - r1)(z - r9)--

' (3 - rp-.]_)(a: = .Tp)(I — Tp_l_l) e s (z —_ rn) R
Desta vez atribuiremos 3 varivel
a intervalos consecutivos: 7 €l, e ve L.

Cm-no no § anterior, iremos obter o sinal do produto f (u)- f(v)
€, para 1650, vamos explicitar os seus fatores do seguinte modo:

¢ dois valores u e 1 pertencentes

f(u): f(v) =
. -1 n
=g 2, ];Il:[(u - Ti)('l’ - Ti)] . [(‘u - f‘p)(v - rp)] . . H [(,u_ 1‘;‘)('0— Ti)] .

i=p+1
Com relagio ao segundo membro, observe-ge que:
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250
- IR*, tem-se que dg >‘ s -
d:r::oflo i,e IN, talque 1<i<p—1, tem-se que u > T e
5 >r; (pois u€lp e vE I,+1) e, portanto, segue que:

p-1

[{i(z - r)(v—ri)l >0,

i=1

— para t()do ‘i € nv ta.] que p+ 1< i <n, tem-se que u<T; €
:
v < T (pois u E, Ip e vE Ip.}.]) e, porta.nto, segue que
3]

n

I [z =r)(w—rid] >0

i=p+l

= res;;a. analisar o produto (u—7p)(v = rp). Ora,

—r,) < 0.
Logo, (u—7p)(v—75) o
Dessas quatro observagoes, podemos concluir q

flu): f(2) < 0.

i rema:
Fica assim demonstrado o seguinte teo

f(z) um polinémio real com todas

. I, e I dois
e i imples, e sejam Ip
as suas rafzes reais e Simp.= Entao, em Ip e Ipy1,

; uaisquer.
intervalos consecutivos qualsd ¢, f(z) assume valores

f(z) terd sinais contrarios. Isto , J(2) assume wore
sricos de sinais contrarios, qua
numéri

: consecutivo.
. um intervalo
de um intervalo a

TEOREMA 2: Seja

5. Considerando o0s dois teoremas

. . hilitam-
os itens anteriores habili
. as demonstrad?s n ; uda
O dois teorelz sinal do polinémio f(z) descrito no §v32.1 ;nc i
nos a afirmar due ando z passadeum intervelo aum inter s
aJternada(JI.l: n:g;l 1;. sua esquerda ou & sua direita, indiferentemente).
secutivo (situ




Ora, isso permite obter a distribuigio completa de sinais de f(z)
em IR - {r1,rs,...,7n}, bastando conhecer as raizes e o sinal de
f(z) em apenas um valor de z escolhido em qualquer dos intervalos

Ip.
Exemplo 1

Dar a distribuicio de sinais do polinémio
f(z) = 14(z - 5)(2 +3)(7 - 4z)(z + 1), =z € R.

Resolugao:
Inicialmente vamos reduzir f(z) i forma descrita no § 2:

f(2)=14(z - 8) (2 +3)(~4)(z — D) (z + 1), ou seja,
f(z)= =56(2 +3)(z + 1) (s — 1) (e = 5).

As rafzes, que sio —3,-1, % e 5, determinam os intervalos descritos
abaixo:

IAI é I I, Iy
e vl =\~ ~ - ~
p T

~ -1 : 5

By

Vamos escolher (arbitrariamente) 2 =0 (0 pertence a B).
f(0) = =56 (-5)(3)(- 1) (1),

f(0) < 0 (trés fatores negativos).

Logo, f(z) é negativo em I3. Entio, aplicando os teoremas 1 € 2:

I < I < I — I — [ inl
— 0+ 0 O 0 + o - 1
-3 1 7 t —>
- 1 5 z

Exemplo 2

Resolverem IR a inequagio: (42® ~9z)(z ~3) < 16 (2% - 3z).
Resolugdo:

40
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Inicialmente, devemos obter uma inequagdo g(z) < 0, equiva-
lente 3 inequagdo dada e com g¢(z) na forma descrita no § 2.

z (422—9) (z—3)—-162 (z-3) <0 <~ z(z-3)(42°-25) <0 <=

4z(z-3)(2*-B)<0 <= dz(z—3)(z—§)(z+ ) <0.
inémi =4(z+$§) (&)=~} (z—3)
Observe-se que o polinémio g(z) 3) () :
verifica todas as condigdes dos teoremas 1 e 2. Suas raizes determinam
os seguintes intervalos:

Is
Iﬁ I‘ #_III
I 12 - 3 I4 \
L]
0

F.
-

z

S5 - N
]

5
- 2

2

Vamos atribuir 2 z o valor 10 (escolhido arbitrariamente em

9(10) = 4(10+ $)(10)(10 - £)(10-3)>0
Pelos teoremas 1 e 2, resulta:

I5):

Logo, g(x) é positivo em Is.

Iy I

< I < Iy <— sinal
; 0 . o + 0 - 0 @ g
* : 0 £ 3 2
-3 :

que é equivalente 4 inequagao

Finalmente, ainequagio 9() <0, dos intervalos I e Iy:

dada, tem como conjunto solucio a uniao

S={:u€1R|(—-%<m<0)v(%<:¢:<3)}.

8. Raizes multiplas

Consideremos, agora,
onde m e IN* e r € .
multiplicidade 2m (par)-

= e
— A(z) =0 se, e somentese, T :
= pa(:a) todo z€ R, = # r, tem-se A(z) > 0.

Fica demonstrado assim O seguinte teorema

um polinémio do tipo A(z) = (z — 7)*™,
Diz-se que r é uma raiz de A(z) de
Quanto aos sinais de A(z):
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TEOREMA 3: Seja P(z) = g(z)-(z—-r)*™, comm € IN*
e r € R, eonde g(zr) é um polinémio do qual r nio é
raiz. Nessas condigdes, P(r) =0, epara = # r, P(zx) terd
a mesma distribui¢do de sinais que g(z).

Isto é, para obter a distribui¢io de sinais de P(z),
com z # r, pode-se omitir o fator (z —r)*™ e estudar a
distribuigdo de sinal de g(z).

Exemplo 3

Resolver em IR a inequagio: (z—1)(z—2)(z-3)*<0.
Resolucgio:

Estudemos a distribuigio do sinal de f(z) = (z - 1)(z - 2),

obtido pela omissdo de (z — 3)®. Repare-se que f(0) > 0 (logo,
f(z) & positivoem I).

I I I
@ 9 - 0+ sinldef(s)
1 2 z
A distribuigio de sinal de P(z) = f(z)- (2-3)° ¢:
@ 0 - 0 + 0 + sinal de P(z)
1 2 3 z

O conjunto solugdo da inequago dada é
S'={zEIR|(1$x52)V:c=3}.

Seja P(z.) =g(x)-(z—r)>+1, onde me N*, r€ R e g(z)
¢ um polinémio do qual r n#o seja raiz. Pode-se dizer que r éuma
raiz de multiplicidade {mpar de P(z).

Note-se que P(z) = g(z)-(z~r){(z—r)¥" ¢, conseqiientemente,
P(z) tem a mesma distribuiciio de sinais que g(z)-(z - 7).

Finalmente, seja P(z) = f(z)-(az®+bz+c),onde a >0, 5% -
4ac <0 e f(z) é um polindmio como foi descrito no § 2.

Nessas condi¢des, az? + bz 4 ¢ é positivo para todo z € IR
e, conseqiientemente, P(z) terd a mesma distribuicdo de sinais que
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f(z). Portanto, para estudar o sinal de P(z), pode-se simplesmente
omitir o fator az® +bz+ec.

7. Inequagdes-quociente

E sabido que a regra dos sinais para a divisic: éa mesma que a
regra dos sinais para a multiplicagdo. Por isso, 0 método aqui expr-)sto
para resolver inequagdes-produto pode ser aplicado para resolver ine-
quagbes-quociente do tipe

L(iz < 0, ou f_(ﬂfz >0 etc.,

9(=) g(=)
onde f(z) e g(z) sdo polindmios.
Exemplo 4
_ 2(-15-5z)(z+1) > 0.
Resolver em IR a inequagao: 716 2
Resolugdo:
A inequagio dada pode ser expressa na forma
z
~10(z+3)(2+1) 5 g gue é da forma ﬁ-((?; >0.
G-+ -

Asrafzes —3 e —1de f(z), 4 e —4 de g(z) determinam oS

seguintes intervalos:

L I o

Atribuindo a z o valor 10, temos

~10(10+3)(10+ 1) <0 (o quociente & negativo em I3).
(10 —4)(10+ 4)

as 1 e 2, temos & seguinte distribuigao de sinais:
1

Aplicando os teorem

L «——=»=5 c—I < Iy < Is
1 + 0 - 0+ A O
— ﬂ' ;|3 -1 4 z
—4 -
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Segue que o conjunto solugdo &:

S={zEIR|(—4<m$—3)V(—1Sz<4)}.

Conclusio

A resolucio de toda inequagdo-produto, ou inequagio-quociente,
(de polinémios a coeficientes reais) recai na resolugio de uma ine-
quagio f(z) <0ou f(z) >0, etc., onde f(z) é um polinémio real
com todas as suas raizes reais e simples.

Abram Bloch é uma figura quase lenddria para milhares de
estudantes que assistiram a suas inesqueciveis aulas no curso
Anglo Vestibulares, de 1950 a 1964 (v. RPM 10, p. 21).
Formado em Matemitica e Fisica pela Universidade de Sdo
Paulo, imigrou para Israel em 1964. Em Haifa foi professor
de Matem4tica na Escola Técnica do Technion, professor ca-
tedrdtico de Cilenlo Infinitesimal e Diditica da Matemaitica
na Escola de Educagio da Universidade de Haifa e profes-
sor de Matem4tica no Colégio Experimental Aberto, situado
no kibutz Maagan Michael. Professor Bloch, ji aposentado,
vive em lsrael mas freqilentemente visita o Brasil. Recente-
mente, numa palestra feita na Universidade de Sio
ao ser perguntado sobre quais seriam, a seu ver,
terfsticas de um bom professor de Mate
“ser gente,
nicar®.

Paulo,
as carac-

matica, responden:
conhecer medianamente a matéria e saber comu-

Respostas dos probleminhas {(p. 50)
1. 4 aves, 3 galhos.

2. Jodo: pintor e barbeiro; José: jardineiro e motorista; Jacé: muisico e con-

trabandista.
.(0+0t+0) =6 Q+141)=6 24242=6
3x3-3=6 444-Vi=6 (B3:8)+5=6

6+6-6=6 T—(T+7)=6 [VB+(8+8)]t=6
(O+9)+vo=6 [V1o-(0+10)]1 =6
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PROVA DE MATEMATICA DO CONCURSO PU}IE%%
PARA O MAGISTERIO DA PREFEITURA DA C.

DO RIO DE JANEIRO

dtic ar
Em 1992, a Funda.gio Joao Goulart preparou duas provas de Matematica para
]

a seleciio de Professores I e II.
: prova de Matemadtica para Professor 1 co

a i . Foram aprovados 283. N oross. 15
) prOXa L ;irn:uli?f:ci":ssor II constou de 30 questdes: 14 de Portugu
prova

g mparecerain i prova
Matemdtica, 12 de Integragio Social € 12 de Ciéncias. Comp
25.186 ca.ndfda-tos. Foram aprovados 1'815', ; va para Professor II. Serd que
‘ i tio as 12 questdes de Matematlca'.da Lol ncontrar as solugdes?
Ab;-lxo :.Sl u::s do 19 grau e os do Magistério saberiam e
nossos bons alun :

nstou de 50 questdes. Compareceram

istema de eixos
1 P to A(O 0) 3(3,4) € C(4,3), representa.dos num 818
5. Os pontos y0),

ortogonais, 5o

a) pontos alinhados )
Eb; I\'fértic:es de um tridngulo retaf.lnégtulc‘))
(c) vértices de um tridngulo equi ; :sr
(d) vértices de um tr.i:-"mgulo 1so:-<l:eno
(e) vértices de um tridngulo escale

J 08 ad V.lnhﬂ-gao.
gos gostam de ge reunir pa.ra. fa.Zer Og d.e : 2 et
I!uma- dessas reunio e nu 0 de atro a,lga‘uslnos d]sblntcs
um mer: qu
E5, JOaD penﬁa m
grupo que esse numero ObedECE as SEngltes COIldJGOe‘i.
€ lniorma. ao
nao tem a.lga.rlsmo em comum com 31658,

6.194; .
tem trés algarismes comunr; c:orfn 3 94(;. Nos dois nimeros, esses alge-
! -

tem dois algarisinos €m comOSigaes;
rismos ocupam as mesmas P oo 7891,
tem um s6 algarismo em codxﬁ_u g0

:2 niimeros é diferente. . )
co e an po jé sabe qual, dentre as alternativas a seguir,
o gru,

scolhido por Jo&o:

16. Jodo e um grupo de ami

mas a posigio do algarismo

Com essas informagoes,

& a tinica correta com I
(2) é um niimero divisivel por 3
(b) é um nimero primo ,
(c) ele e 3.060 sdo primos ex;o
(d) ¢ um niimero par que ¥
(e) tem apenas 42 dezenas

re si
¢& miltiplo de 4
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17.

Antonio comprou um terreno retangular. Quando foi medir o terreno, para
determinar a quantidade de arame necessiria para cercd-lo, percebeu que havia
esquecide a trena. Para nio perder a viagem, Antonio usou um pedago de
barbante e mediu o comprimento e a largura do terreno, observando que a
soma das duas medidas valia 25 vezes o comprimentc do barbante.

Antonio comprou ent3o 180m de arame, o suficiente para construir uma cerca
de 3 (trés) fios, sem sobrar arame. O pedago de barbante mede:

(a) 12cm (b) 3,6cm (c) 1,2m (d} 36cm (e) 24m

18. A professora Jilia, para trabalhar sistema de numeragio na sala de aula, simula

19. Observe os sdlidos A e B repre-

20. Paulo quer comprar um ap

46

um setor de empacotamento de uma fibrica de ldpis. Para isso, pede aos alunos
que adotem o seguinte procedimento: Juntar todos os 14pis que possuem, colocar
cada conjunto de cinco lipis em um estojo, reunir cada conjunto de cinco estojos
€m um pacote e acondicionar cada conjunto de 5 pacotes em uma caixa.

Num certo dia, a0 final do exercicio de simulacio,
3 estojos, 2 pacotes e ainda sobraram 4 lapis.

O total de 14pis embalados pelos alunos, nesse dia,
registrado na base decimal, contém:

(a) 4 ordens (c) 123 dezenas
{b) 19 dezenas (d) 2 centenas

estavam formados uma caixa,

¢ um nimero que, quando

(e) 1.234 unidades

sentados ao lado. O volume a ser ::::0¢ :ﬁ:’:‘:’:’:‘:’:ﬁ:’:’:"’
®

0
retirado do sélido A, para se obter .’;’;‘ 0””,.0 o % %
o sélido 5, & IR

£ S 0.0.° 5 0. 0.0 0000 -7 ¢ ¢
(a) 2 metade do volume do sélido A

(b) o dobro do volume do sélido B

(c) a terga parte do volume do sélido A
{2) o triplo do volume do sélido B

(e) a quarta parte do volume do sélido A

: artamento & vista. Observando o salde bancirio,
verifica que possui Cr$78.000.000,00 para a compra.

Sem perder tempo, pega o jornal para escolher sua futura casa, e se interessa
Por uma cuja planta esti assim anunciada:

Neste desenho, cada quadricula mede 0,5 cm x 0,5 cm.

I I T 1
SEanazn -
11 borm. i1 sane AREA T
SALa
BORM, ZINHA 4]
I
1
111
ESCALA 4:400

O prego anunciado é de Cr$1.250.000,00 o m2. Paulo pode entio concluir que:
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21.

22.

23.

24.
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tem a quantia exata para a compra
((3 tzxnt: qu(i_ conseguir ainda Cr$4.500.000,00 para fazer a compra
(c) terd, apés a compra, uma sobra de Cr$4.509.000,0(lle "
(d) falta, para fazer a compra, 0 dobro da quantia que 'd.pT' U o antincio
(e) tem o suficiente para comprar, a0 menos, duas casas idéntic

e de mesmo prego.

idades.
O ndmero natural A ao ser multiplicado por 2 fic::l a.lte:;laod(c;edel 223 ::;dades-
O niimero natural B ao ser dividido por 3 fica altera 12

A+ B éiguala

() 230 (b) 140 (c) 130 (d) 100 (e) 90

afael organizan o sua colegao de elo ob q 0. & (3 dez em
R i do s 1 (j- selos, serva que, ao C nta-los d
)

ito em oito e,
tece quando conta de oi
uatro selos; o mesmo acon de doze em
dez., sobra'n: qmmbe'm Sl‘;bl‘&m quatro selos quando el.e ;s f‘:;:l:;'
gunos;l::l .;;e a colegio de Rafael tenha 180 selos, ainda :

oze.

(a) 56 (b) 60 (c) 120 (d) 124 (e) 146
a

interi CANALAZ  NJo OPIMARAN
Em uma pequena cidade do interior, w.a

onde se consegue, sem nenhum ‘ap;.- ¢ 3,3"2
relho especial, sintonizar 5 canals ae
televisio, existem 12 mil pessoas q:e c‘""‘.z
assistem regularmente a esse melo d¢ 7.2 i
comunicagio. .
Uma pesquisa de opiniao fe:z, a uni
sexto dessas pessoas, a seguinté per
gunta: “- Qual o canal de televido
= »

ue vocé prefere? ) .
g) resultado da pesquisa pode ser represen
de pessoas que nio opinaram é

ado pelo gréfico acima. O nimero

2.000
(d) 480 (e)
48 (c) 288
(2) 24 (b)
Observe as figuras abaixo:
TTH ]
| Ll
o e e e at
1

C(I:a)ns;ie;eg :4: ;ﬁl;;l:ago‘:S:E tém o mesmo perimetro

tém dreas equivalentes )
II) As ggura.s ﬁ,g 2 g tz m 4reas equivalentes e mesmo perimetro
IIT) As figuras 4,

4t
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Associando-se V, quando verdadeira, ou F, quando falsa, as afirmagges I,
11) e IIT}, nessa ordem, temos

(2) FFF (b) VVF (¢) FFV (d) Vvvv (&) FVF

25. Uma empresa que possui carros-pipas, todos com 9.000£ de capacidade, foi
chamada para encher uma cisterna de dimensées 3,0m x4,0m x 1,4m.
Para a realizacio dessa, tarefa, podemos concluir que a capacidade de:
(a) 1 carro-pipa é suficiente para encher totalmente a cisterna,
(b) 1 carro-pipa é maior do que a capacidade da cisterna
(c) 2 carros-pipas é insuficiente para encher totalmente a cisterna
(d) 2 carros-pipas ultrapassa em 1.200f 2 capacidade da cisterna
{e) 1 carro-pipa mais 1.200¢ & suficiente para encher totalmente a cisterna

sem sobrar dgua

26. P1é uma pardbola que tem as mesma rafzes que a paribola P2, representada

na figura. G vértice de P1 & simétrico, em relagio ao eixo Ox, ao ponto de
miximo de P2. A equagio da pardbola P1 &

(2) 322 —dy+12=0 Y
(b) 322 +4y+12=9 3
(¢) 322 —4y-12=9 B
(d) -32*-4y-12=p 2.0/ . \f20
()) -32%~dy+12=0 ! °| \
RESPOSTAS
15.D 16. D

17.C 18.B 19. A 20. B 21.E 22. A 23.B 24. B 25.D 26. C.

O que vai por af

1A 8 horas destinado a prof, 3
serie do 2° grau. Datas previstas 9 037105 28110 - o

+ 07/08; 28/08; 18/09; 02/10;; 23/10 e 6/11.
2. CONFERENCIAS (14 horas, IME/USP):

A arte de pensar. Maria Ignez
0 livro diditico de Matemdti

3. PALESTRAS SOBRE COMPUTAQR
W. Setzer. Sio realizadas em es

4. GURSOS: no 29 semestre serio
professores de Matemdtica.

5. OFICINAS: haveri 12 oficinas,

de S?uza Vieira Diniz; 27/08;
ca. Eliane Reame de Souza; 20/11.
O: sab a responsabilidade do Prof. Valdemar

colas do 22 grau, a pedido da escola.

oferecidos dois cursos, de 15 horas cada, para

de 3 horas cada, para professores de Matemdtica.
Informagées: CAEM-IME/USP tel, 813-0408 R.8160
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102. Seja P(z) = z° +az’ +bz +c

103. Um miltiplo de 17 quan

104. Determinar o raio do semicirculo

105. Sabendo-se que a fungdo [ : N —

REVISTA DD PROFESSOR DE MATEMATICA 23, 1993

Problemas

Flivio Wagner Rodrigues

IME-USP
Solucdes e Sugestdes:
RPM — Problemas
Caixa Postal 20570
01452-990 Sio Paulo, SP
Problemas

um polinémio com coeficientes
d0 P(z) = 0 tem trés raizes

inteiros. Suponha que a equag P(z)—1 =0 néo

inteiras distintas. Mostre que a equagao
admite nenhuma raiz inteira. )
do representado na ba'sr:' 2 tem ex.

Qual é o nimero minimo de zeros

tamente 3 digitos iguais a 1. conter? (Olimpiadas Colombianas).

3o devera
ue essa representacao = ‘ )
: no qual estd inscrito um hexa

tém por comprimento a > 0.

X . 30 iguais e
gono cujos seis lados 530 1§ S30 Paulo, SP)

i érsio Augusto de Oliveira, N
o qu IN satisfaz a condigdo
n € IN, prover que f(n)=m.

f(n+1) > f(f(n)) para todo b e

(Proposto por Angelo Barone Netto,

...e probleminhas

o os passarinhos voando em torno de

Marly di o-se observando os p °

- : b;:;:t FEla notou que, quando uma ave fica em cada ga
um ar ;

ho., uma das ave fica sem galho, e quando ficam duas a,ves' em
, d, galho, um dsos galhos fica sem ave. Quantos galhos ha no
cada 5

?
arbusto? e quantas aves:
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(Adapeado da revista Engenheiro Moderno, 1965. Enviado por Valdir Ro-
drigues, SP).

2. Havia 3 homens, Jodo, Jacé e José, cada um dos quais tinha
duas ocupagdes. Estas os classificam, cada um em duas delas,
como: motorista, contrabandista, mdsico, pintor, jardineiro e
barbeiro. Dos fatos abaixo, determinar as duas ocupacdes de
cada um deles:

(1) O motorista ofendeu o misico ao rir de seus cabelos longos.

(2) Tanto o misico quanto o jardineiro costumavam ir pescar
com Jodo.

(3) O pintor comprou uma garrafa de gim do contrabandista.

(4) O motorista namorava a irmi do pintor.

(5) Jacéd devia ao jardineiro Cr$500.000,00.

(6) José ganhou tanto de Jacé como do pintor no jogo de malha.

(Do livro Matemitica e Imaginagio de E. Kasner e J. Newman; Zahar Edi-
tores, RJ. Enviado por Valdir Rodrigues, SP).

3. Usando os sinais + — x + /" ! i i
ool () !, verificar as seguintes
0 0 0=¢6 4 4 4 =2¢ 8 8 8 =6
111=4¢ 5 5 5 =6 9 9 9 =26
2 2 2 6 6 6 6 =6 10 10 10 = 6
3 3 3=2¢6 T 7 7T=6

(Enviado por José Augusto de Olivejra Netto, BR).
(V. respostas na p. 44.)

Solugs 3
olugoes dos problemas propostos na RPM 21, 2° quadrimestre, 1982

94.
4. Provar que para todo T real,com 0<z < x/2, tem-se

1* solugso: zcosz < 0,71.

Como zcosa:zsen(-’f—z)gz(.’zt_z) &
x

o 2,7 %
e Yy=-2 - e
0 MaxXimo em g o= - * 2 ating

g’ temos  zeosz < (-E)2 <0,7ln
(Solucdo enviada bor Roberto K. Kawakamj SP)

50
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2 solugio:
Como 2 drea do tridngulo OAB é menor do c
que a drea do setor OAB, istoé, 8
1 T 1,7
= - = (-~
2sel:l(2 z) < 2(2 )
3
temos z+cosx < :—2- o : A

Lembrando que 2 média geométrica de dois nimeras positivos é menor ou igual

4 sua média aritmética, obtemos:

Vzcosz z : r<om
zcosz £ z+;°“: < a e, portanto, zcosT < 6 .

(Solugdo eaviada por Marco Antonio Manetta, SP.)

senta
95. Uma escada de 6m dealtura est4 encostada contra uma ﬂ:::i 311;;1:_1:
" um degran de 2m de altura por 2m & lﬁ:ZTn:D;mu;erior da escada pode
. 4xi minima que ©
Quais as alturas maxima €

alcangar na parede?

Solugio: ‘ .
Chamaremos a altura méaxima de ¥y ©
minima de =.
v__2_
De 2 +yt=36 e me2®
6
temos:  (zy)? —Bzy—144=0. Logo, y
oy =4 +4V10 2\
z+y=-312§=2+2\/13, .__L-J_A

que nos leva 3 solugdo:

y-_-1+\/i6+\/7—2\f16=1+ﬁ6+ \/(\/5-—\/2-2=1+\f13+\/5—\/§

:=1+ﬁ__\/7_2ﬁ6=1+vr15—\@+\/§-

(Resumo de solugdes enviadas pelos leitores.)

rminar o lugar geométrico dos baricentros

os B e C, dete primento constante.

96. Fixados dois poni? % ' 1o AB de com

-dos tridngulos A
Solucio: 51

3, 1993
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Seja G o baricentro, ponto de encontro das medianas. Tracamos GN Il AB

Temos:
4B _ M _ 4B
- GN-_GM-3’ donde, GN = g
ariando o ponto A, com a
os baricentros pertencem cﬁfu:i;:;t?ate é: Cpe(l)l:lt'g ﬁ :a;-o'muda 7
EI';Z ouf.ro 1a‘.do, cada ponto P dessa circunferéncia, o aulfa.
, € baricentro de algum triingulo com lado é
semi-reta suporte de M P, com origem M , de mo

(Resumo de solugées enviadas pelos leitores.)

€xceto os da reta suporte
C: basta tomar A' na
do que A’P=2MP,

9 B m.
& Urna ¢ ntem 1 Iy 5 a y 3 azuis e 2 pretas A-
7 ” (s} " l)(l[aﬂ Bell(l() hl‘ Nncasg, ' s l)olas

vao ser retiradas ao acaso, sem r igd
=gy » Sem reposigio. Determine ili
{b} a iltima bol?. branca saia da urna na k—ésima a;.pl‘Obablhﬂade af
a cor azul seja a primeira a acabar einds (Bks 10
Solugido: .

(a) Niimero de casos is = (10 5
possfvexs = (5) . ( ) = 2520,

Niimero de casos favorgveis: .
5
(3)= 10 para k=5 N. (5 |
4 3) = 350 para k=8

4) \3)= %0 para k=6 ()(5)_

(6) (5) 150 49 S
- = para k= 5

A ! (4) ' (3) = 1260 para k= 1g.

Logo a probabilidade de que a dltima bola branca saia na, £
na k-

(5<k<10) &dadapor —..(k-1\ (5
2520 "\ 4 '(3)'

{b) Nimero d is = (10 3
e casos possfveig = 5)° (3) = 2520,

esima retirada
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O mimero de casos favordveis serd contado supondo que a cor azul acabe na:
y
5

)

)

32 retirada: =21

42 retirada: 21 =63

-y

2
5% retirada: 1] =6-20=120

(
(;) - ;)] =10-18 =180
(5)-6)]

6) =15+15 =225
2

()
[0 ()-1] ==

Logo, a probabilidade de que a cor azul acabe primeiro é:

= -]

62 retirada:

f—‘\f—\»:;"\f"\

&)

7% retirada:

8? retirada:

P~

21 + 63+ 120 + 180+ 225 + 210 _ 819 _ 1_3.
2520 2520 40

(Resumo de solugdes enviadas pelos leitores.)

Relagiio dos leitores que enviaram solugdes dos
problemas 94 a 97 da RPM 21

Alcen de Amorim Ramos (SP) - 95 Luis Veloso (MG) - 95
orim {3k Marco A. Manetta (SP) — 94-95-96-97

Amadeu C. de Almeida (RJ) — 95-86 /

Antonio Matos dos Santos (PR) - 95-96 Mauro Lalli (SP) - 96

Carlos Alberto S. Victor (RJ) - 95-96 ~ Nelson Tunala (RJ) - 95-96-97

Carlos Nely C. Oliveira (SP) - 95 Paulo Roberto Mendonga (SP)-95
Clandio Aguinaldo Buzzi (SP) - 95-96  Regis Sant'Ana (PR) - 95-86-97

Edson Roberto Abe (SP) - 95-96 Ricardo Teixeira Gongalves (SP) - 95-96
Francisco C. Simio Jr. (MG) 95 Roberto F. Silvestre (MG) — 95-96-97
Geraldo Perlino Junior (SP) - 95-96 Roberto K. Ka.wa.kzl:uz.m S(EP)-; 594—95-96
Joso Christiano de S. Ferreira (RJ) - 95 Tsunediro Takahashi (SP}

Laur Scalzaretto (SP) - 95 Wilson Massaro (SP) -95-96

Levi Brasilino da Silva (PE) = 05-96

Observagio: Nio levamos em conta as solugGes nao elementares do problema 94.

0 Revista do Professor de Matematira

7 ...' ‘f-
vgzi Caixa Postal 20570 |
o7 01498-970 Sao Paula 5P M

41‘5:. -

Muitas cartag de Na-
tal, RN, vém com a etique-
ta ao lado. Quem é o autor
da feliz idéia?
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Olimpiadas

Elio Mega
Etapa, SP

Correspondéncia:

RPM - Olimpiadas

Caixa Postal 20570
01452-990 Sdo Paulo, SP

RENDIMENTO ESCOLAR E OLIMPIADAS

Alguns professores do primeiro e segundo grau (as vezes, do terceiro) costumam
expressar o temor de que a preocupacio do aluno com a competi¢io nas Olimpiadas
de Matemética possa perturbar o seu rendimento escolar e, o que é pior, possa pe-
sar negativamente na sua formacio. Alegam estes professores que as provas sio
muito dificeis, fora da realidade escolar, provocando nos candidatos frustragbes ou,
20 contrério, desvio pernicioso dos seus interesses por uma tnica matéria, em de-

triment.c.- das outras. Argumentam, por fim, que as duas situagGes prejudicam a
formagZo do aluno para a vida.

i Temos visto, a0 longo dos virios anos dedicados s Olimpiadas, que as coisas
Nao ocorrem necessariamente dessa forma. Hi muitas discussdes teéricas sobre o
assunto, mas nossa experiéncia sugere que:

a) as frustragdes ocorrem, mas muitas vezes tém sido fator de estimulo positivo. Se
estamos preocupados com a formagio do estudante para a vida, nio podemos
fazer de conta que fracassos nfo existem. A vida ¢ assim: se n3o soubermos
lidar com as frustragbes, nio estaremos bem preparados para ela. O importante

é tentarmos dar a volta por cima e Tecomegarmos sempre com a proposta de
fazer melhor que antes,

Em nossas sessdes de preparagio para as Olimp{adas estamos sempre enfatizando aos
estudantes que o nosso &xito depende muito mais do nosso esfor¢o do que das famosas
“faculdades inatas”. Muitos deles nio chegam a ser premiados nas competigies, mas
recc-mhecem que o esforgo despendido nio foi em vio. Conhecemos var| :
esta? has melhores universidades e faculdades do pais ou do exterior,
em areas inesperadas: Medicina, Jornalismo, Arquitetura, etc.

b) os alunos que dedicaram boa parte do sen tem
piadas com reconhecido éxito s
tados de miiltiplos interesses,
Matemdtica e o interesse por

ios deles que
eventualmente

po preparando-se para as Olim-
a0 jovens perfeitamente integrados A vida e do-
H4 uma visivel correlagio entre o sucesso com a
outras disciplinas e atividades.

580 fatos indiscutiveis o crescente papel da Matemdtica nas interdisciplinas e a sua

Presenca em nossas vidas.
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Por isso, achamos interessante transcrever neste'mimero trer_hc:(s1 d(;‘ umate;lt:f;
vista com o Eduardo Tengan, primeiro co]ocad?'da drea d? Exal,a.sb a uv[(:s'u, :nte
ano. Como se sabe, s6 com Matemdtica e Fisica nao di para obter (:orir;m ante
resultado alcangado pelo Eduardo. Importante: o Eduardo nega peremp
que seja um génio, seja 14 o que isso for. . . ]

Pergunta: Qual o seu nome completo, sua idade e as escolas que cursou?

& fiz o primeiro grau no
i Eduardo Tengan, tenho 18 anos e :
Eduar%)oiég: ‘;\{I;cézfr:, o segundo grau na Escola Técnica Federal e cursinho no

Etapa.

i vocé obteve no vestibular?
nta: Quais foram os resultados que tey .
g:iirudo 2 gntrei em Mecatronica na USP, Eletronica no ITA e Engenharia de

Computagio na UNICAMP. ,
Pergunta: guis foram suas notas na segu?da fase da I-"U‘TV’.I:".S.’I‘8 + de Biologin
Eduardo : 9,2 de Matemdtica; 10,0 de Fisica; 9,6 de Quu-gl;a,l i d ;

9,2- de, Histéria; 9,0 de Redagio; 6,0 de Geografia; 6,8 de Ingles.

P nta: De quais competigdes de Matemdtica vocé participou? Que resultados
ergunta:

obteve? {tica guando estava na
s impi tadual de Matematica q
Eduardo : Participei da OllmpladaPEIst;ipd. quando fazia a ETF, de todos os

B odii?, peREUIRE R s6 que ndo me recordo das
itica do 29 Grau do Etapa, 50 que 1 od
ges:}f:izz.;ige:d ;:z:lzz:::re fui premiado. Alids, 0 1;)1‘111‘1e:11';1s :::::3 1})}1:::1::
y : almente me
. . s oiadas da SBM, que re. ' el Bi.
fon' ° 11'vrdo dePoa.:'ltI‘::?]:ei da Olimpfada Brasileira de Ma.}taemait;;; e;::i 1:;,;;;
;?ehg‘:r?:li 25:4? lugar, ¢ em 1957 pz‘gando o 2;elguug;r;nedr:.lha. de, Prata (o
impi -americana, em Caracas, € [ d e de
;b Ohmplf_::a‘sib;:?]:::;ese tive’sse feito 55, teria conseguido a medalna
ngan

Ouro). jcana?
iéncia da Ibero-americana: \
. & achou da experiencia 5 éns. Gostei
Pergunta: O gue vof:oag om. O pessoal da Venezuela estd de P‘:i :::.{lsde outros
Eduardo : Achel muito pom. O interessante 14 era ver como o P 16mbia
bastante da experiéncia. lo, que na Colomb)

st uvi dizer, por exemp .
paisas eacara & Matemitica. O na olil;pl'a.da. nacional. Ao contririo do

jcipantes 2 0 .
chega a haver 15 000 '1;&]1‘210 gessoa.l Jeva 2 s61i0 2 Matema:tlca- 0 a.mbx'ent:
que acontece no Brasil, Meu espanhol é que era ruim

era legal, fomos visitar vérios lugares. alguns amigos que fiz. O Himsil

i até sar em inglés com e
cheguel'a.te : ;'l:,l:l:: rresulta.do pa soma de todos 0s pontos (particip
conseguiu o m

afses, entre eles Espanha, Argentina, Cuba, Colémbia, e cojs
14 paises, e

?

vocé anda fazendo? _ ) N

Pergunta: E agora, 0 que do Mecatronica na Poli e por ;erfquanto nio s;;té, Ipda

Eduardo : Bom, estou fazen oM Pl B e Olmpta
to duro. Estou aprove

v} m setembro.
4 México, e t
tcana que sera no
Ibel O-a.merlcan q

?
se preparado! i
ho Pa.rticipado da preparagao desde o ano ret_ra.sadf:,
d Na primeira aula, fiquei assustado, pois ha.y:a
punca tinha visto, Gostei muito

Pergunta: E como voce tem
Eduardo : Vocé sabe, el t;n i
i bem cru.

ando eu comecel '

3; monte de coisas de Geometria que eu

3, 1993 &6



da maneira como os problemas eram resolvidos, os teoremas demonstra-
dos. Comecei a tomar gosto pela coisa e fui estudando (em Sio Paulo ¢
feita uma preparagio para a Olimpfada Brasileira, is sextas-feiras, para
os estudantes interessados. A preparagio comega em abril e se estende
até outubro. Informacdes & Rua Vergueiro, 1987, no Etapa). Atualmente
tenho participado da preparagio para a prova de selecio que ird definir
a equipe para a Olimpfada Ibero-americana. Tenho consultado livros que
o pessoal da preparagio indicou; a biblioteca do IME tem vérios desses
livros. Quando necessirio, tiro xerox de outros materiais, especificos de
Olimpjadas. Mas as listas enviadas pela comissio ou fornecidas na pre-
paragdo sao fundamentais,

Pergunta: E como estd sua bolsa de Iniciagdo Cientifica? (Os estudantes premia-
dos na OBM sio contemplados com bolsas de Iniciagio Cientifica, durante
seus cursos de graduagdo.)

Eduardo : Estou correndo atrds disso. Amanhi mesmo vou conversar com o
Prof. Paulo Leite.

Pergunta: O que vocé acha das Olimpfadas?

Eduardo : Acho que é muito vilida a participacio nas Olimpiadas. Vocé aprende
técnicas novas, vocé tem uma nova visio da Matemdtica. Sao coisas que
nio tém s6 utilidade na Matem4tica, vocé aprende a ter um método de
como resolver problemas que podem ser aplicados por exemplo em Fisica.
Acho que esta Matemdtica elementar é o ponto de partida. Quem nao
tem uma boa base desta Matem4tica nio pode se desenvolver em outras
coisas. Algumas pessoas dizem que participar de Olimpfadas atrapalha o
vestibular; pra mim isso é papo furado. Pelo contrério, acho que ajuda.

Pergunta: Por que serd que o nimero de mulheres pariicipantes de Olimpfadas
de Matemdtica costuma ser bem menor que o de homens? O que vocé
acha?

Eduerdo : Sinceramente, ndo vejo nenhuma razio aparente para isso. Nio tenho
nenhuma teoria para explicar isso. Acho que o interesse delas é menor, sei
14. Por qué, nio sei.

Pergunta: Vocé acredita em génios?

Eduardo : Acho que nio existe esse negdcio de génios. Vocé tem que se esforgar
mesmo. Se vocé for pensar assim, vai pensar da seguinte forma: ah!, nio
sou nenhum superdotado, entdo ndo vou estudar porque nio vou chegar
1. Nio & bem assim: se vocé realmente quer, vocé tem que se esforgar,

tem que trabalhar. Nio adianta falar ey quero, eu querc, eu quero, vocé

tem que Fea.lmente se esforgar. Pode ser que os resultados nio sejam 100%,
mas vocé pode atingir niveis relativamente altos,

AMIGOS DA RPM
No decorrer do segundo semestre, a guisa de recibo e agradecimento,
208 AMIGOS 93 serd enviado pelo correis o Caderno 4 da RPM.
0 leitor pc.oder& ajudar a RPM tornando-ge um AMIGO 93. Veja como
proceder na primeira contracapa desta, Revista, -
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O leitor pergunta

Vera Helena Giusti de Souza
IME-USP

Envie suas perguntas para
RPM — O leitor pergunta
Caixa Postal 20570
01452-980 Sio Paulo, SP

6 i ma:
— Um leitor de Fortaleza nos propos © seguinte proble

i ev
Transformar V 10+ /108 numa soma do tipo u L Jv, com u
a .

" 2 ?
naturais. Serd que isso é possivel!

3 s
) f—108 + 1/10_\/108 =I.
: har para \/10+ N~ —
RPM: Vamos olhar p - f .

0s:
Usando a igualdade (a+ b= a® + %+ 3ab-(a+ b), tem

3_-90-6-2,
22 =10410+3 {/104-«/108- Yr-vies-z, o z

1 2)
y & e ralz de T + fix - 2" = “ mas a unica ralz ]eal ('eS'a. eqlla.l;a,() e

to; s — /108 = (1)
portanto /10 08 /10 — V108 = 2-
Por outro o, o — /0 \/165 2.

(2) fornecem © sistema:

0 1)e .
As equagbes (1) a=1+V3 e b=1-+3, istoé
mos 8=

{d+b =2 ¢ obte

a-b ='2
{10+ /108 = 145

Janeiro (que nido estd no cadastro da RPM, nioc mandou
anei

i i s di io! nvion o
~ Um leitar dol R::ud:emetente no envelope — haja distragio!) nos e
enderego e nao colo
seguinte problema: os um ponto E sobre AD, tal que

am ;
Num quad/rado -‘;ﬁnctf 2 O’toze’d"o de AB. Sendo OF perpendicular a
AE=AD 4, eo0 X .
CE, prove que OP* =EP - CF
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RPM: Sejam a = O?B, A= BTTC,

‘T=A’5-E e AB = a. Temos D [od
T
a+ﬂ=5 (%) o
Também P
AE  afd 1 E
tgy=s — = _ =
Y= 406-:2"3 °© V<
OB af2 1
t e o e A
e oc a ~2° e 8

Como ambos os dngulos sio agudos, temos « = 7.

Substituindo em (%), temos: = J0¢
tridngulo EOC & retingulo em 0.713’.3.1"? —01;122:: El‘)lgﬂ-:a;g' oG =iz eo

RPR; I(J:m l‘;l.t?r de S50 Paulo quer saber o porqué da palavra coroldrio.
i ou.t mog: ;::s’tsr:flund: © Aurélio é uma proposigio que imediatamente se deduz
a. A palavra vem do latim, corollarium, que significa pequena

coroa ou grinalda (que se dava aos émj i
Escolar Latino-Portugués, MEC). ~S Sl el (Diciondrie

_ A ORG‘AANIZAQAO dos ESTADOS IBERO-
Q.:O, a CIENCIA e & CULTURA esti fazendo um
SoDre recursos para o ensine de Matemaitica e Ciéncias na

AMERICANOS para a EDUCA-

levantamento para um banco de dados
América Latina,

Foi pedida a colaboragio da RPM, que, por sua vez
]

de obter informagdes que se enquadrem em um ou mais dos i i
1. BIBLIOTECAS: Bibliotecas em Centros de ot
a0 uso de estudantes do Secundério. Enviar n
2. CENTROS DE INVESTIGA

faz um apelo a sous leitores no sentido

Ensino Secundsrio e/ou Bibliotecas destinadas
omics e enderegos.

AO: o
e suas diddticas, Enviar nomes cgmpletie:::: de Investigagio em Matemitica e Ciéncias
= I3
Educagio uma relagio de todas as instj e (A RPM obiove do Ministério da

. ] tuigtes do 3°
acima.) Haverd outres Centros de Investigacia? S S clircgn s nas dres
3. PESSOAL INVESTIGADOR: Pesso.
e Ciéncia e em suas did4ticas, Enderego
1
4. PESSOA
gl ecmid; PER.X\.II‘AI.Q'ENTE: Pessoal permanente lotado no Minjsté
p e em Ciéncias e Matematica. Enderego, telefone e fa "
5. RESPONSAVEL POR EQUIPAMENTO: )
responsiveis por equipamento para o ensing de ‘
6. :t{BL:CQ.GOES: Publicacdes periddicas em i@ncias
nir; icagio; : o
ir: (1) Nome da publicagio; (2) Ano de fundagio; (3) Editor: {4) Dir:r: ((‘:;égc:s o
H 3 H naerego;

(6) Telefone; (7) Fax: (8) Tir 3 iodicidad,
3 agem; (9) P ici s . .
possivel, algum exemplar. ) Periedicdade; (10) Tipo do distribuigio. Anexar, se

al elmw.'est.igaa:lcn- de alta qualificagsio em Matemitica
telefone ¢ fax. Indicar a especialidade de cada um

fo da Educacgio, com

MDIV!SO.ESI ligadas ao Ministério da Educagio,
atemdtica e Ciéncias, no ensine secunddrio.

Asinformagdes devem ser enviadag
SEoiPasla SE ‘ para a RPM - OEI, Caixa Postal 20570, QEP 01452-990

&8
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Cartas do leitor

Correspondéncia desta segio
envie para
RPM — Cartas do leitor
Caixa Postal 20570
01452-990 S&o Paulo, SP

e O ovo au a galinha?

José Carlos Putnoki, (o Jota), SP, telefonou para um editor da RPM, dizendo
que havia ficado muito surpreso ao ver, na RFM 21, & demonstragio do Teorema
de Tales, usando dreas. Ele, como muitos outros professores, sabia que o Teorema
de Tales era um teorema “delicado” e ndo podia acreditar que houvesse uma de-
monstragio tio simples. Examinando a demonstragio, logo encontron o “erro”:
no cileulo da 4rea do tridngelo AB'C’, o autor usava como base, uma vez, 0 lado
AB' e, outra vez, o lado AC’. Mas que a drea de um tridngulo independe do lado
considerado decorre da semelhanga de tridngulos e, portanto, do Teorema de Tales.

Conclusdo: a demonstragio usava a tese. Estava “furada’.

Poucos dias depois, Jota telefonou novamente. Disse que apds ter descoberto o
“arro” ainda ficara insatisfeito. A RPM deixaria passar um erto desses?

Resolveu consultar alguns livros de Geometria (Euclides, Hadamard, Moise (o
Advanced)) e logo viu que hi outras maneiras de demonstrar que a drea de um
tridngulo é o semiproduto de qualquer lado pela respectiva altura, sem usar seme-
lhanca, ou seja, Tales. Observou, porém, que todas as demonstragbes decorriam de
resultados anteriores e que, em algum desses resultados, sempre aparecia o problema
“delicado” dos segmentos incomensurdveis.

Tendo-se convencido de que a demonstragao feita na RPM estava correta, restou
uma reclamagio: A RPM devia ter alertado o leitor que as coisas néo eram tdo
simples assim: o problema “delicado” apenas tinha sido empurrado para outro lugar.

RPM: Com a palavra o autor do artigo, E. Wagner:
Jota tem razdo. Na construgdo da Geome-
tria Plana, em algum lugar hd um né. Em algum / \

lugar precisamos demonstrar que uma afirma- a / \ a
b / \;‘

tiva vilida para niimeros naturais vale também
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para reais. Nos livros antigos esta dificuldade
aparecia, pela primeira vez, justamente no Teo-
rema de Tales. Provar que ¢ = § ¢ ficil
quando supomos que ¢ € b s3o comensurdveis,
ou seja, quando a e b podem ser medidos por
ndmeros naturais, com uma unidade convenien-

temente escolhida. Porém, quando a ¢ b sao




reais quaisquer, a situacio se complica.

Este é 0 né a que me refiro acima. A existéncia de algum né desse tipo na
construgao da Geometria Plana é inevitdvel. Felizmente, podemos mudar de lugar
essa dificuldade.

Se demonstrarmos, por exemplo, o seguinte teorema:
Para todo real positivo a, a 4rea de um quadrado de lado ¢ & a?,

toda a Geometria pode ser construida sem necessidade de nenhuma outra “passagem
ao limite”. Repare que & muito ficil provar (e nas escolas nio se costuma ir além)
que a 4rea de um quadrado de lado @ ¢ a?, quando a & racional. Entretanto,
n3o & claro que a drea de um quadrado de lado /2 seja V4.

Outro teorema que resolve todos os inconvenientes é o seguinte:

Se f:R— R écrescentee f(n-z)=n.f(z) para todo natural n,
entdo f(c-z)=c- f(z) para todo real ¢ (RPM 9, p. 27).

Este teorema ¢ realmente o imago da questio. Acho, entretanto, que sua de-
monstragao nao tem cabimento nas turmas comuns do 22 grau. Nio vejo inconve-
riente em adotar este resultado (como axioma), que na verdade é bastante intuitivo,
pois, no fundo, define as grandezas proporcionais. A partir dai, podemos transitar
em terreno sélido seja qual for o caminho que se resolva seguir.

Afirmagtes do tipe “B decorre obrigatoriamente de A" s3o perigosas. No
nosso caso, basta ler Medida e forma em Geometria de Elon Lages Lima, pp. 18-20.
A livre escolha da base do tridngulo (ou paralelogramo) para o cilculo da sua 4rea
aparece muito antes do Teorema de Tales, ou melhor, da semelhanca de tridngulos.
Existe ainda outra forma de mostrar que o produto base x altura & constante nos

tridngulos. Mostra-se que esse produto é o mesmo nos paralelogramos a partir da
versio plana do Principio de Cavalieri. ‘

) A demonstragio do Teorema de Tales na RPM 21 nio tem, portanto, nenhuma
Incoeréncia intrinseca. Ela é facil, conveniente e boa, e sua coeréncia depende, é
claro, das ferramentas construidas anteriormente pelo professor.

* Qual é o grau da equagio i=1[1+i-(1+4)"27

A RPM 22, p.15, afirma que esta equagio é do 22 grau e um aluno do curso de
graduagio da UNICAMP escreve-nos, preocupado com “tio grave erro”, afirmando
que esta equac3o é do 3? grau pois se reduz a i*+42—i=0. Continua sua critica,
f'efu.ta.ndo o processo de resolugio: “a menos de uma escolha cuidadosa do valor
ml‘cu.ﬂ, a raiz encontrada pelo método das aproximagdes sucessivas poderia ser uma
raiz indesejavel, a raiz nula, por exemplo, ou o processo poderia mesmo divergir”.

RPM: Estritamente falando, define-se grau de uma equagio quando ela é da
forma P(z)=0, em que P éum polindmio. Ora, a equagio acima ndo estd nesta
forma, logo, 9ua1que1: referéncia a seu grau deve ser entendida num sentido amplo.
O autor coonmderou i-1[14i- (1+9? = % (L+9)~2(2+i-1), daf classifici-la
como do '2-'g.ra.u, pois sua resolucio depende da solugdo de uma equagio do 22 grau.
Nosso missivista consideron i — +i-+ )7 = 1(144)~2(B 442 i), e
portanto, do 3% grau. ; T

E quanto & aplicagio do método das aproxim 5es & ivas?
aplicagdo des_te lpétodo exige mesmo certos t?uidadoi:; No ;::::;::s;asf’ n;)agsi;alc;u:
se tome a primeira aproximagio positiva para que esteja garantida a cc;nvergéncia.
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e

para a tnica raiz estritamente positiva. Isto se deduz, por exemplo, do aspecto do
grifico das fungdes y=i e y=4[1+i-(1+4)77.

sy 1 y ysui

ysl . .
oy e
» ysfil) L

i -

Com efeito, sendo f(i) = }[1+i—(1+)7?], tem-se f(i) > i, entre 0
e a raiz positiva e f(i) < i, depois desta raiz. Isto ji garante gue a seqiéncia
das aproximacbes sucessivas serd crescente se a primeira aproximagio t:oma.t_ia for
positiva ¢ menor do que a raiz e serd decrescente se 2 primeira aproximagao for
maior do que a raiz que interessa.

s O leitor pergunta, a RPM responde, mas... nio lé!

0 colega José Geraldo dos Santos Rodrigues, de Cuiabd, M’I.‘, et;.creve-n?snobser-
vando que o mesmo nimero em que a RPM afirma que a abrevxaga.o_ dt_a. q?llome!;ro
é km (RPM 22, p. 55) estampa na figura da primeira pigina uma distincia escrita
com K!

RPM: A pégina 55 estd certa e os revisores — que s0mos nds mesmos — pedem
desculpas pelo lapso. Nosso desenhista, a esta altura, ji deve ter lido a RPM 22 e
j& deve ter aprendido que o certo ¢ escrever 400 km.

Manoel H. C. Botelho, SP, estranhou o desenho da p. 55. Se fosse o de uma
placa indicando velocidade mdxima, ela diria 60 km /I, Se estivesse indicando uma
distincia, traria o nome de um local ou locais. Mas, a da p. 55..., seri que existe
uma igual?

RPM: Nunca vimos uma igual. Ainda bem que nossos leitores estao atentos!

e ... € como ficam as citagbes?

A respeito de carta publicada nesta se¢do na RPM 20, p. 62, o colega Davj de
0. Fréis, GO, lembra que a RPM ja publicou citacdes sem se referir a fontes, dando
como exemplo a p. 45 da RPM 7.

RPM: O colega tem razio. Nés, entretanto, temos aprendido de 14 a esta parte,
e queremos nossa Revista cada vez servindo melhor ao leitor. Hoje, o professor
brasileiro ji dispde, em portugués, de alguns bons livros de Histdria da Matemdtica,
podendo fundamentar suas citagdes em obras especializadas e confisveis. Esperamos
também que os autores de livros did4ticos sigam o mesmo caminho, deixando bem
clara a distingio entre fatos historicamente comprovados, fatos proviveis ¢ lendas
ou anedotas. Para isso, nada melhor do que a citagio de fonte especializada!
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e A area nio € a Unica saida!

E 0 que mostram as trés solugdes que nos foram enviadas, do problema resolvido
na RPM 22, p. 99, todas por semelhanga de triangulos. A primeira solugdo que
chegou foi a de Ricardo Klein Hoffmann, de Porto Alegre, RS.

Sendo HD paraleloa BC, tem-se A
AAHD ~ AABC e, fazendo PD = z, vem
, : 15+ VEETIE
(9 — r)/9 = (47 + 2)/12. Mas AEOD ~ e
AABC, pois LD = LC, como dngulos cor- 9 E
respondentes, donde (r + z)/15 = r/9. Daf, 5
eliminando = entre estas duas, vem a resposta H o Jp \
2 Cc

r=2s

1

Jorge Luiz Dias de Frias, do Rio de Janeiro,
RJ, enviou a solugao do professor Benjamin e a A
dele préprio.

A do professor Benjamin comega por verifi-
car que o segmento que une C a O é bissetriz
do &ngulo C, donde: BS =12k e AS = 15k.
Como AS+BS =09, vem £k=1/3 e BS =4.
Os tridangulos OGC e SBC sio semelhantes,
donde 4/12 = r/(12 - 3r), donde r =2,

A solugdo do professor Frias comega cons-
truindo o retangulo OEFH e considerando a
semelhanga entre os triangulos OGH e ABC,
donde tira que r/GH = 9/12. Da semelhanca
entre os tridngulos HFC e ABC tira que
r/HC = 9/15. Como 3r+ GH + HC = 19,
d4 também para concluir que r =2,

¢ Contribuindo e... dando uma forga

O engenheiro Benedito Madeira Sobrinho, Diretor da Divisio de Estudos e Pro-
jetos do DERT do Estado do Ceard, ex-professor e ainda supervisor de Matematica
em alguns colégios de cidades que visita por injungio funcional, ao contribuir para o
Gru['m Amigos da RPM, envia palavras de estimulo 3 equipe que publica a Revista,
finalizando com o seguinte pardgrafo: “Tenho usado muito a RPM como um farol a

balizar novos ,honzontes neste desafio permanente que é ensinar, resolver problemas
e vencer obsticulos matematicos”,

RPM: Nos’sa, gratiddo a este e a tantos outros leitores que nos escrevem com
palavras de estimulo e contribui¢des em varias formas.

e A Matema4dtica na vida

. Vé~rios §30 os leitores que sugerem que a RPM publique mais assuntos de
aplicagio da Matemitica. Jussara Denise Quintal, de Paulinia, SP pede uma segio
com recursos que despertem o interesse e o gosto dos alunos pela n’nuéria O pai de
estudante, Diobel Gomes Travessa (RPM 22, p. 58), desta vez fala dos m;Jitospjogos
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oficiais no Brasil, em especial da recém-criada Tele-sena, que gostaria de ver anali-
sada 4 luz da Teoria das Probabilidades. Oedih Kawata apresenta como aplicagdo
das equacdes do segundo grau um problema de pagamento parcelado, que foi objeto
de artigo na RPM 22 (sua carta é anterior 4 distribuigdo da RPM 22): “Uma loja
vende um aparelho de som, cujo prego & vista é de 288 mil cruzeiros, em 2 prestagdes
mensais iguais de 200 mil cada uma, vencendo a primeira um més depois da compra.
Qual é a taxa de juros embutida nesta transagao?”. E o autor do referido artigo
(RPM 22, p. 13) apresenta uma equagao de grau n, que podera ser resolvida pelo
método de Newton (das aproximagdes sucessivas), que permite calcular a taxa de
juros compostos de uma compra feita com pagamento parcelado, o primeiro deles
ocorrendo um més depois da compra: se V é o valor da compra & vista, p o valor
de cada uma das n prestagdes, i a taxa de juros, k= Vip e a=1+44, valea
equagio: ka"*t!' —(k+1)a™+1=0.

e Vamos usar a calculadora?

0 autor do artigo Pagamento Parcelado, Hideo Ilumayama, sugeré que o pro-
fessor leve seus alunos a reduzirem, sempre que possivel, o nimero de “toques”,
dando como exemplo um modo de calcular as aproximagdes sucessivas d.adas por
kg1 = 21— (144x)7%] (RPM 22, p.14). Se i =0,1 o cdlculo de ¢; numa
calculadora — das mais simples, que ele chama de calculadora do feirante, mas que
repita a operacio indicada anteriormente ao toque da tecla < = > - pode ser feito
assim: € 1>< >< 1>+ ><=><=><=>< M ><1><+?>
< RM ><=>< + >< 2 ><=>, dando 0,1243426.

RPM: De fato, a calculadora ji faz parte da vida da grande maioria de nossos
estudantes e deve ser usada na escola, O aluno precisa, entretanto, saber a tabuada
para lidar com operagdes entre nimeros baixos, necessirias ao cdlculo da ordem de
grandeza, bem como levar em conta os arredondamentos.

s Sobre os divisores...

O colega Paulo Argolo, do Rio de Janeiro, RJ, pediu a um dos editores da RPM
uma prova para o resultado: “Se § é uma seqiiéncia determinada pela obtengao
dos divisores de um nimero natural n através do dispositivo pritico usual (na
decomposicio de n em fatores primos nio havendo necessidade de se partir do
menor para o maior fator, ou vice-versa, o essencial é que se esgote sucessivamente
cada fator), entdo o produto de dois termos de §, eqiiidistantes dos extremos, é
igual a n; além disso, se § tem uma quantidade impar de termos, seu termo central
serd a raiz quadrada de n”. Gostou tanto da resposta que sugere sua publicagdo
em forma de artigo.

RPM: O leitor estaria interessado em vé-la publicada?

¢ Erramos
Os leitores José Lisboa Mota, Fortaleza, CE, Gilmar de Paula Matta, }folta.
Redonda, RJ e Régis Sant’Ana, Curitiba, PR perceberam dois enganos na segio O

que cai por af: I
p. 39— £. —9: desconto de z% (ndo 2%);
p. 41-£ —3: 1) A (ndo C).
RPM: Agradecemos a atengdo dos leitores.
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