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ONHTIVS T

NUMEROS MUITO GRANDES

Geraldo Avila
IMECC-UNICAMP, Campinas, SP

O JOGO DE XADREZ

Segundo uma lenda antiga, o jogo de xadrez foi inventado na
India, para agradar a um soberano, como passatempo que o ajudasse
a esquecer os aborrecimentos que tivera com uma desastrada batalha.
Encantado com o invento, o soberano, rei Shirham, quis recompensar
seu sidito Sissa Ben Dabhir, o inventor do xadrez. Shirham disse a
Sissa que lhe fizesse um pedido, que ele, rei Shirham, o atenderia
prontamente. Sissa disse, simplesmente:

— Bondoso rei, dé-me entdo um grio de trigo pela primeira casa
do tabuleiro, dois pela segunda casa, quatro (= 2?) pela terceira,
oito (= 2%) pela quarta, e assim por diante, até 2% grios de trigo
pela tdltima casa do tabuleiro, isto é, a 642 casa.

O rei achou esse pedido demasiado modesto e, sem dissimular
seu desgosto, disse a Sissa:

— Meu amigo, tu me pedes tao pouco, apenas um punhado de
graos de trigo. Eu desejava camular-te de muitas riquezas — paldcios,
servos e tesouros de ouro e prata.

Como Sissa insistisse em seu pedido original, o rei ordenou a seus
auxiliares e criados que tratassem de satisfazé-lo. O administrador
do paldcio real mandou que um dos servos buscasse um balde de
trigo e fizesse logo a contagem. Um balde com cerca de 5 kg de trigo
contém aproximadamente 115000 graos (como o leitor pode verificar,
fazendo, ele mesmo, a contagem...); foi o suficiente para chegar 4 16*
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casa do tabuleirp, mas n3o além, pois (veja o quadro logo abaixo)
1+2422 4284, 4215916 _ 1 - 65535,
enquanto, para chegar 4 17% casa seriam necessirios
142422 +23 4., 4218 =917 _ 1 = 131071

grios. de trigo. (Um fato interessante a observar: o némero de graos
de trigo a colocar numa casa é igual a todos o0s grios ji colocados
nas casas precedentes mais 1. De fato, pelo peniltimo célculo vé-se
que todos os grios colocados até a 162 casa majs 1 & 218

! g , que é 0
numero de grios correspondentes & 172 casa.)

Lembrenfos a fér'mula. que d4 a soma dos termos de uma,
Progressao geométrica. Dado qualquer nimero g #1, cha-
?

mado razio da progressa p
rdri 40, € 7 um inteiro positi 2
bitririo, pomos positivo ar

S=14q+@ 4@ +... 4 ¢
e observamos que
‘13=Q+q2+q3+q4+,__+qn+1_

Portanto, subtraindo a primej i
Primeira dessas igual
gunda, obtemos gusldades da se-

+
g8 -5 =¢"*1_1, donde §= il___l
4 g—-1"
que € a desejada féormula da soma que serd usada nos cilculos

a seguir.

— Traga logo um saco inteiro (60 kg, aproximadamente 1 380 000
grios) — ordenou o administrador a um dos servos —, depois vocé leva
de volta o que sobrar. Ao mesmo tempo providenciou a vinda de
mais uma dezena de contadores de trigo para ajudar na tarefa, que
se tornava mais e mais trabalhosa. ’

2 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

O administrador, os servos e os contadores ja haviam terminado
com 10 sacos de trigo (= 10 x 60 x 23000 = 13800000 de grios) e
mal haviam passado da 23% casa do tabuleiro, visto que

142422428 4...4+2%2 =223 _1=28388607

1+2+22 428 4...428 =2 _1=16777215.

A essa altura o rei foi notificado do que estava acontecendo e
alertado de que as reservas do celeiro real estavam sob séria ameaga.
Insistindo, porém, em atender ao pedido de seu sidito, ordenou que
o trabalho continuasse. Mandou convocar mais servos e mais conta-
dores; ao mesmo tempo, mandou chamar os melhores calculistas do
reino para uma avaliagio do problema. Esses vieram e, cientificados
do que se passava, debrugaram-se nos cdlculos. Em menos de uma
hora de trabalho, puderam esclarecer o rei de que ndo havia trigo
suficiente em seu reino para atender ao pedido de Sissa. Mais do que
isso, em todo o mundo conhecido na época nao havia trigo suficiente
para atender aquele pedido!

No tempo em que isso aconteceu, pensava-se que o mundo fora
criado havia menos de 5000 anos. Assim, os calculistas do rei pu-
deram dizer-lhe que nem mesmo toda a produgio mundial de trigo,
desde a criagio do mundo, seria suficiente para atender ao pedido
de Sissa. (A essa altura dos acontecimentos é de se supor que o rei
Shirham estivesse, no minimo, irritado com o pedido de Sissa, e que
este, portanto, estivesse em sérias dificuldades perante o rei, que en-
feixava em suas mios todos os poderes sobre seus siditos, inclusive
o de poder mandar cortar a cabega de Sissa...)

Com os dados de que hoje dispomos, podemos fazer uns cdlculos
simples e interessantes. Sabemos que a produgao brasileira de trigo
em 1992 foi de 2,839 milhdes de toneladas, um total de

65297 000000 000 graos,
quando o ndmero de grios pedido por Sissa era exatamente

1424224234 ... 425 1 =25 1 = 18446744073 709551 615.

Ora, este niimero dividido pelo nimero de graos de trigo que o
Brasil produziu em 1992 é certamente maior do que
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18 x 10" + 72 x 102 = 250 000.

Isso significa que seriam necessirios mais do que 250000 anos de
produgéo brasileira de trigo, no nivel da safra de 1992
a0 pedido de Sissa. (A divisio, sem ap
282505 anos.)

— Produgio brasileira nio vale,
trigo — podera reclamar um leitor maj
a produgao mundial, que,
das, de acordo com dados
concluimos que seriam ne
mundial de trigo no nivel

, para atender
roximagao dos nimeros, da

o Brasil produz muito pouco
8 exigente. Tudo bem, vamos
em 1992, foi de 565,52 milhdes de tonela-
da FAO Fazendo os cilculos como antes,
cessarios cerca de 1420 anos de produgio

de hoje para atender 3 i
. a demanda de Sissa.
Agora, sendo realista mesmo e considerando a produ¢io mundial ver-

g:(ﬁz:a._r que.:ﬁo fo'i Pempre 0o nivel de hoje ~, certamente terfamos
que tem siI(;lc:u :ltm o empo 1o passado: seguramente, todo o trigo
cultivado nos 1ltimos 10 000 anos, isto é, desde o inicio

da agricultura em nosso pla, i
n . A
pedido de Sissa. planeta, ndo seria suficiente para atender ao

COMO CALCULAR 264 ¢

Sim, essa pergunta d 0 m
eve ter ocorri i
| atha rido ao leitor enquanto acom-

ficil calcular um nimer. amos de contar, Hoje em dia é muito
valendo-se de um dos virios

Mas, e quando n3o havia com

listas indianos do te :
atrds? Bem, "o de Shirh

logaritmos.

.Pa:a efetuar cilculos com i
ﬁ:;ecmo dis;tor de uma tibya (oua;;aal;]c;:; c{i:sslloga'?itmos’ primeing @
m certo intervalo, Por exemplo w0 fos wimsros
mais dos nimeros inteirog d ’
tos calculos. A titulo de i]
N = 2%, Consultando u

contramos log2 = 0,30103

putador? Como fizeram os calcu-

se fosse h4 uns 300 @ Sissa, hd mais de um milénio
anos, eles poderjam Tecorrer aos

» de sorte que

log N = 64 x log 2 = 64 x 0,30103 = 19 26599
) .

SUCIEDADE BRASILEYRA DE MATEMATICA

Este célculo j4 é suficiente para sabermos que N estd compreendido
entre 1019 e 1029, pois seu logaritmo é maior do que 19 e menor
do que 20, o que ji é uma boa informagio.

O logaritmo de um nimero pode sempre ser escrito como a soma
de um inteiro — chamado caracteristica — e uma parte decimal m
tal que 0 < m < 1, chamada mantissa. No caso do nimero N
a calcular, 19 & a caracteristica e 0,26592 é a mantissa de seu
logaritmo.

As tébuas 86 dio as mantissas. Mas, ao consultarmos uma tabua,
nem sempre encontramos, na coluna dos logaritmos, a mantissa de-
sejada. No caso concreto que estamos considerando, ao consultar a
tibua, verificamos que o logaritmo 0,26592 estd compreendido entre
dois outros que 14 se encontram; mais precisamente,

log1,844 = 0,26576 e logl,845= 0,26600.

A partir daqui, fazemos uma interpolagdo para determinar o nimero
que tem 0,26592 como logaritmo. Encontramos

0,26592 ~ log 1,844666.. .,

donde, log(1,844666. .. x 10'%) ~ 19,26592; e daqui segue que
N = 254 ~ 1,844666... x 10'? ~ 18446 666 666 666 666 666 .

Comparando este valor aproximado com o valor exato calculado aci-
ma, verificamos que o erro relativo é inferior a 107%; portanto, o
valor aproximado é muito bom.

Mas como teriam os calculistas indianos feito seus cilculos, ha
uns mil anos, sem ajuda dos logaritmos. Eles pod%a.m fa,zer a multi-
plicagio diretamente, como ensinamos na escola primaria, com ajuda
da tabuada. Por exemplo, multiplicando 2'® = 1024 por si mesmo,
encontramos 22° = 1048576. Agora é s6 multiplicar este dltimo
nimero por si mesmo duas vezes (22° X 220 x 220) e o resultado
por 16 (= 2%). Embora trabalhosa, trata-se de uma tarefa nio de
todo descabida ha algum tempo, quando ndo havia computadores e
os alunos aprendiam a fazer qualquer conta de multiplicacio.
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UM OUTRO NUMERO MUITO GRANDE
Como vimos na histéria acima, 102

superi o
dei);:u:lru;n :Sﬁc;naer:)dos ©& graos de trigo ji produzidos no mundo
outro ni £ comegou a pratficar a agricultura, Eis aqui um
rior ao nt?r:z:o znt:.s 31came;}te grande: 107%, calculado como supe-
conbtoeiidn. ot inc?u_f?l 08 08 atomos existentes no universo atualmente
tes. Ora , o univel.-sals fiodos os 100 bilhes de galdxias nele existen-
galdxias I;ara. cad © €OmO o conhecemos hoje possui cerca de 18
a um dos mais de 5 bilhges de habitantes do pla-

neta! Como cada galdxia
POT 8ua ve i .
estrelas, se repa.rtfssemos, tod  bossul cerca, de 100 bilhdes de

€ um nimero muito grande,

O LOGARITMOE A EXPONENGCIAL

Estailn:l;n:;()? Ela-ﬂ‘(iieS “OmO esses sio fruto da
T ul 1alando de exponenciaj
fun¢do exponencial fundamenta] als como 10% ¢ 9z, Existe uma

A ue di origem
por isso mesmo chamada a expon el 3 eem & todas ag outras
?

h nencial, dad
u = . ] a -
Tt numero aproximadamente igual 5, 27, oh por 'y; e®, onde e ¢
. 1 Chamado base ¢

fungao exponencial.

; ; Ogari

ie:glli‘:i‘;g’ 3:5 51;;1;, é ctos;;_umc:x fazer o gﬁéﬁlgngees:agxi{i;l;gzdal sdo
O ensino ¢ ’ ti prcke _uncmnal” nao é devidament W Mas,
! ontinua sendo feito como se “logaritmo” §, © enfatizado,
instrumento de calculo & moda, antiga. E nem se Os8e apenas ym
damente alertado para o crescimento ¢ "ipre 0 aluno ¢ devi-

ao rdpido da e :
5 . Xpone;
crescer da varidvel z, ou Para o crescimento t3o vaga,r::latll ctim
O do lo-

garitmo. Os livros mostram os grificos 5 8

a.n’a.lisé-los em muitos de seus a.sf)ectos indtzi::aﬁlt[goe:;e%omn}, o
graﬁc.os, nas Figs. 1 e 2 respectivamente. Na Fig .3 ré] mda.l o
08 d’ou?* grificos juntos, para exibir claramente o fa,.to de p:f; uzu!}cs
simétrico do outro em relagio & reta y = Z, ji que as fu(lllgﬁelslm "°

T—y=e" e zry=lnz

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

sao inversas uma da outra.

4l é 41 g

3l 3
2l F 3 21 y=X
1
} +— t 4
1 0 1 O 116 -l 0 /1
-1 | -1
2 1 2
ng 1 fig. 2 T fig. 3

Suponhamos que vocé, professor, estivesse ensinando essas fun-
¢Oes a seus alunos. Pois bem, faga os graficos delas na lousa, mas
proponha a sua classe a seguinte “brincadeira” (que, por sinal, vai
animar muito a turma):

- Pessoal, agora vocés vao fazer o grafico da fungdo exponen-
cial vocés mesmos, ai no caderno. Vocé, Marcelo, venha & lousa me
ajudar; eu vou dando os nimeros (se vocé tiver uma calculadora de
bolso, use-a para fazer os cdlculos na hora, fica mais interessante) e
voeé vaj escrevendo. Vamos comegar fazendo uma tabela (mostrada
logy adiante), pondo numa primeira coluna alguns valores de =z,
numa segunda coluna vamos por os valores correspondentes da fungao
y = 2%, sb para efeito de comparacao; e, finalmente, numa terceira
e dltima coluna listamos os valores correspondentes de y=e€". Va-
mos usar a mesma unidade de comprimento 1nos dois eixos, digamos,
o centimetro. Vamos 14 pessoal.

Veja a tabela que Marcelo escreveu na lousa, com valores arre-

dondados:

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA 25, 1994 T




:

z y=z y=e" horizontal; para subir apenas 20 cm é preciso caminhar 4852 km
) 0 lcm ; na horizontal; para subir pouco mais de 40 cm ¢é preciso caminhar
s 4 20 cm 1 ano-luz na horizontal! E assim por diante. A funcio y =1lnz é
5 25 148 ¢m realmente uma fungio de crescimento muito vagaroso.
0 100 220 m A esta altura é provdvel que os alunos tenham a curiosidade bas-
5 225 33 km tante agugada e fagam vérias perguntas, querendo saber, por exem-
20 400 4852 km plo, o porqué desse misterioso nimero e, base dos logaritmos na-
30,3357 920 distancia da Terra 2o Sol turais. Por que nido uma outra base, como 10 ou 27 Quem sabe
41,39 1713 1 ano-luz voltaremos a esses assuntos, em outros nimeros da RPM.
42,85 1836 4,3 anos-luz

distincia da Terra ao So] = 143 500 000 km
1 ano-luz = 946 728 - 107 km

4,3 anos luz = 407093 . 108 km = dist. da estrela mais préxima do Sol

Agora veja até 5
s conftrugiojgoat: é(j;nde voce, professor, e sua turma, conseguem ir
gratico. Quando z = 5 om, Marcelo terd de marcar

25 cm na vertical Para a funca

; UnGao y = 2% o 148

: a ‘ uase um metro
: n}eio) para a fungio eXponencial; quando z — (1% ‘ !
erd de marcar, na vertical, 22 — o gl

metr s 5c 100 cm = 1 metr 7 =

e ;Slzorava:ﬁirzode ;m Prédio de mais de 70 a,ndarzs! eQiando”g
J4 estd assumindo a'\'dior‘ 39 ‘™ e 2? por volta de 9 metros, e*
por volta de 40 cm star;qa, da Terra, ao Sol! E quando 2 es;iver
assumindo o valor de :ma;, plor volta de 1700 metros, e* estara
da estrela (Alfa do Cental?g)uz; : 4,3- a:nos-luz, ou seja, a distincia
Pouco mais de 42 ¢! Tals préxima de nés, quando z for

Estes poucos calculos mogt
cresce a funcgio eXponencial co

Em corres énci
Pondéncia ap rip
. . apido ¢ 1 =
cial estd o vagaroso Crescimento Tescimento da fun¢io exponen-
do com funcs

. ento 010 EY H
lidan ungdes que sip 5 i gantmo, De fato, como estamos

I
mam claramente o quio rapidamente
O crescer de sey argumento.

em relacio i reta V=

<, <o i .
na tabela acima a 3% et M0 ilustra 3 Fig.

al 4 Assim, para
& = 148 cm; para subir 10 ¢ « a5 ordenadas é preciso fazer

T € preciso andar 220 metros na
8
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Se vocé nasceu af por volta de 1975, seus 2 pais provavel-
mente nasceram por volta de 1950; seus 4 avds por volta de
1925 e seus 8 bisavés por volta de 1900. Assim, um periodo
de 100 anos comporta mais ou menos 4 geragoes sucessivas
de pessoas. Pois bem, que tal remontar ao tempo de Jesus
Cristo, h4 2000 anos? Sdo 20 séculos, 20x 4 = 80 geragdes
de pessoas. Quantos ancestrais vocé teria naquele tempo?
Veja: é necessario multiplicar o nimero de pessoas de uma
geragao por 2 para se obter o nimero de pessoas da geragio
anterior. Portanto, comegando com uma pessoa hoje, te-
remos de realizar 79 multiplicacdes. Assim, o nimero de
seus ancestrais no tempo de Cristo seria de 27, superior
20 niimero de dtomos do universo! Certo ou errado? E se
assim eram as coisas h4 dois milénios, que dira no tempo de

Adio e Eva? Explique!

O que vai por ai

1. 1l CONGRESSO IBERO-AMERICANO DE EDUCACAO MATEMATICA
(II CIBEM) — 17 a 22 de julho, 1994 — Blumenau, SC.
Inf.: FURB-CIBEM; Caixa Postal 150T; CEP 89010-971 Blumenau, SC.
2. SEGUNDA REUNIAC DE DIDATICA DA MATEMATICA DO CONE
SUL (Interfaces Matem4tica — Educagio — Informatica)
Universidade Sio Judas Taden — 01 a 03 de agosto, 1994 — Sio Paulo, SP.
Inf.: U. Sio Judas Tadeu — Rua Taquari, 546 ~ 03166-000 Sao Panlo, SP -

Tel.:(011)948-1677 R.144 — FAX (011)264-5880.

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA 25, 1994 9



SEMELHANCA, PIZZAS E CHOPES

Eduardo Wagner
Rio de Janeiro, RJ

As histérias que vamos contar envolve
de freqiientar bares e restaurantes,
Matemdtica. Em pelo menos duas s
problemas cujas solugdes, além de el

m dois amigos que gostam
além de discutir problemas de
ituagdes, surgiram interessantes
egantes, sao bastante educativas.

PRIMEIRA HISTORIA

Augusto e Jodo foram a um restaurante para comer pizza.
Primeiro pediu uma grande e o segundo, uma média e uma, Ppequena,
todas do mesmo sabor. Curiosamente, o preco da pizza grande era
exatamente igual & soma dos pregos das pizzas média e pequena. Logo
apés os pedidos surgiu naturalmente o problema de saber quem vai
comer mais, O fato de os precos a pagar serem iguais nio quer dizer
nada, porque nos restaurantes, o preco ndo costuma ser proporcional
2 quantidade de comida servida. Augusto argumenta que, se tivesse
uma régua, poderia medir os didmetros, calcular as sreas e verificar
se a drea da pizza grande é maior, igual ou menor do que a soma das
dreas das outras duas. Porém, nio havia régua disponivel. Pensando
um pouco, Jodo, bom gedmetra, declarou ter resolvido o problema,
dizendo que assim que as pizzas chegassem diria quem comeria mais,
€ para isso usaria apenas objetos que estavam e

m cima da mesa. Au-
gusto estupefato duvidou. “Como é possfvel? N&o temos instrumento

de medida al’glfm. Em citt’la. da mesa s6 hd talheres, copos, guardana-
pos e o cardipio, responsével por nossa incrivel discussao!” A espera

ndo foi longa e as pizzas chegaram. Rapidamente, entio, Jodo cortou
cada uma delas em duas metades,

10 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
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Sobre a mesa (de mdrmore) juntou os didmetros para formar um
triangulo.

Utilizando o canto do cardépio como um modelo para o angulo
reto, Jodo verificou que o ingulo oposto ao didmetro d'a ”ma.lor metade
(a) ’era. menor do que 90° e declarou “eu como mais”. E Augusto,

apés pensar alguns momentos, concordou.
Qual é a explicagao? .
A explicagio depende de dois teoremas importantes. O primeiro
bastante conhecido e o segundo nédo muito.

TEOREMA 1 -
A razdo entre as dreas de figuras semelhantes é igual ao
quadrado da razio de semelhanca.

TEOREMA 2

Se figuras semelhantes sio construidas sobre a blpote'nusa. e
sobre os catetos de um tridngulo retingulo, entio a drea da
figura maior é igual 4 soma das dreas das outras duas.

Vamos demonstrar esse segundo teorema.

Na figura a seguir, A, B e C' representam as dreas de .j}gura.s
semelhantes que foram construidas sobre os lados de um tridngulo
retingulo de hipotenusa a e catetos bec.

11
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Pelo teorema 1:

e = (2)2, ou seja, - :%

B b a2 ’
_li_(ﬁ)z e Tl I
T el ou seja, 32'=c7
Portanto,

A_B_C_ B4cC

a? b2_C2“b2+cz.

Como no tridngulo retingulo, a

2 _ ”
A—B4E. = b + ¢®, concluimos que

Reciprocamente, se figuras semelhantes sio construidas sobre os
lados @, bec deum tridngulo,ese A= B +C, entio a? = p? 4 ¢2
e, pela reciproca do teorema de Pitdgoras, o triangulo é retingulo

Para concluir que no no 3 .

8S0 pr
q problema Jozo estava certo, observe

que, se a € o angulo oposto ao lado ¢ do tridngulo de lados . b
e ¢, temos: )

a<90° = a® <P+ <= A<B+C,

a>90° <= a®*>b8+c? <= A>B+C.

Portanto, se na nossa histéria Jodo constatou que o angulo o
éra menor que 90°, entdo a drea da semipizza grande era menor que
a soma das areas das outras duas metades.

SEGUNDA HISTORIA

Dias depois, Augusto, afobado co
e pede um chope (na verdade, o prim
o c:ho.pe é servido em “tulipas”, que sio copos com a forma d
cone invertido. O garcom chega com a bebida ao mesm s
Jodo encontra seu amigo. “Como vai, Joio? Sente e tome rdpid
metade deste copo. Eu tomo a outra, metade.” A fisiono . r;pl s
mostra alguma tristeza. Como determinar a altura do nl‘vfa‘r]“:fiL l? ?30
quaﬁndo um copo conico contém a metade do seu conteiido? .&A ; lta
entdo alivia a situagio. “Meu caro amigo, para este probiem:glslesuz
]

m o calor, senta em um bar
eiro de muitos). Nesse lugar,

o tempo que

12
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artificios sdo insuficientes. Eu hoje vim prevenido e trouxe uma régua
e uma calculadora. Desculpe a brincadeira e vamos juntos resolver o
nosso problema.”

Augusto entdo saca de sua régua, calculadora, caneta e sobre um
guardanapo mostra a solugio sob o olhar de um estupefato gargom.

“Observe, Joio, que o copo tem 20 cm de altura.

Desejamos obter a altura da superficie do liquido que corres-
ponda & metade do volume do copo. Para isso, precisamos recordar
dois teoremas.”

TEOREMA 3
Toda se¢ao paralela & base de um cone forma um outro cone
semelhante ao primeiro.

TEOREMA 4
A razio entre o volume de solidos semelhantes é igual ao
cubo da raziao de semelhanga.

Augusto continua sua explicagao.

“Se vocé tiver tomado uma par-
te do contetido deste copo, teremos
aqui, pelo teorema 3, dois objetos
semelhantes: o cone formado pelo
liquido e o préprio copo. A razao
de semelhanga entre esses dois co-
nes é a razio entre suas alturas, ou
seja, h/20. Como desejamos que
o liquido tenha a metade do volume
do copo, pelo teorema 4 podemos es-
crever:

20

h 1

LT - o
2‘(%)’ g B0 R
Assim, a altura que corresponde a metade do volume do copo é

h=10Y4 cm.”

Jodo concorda com a perfeita explicagdo, mas repara que a res-
posta nio resolve ainda o problema porque ele ndo tem a menor idéia
de quanto é 10 /4. E entdo Augusto, com a sua calculadora e seu
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sorriso irénico, diz: “Ah! é bom saber que esse valor d4 aproximada-
mente 16 cm.”

Bem. O problema, foi resolvido e o chope, ja meio quente, foi
adequadamente dividido. Falta apenas o final da histéria.

Nessa altura, as pessoas das outras mesas ouviam atentamente
108506 personagens com um misto de admiragio e espanto. Nisso,
Jodo faz uma descoberta, que anuncia em alto e bom som: “Este
problema me revela que quando somos servidos em tulipas com 4 cm
de colarinho estamos tomando apenas metade do conteido do copo.

Assim, se eu digo que tomei 10 chopes, na verdade tomei 5, mas
paguei 10!”.

E foram expulsos do bar.

Histéria e histdrias

CADERNO 5 DA RPM
Os Elementos de Fuclides

Jodo Bosco Pitombeira

“O presente CADERNO DA RPM versa
sobre tema antigo, porém de permanente atuali-
dade, pois, decorridos cerca de dois mil e trezen-
tos anos desde o seu aparecimento, os Elementos
de Euclides tém sido a obra mais influente que ji
se produziu até os dias de hoje, dentre todas as
obras matematicas e cientificas conhecidas

.....................

. © tema do presente CADERNO DA
RPM ¢ importante e oportuno. E o nome do seu
auntor, por demais conhecido em nosso meio, s
faz aumentar a recomendagio da obra.”

Geraldo Avila
(trechos da Apresentacio
do Caderno 5 da RPM)

Torne-se AMIGO

Como fazer?

Vej 2
Aos que ji sio AMIGOS 94 foi enviado o CA. W8 Ia 1™ contracaps,
DERNG 5 e trés niimeros atrasados da RPM,
conforme foi prometido na RPM 24 p. 4.
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A SOLUCAO DE TARTAGLIA PARA
A EQUACAO DO TERCEIRO GRAU

César Polcino Milies
IME-USP, SP

1. Introdugao

A histéria da resolucio da equagdo de terceiro grau <1§ nfmito pi-
ati aixoes e disputas pela famae a
lena de lances dramaticos, p :
}3::181:;’ gue geu achado poderia trazer & seuls aquo;Es. Ei:,]fol ;:;:ai?
i i Elon L. Lima [4] e
nteressante artigo de' a | .
:lceffrﬁ:t:aﬁlbngr; em livros de histéria da Matematica tais como
cO

1 ou 3 . . Y
& UEn]a, das personagens dessa histéria é Niccold Fontana (1500-

1557 aprox.). Em 1512 os franceses saquearam Brescia, sua cidade

natal. Sua mie buscou refiigio para o filho na igreja, mas os solda-

A i i ferida no rosto.
im invadiram o santuario, e a crianga foi 5
(g)osfe:?:nn::to lhe causou uma gaiuazzzo%erprzf::r‘;z,sgiz I.I::uvii; -
a_PelidO e 'I:al‘:_a_gga g?:g)l:oelal.l (])bter o l,nétodo de resolu?ao dessas
s "El? ;a-o ‘zlne gel Ferro (1465-1562 aprox.), que foi pl:ofessm:
ziu%ﬁ:rsi:;ﬁz de Bolonha e cuja biografia é po;co conheﬁ::,s::
o verdadeiro descobridor. Aniies de morrell;,I del _eszr]:)fﬁﬁr ou sen
método a dois discipulos, Annibale della ) ave ek i
e sucessor na citedra em Bolonha —e Antonio

Floridus, em latim). . .
E ,1535 houve uma disputa matematica entr.e Fior e ’I"arta-
glia I.Fajs confrontos intelectuais ndo eram infreqiientes na época
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e, muitas vezes, a permanéncia de um matemético numa citedra
dependia de seu bom desempenho nesses encontros. Cada um dos
adversdrios propés ao outro trinta problemas e foi combinado que o
perdedor deveria pagar trinta banquetes ao ganhador. Tartaglia pre-
parou questdes variadas, mas todos os problemas propostos por Fior
implicavam equagtes do tipo X3 +aX =, Precisamente na noite
de 12 para 13 de fevereiro, Tartaglia conseguin descobrir o método
de resolucio de tais equagdes e,

na hora do confronto, verificou-se
que Tartaglia tinha resolvido todas ag questdes propostas por Fior,
enquanto este n3o tinha conseguido resolver a maioria das questoes
submetidas por Tartaglia. Declarado vencedor, Tartaglia voluntaria-
mente renunciou aos trinta, banquetes.

. . . N 576)1 que, na época, ocupava
uma ca:d?nra de .medlcma na Universidade de Pavia e era membro
d? (}qleglo Medlc? de Mildo. De todos 0s participantes da nossa
hlst'orl?., talvez seja Cardano o mais em'gmético, aquele cuja vida é
mais pitoresca e, certamente

» Que teve uma formacio mais universal.
Para termos uma idéia

nhecimento, citamg

» astronomia, matem et
- A - e
metafisica ou ag ciencias socjajg ; orn

x:emotas do conhecimentg, Ele ¢
€ apenas humano; ¢ m,
ele errava,.

ca, histéria,
» OU em outras jreas mais
ambém errava, é claro, isto

ravilhoso, Porém, quio raramente
Por outro lado, Naydg¢ éb .
P -~ Dem majg critico ua A vi al e
ca,r‘ac_tenstmas de personalidade de Cardang d(ilstonto a.dv1da p:e,sso -
tolégico. Foram estag Opinides de Naudé. ar rcendo-as até o p

%, amplamente divulgadas no

\
* Citado por Fierz [2), p. 2.

186
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preficio das obras de Cardano, que deram origem a visdo distorcida
que as futuras geragoes tiveram sobre seu carater.

Na época da descoberta de Tartaglia, Cardano goza.va.dde boa
posi¢io em Mildo e o convidou a sua casa, com O pretextoT eta.pr?*
senti-lo ao comandante militar da cidade, uma vez queiﬁ ar na.gha,
tinha feito também algumas descobertas sobre tll‘? e fort caces e
esperava obter disso algum beneficio. Uma vez 14, com I(Illm:i: ;1;:
sisténcia Cardano conseguiu que lhe fosse revelado o segredo

solugio das equagdes do terceiro grau.

Tartaglia consentiu em lhe ensinar a regra de resolugio (embora
nio lhe ensinasse a demonstragio da mesma),.sob 'form:lide Yers:ss;
em troca do juramento solene de que Cardano jamais publicaria e

segredo.

Conhecendo um método de res?lugio, Ca.r_da.n'odproiurmtx. — ‘_!
achou - uma demonstragao que o jus.tlﬁcasse.. %VIa.:s ainda, :532 ;sllsné;)
lou seu secretario e discipulo Ludovico (Luigi) Ferrari - 65)
a trabalhar com a equagio de qua,rto. grau e ele ach«:u 0 corresp
dente método de resolugdo com a devida demonstragdo.

e ambas as solugdes, Cardano deve ?er‘se sentld(:) forte-
mentlzi:,:ssoda publicd-las. Em .1544, mestre e dlSCl;pl.lth rﬂ]z;lr):ﬁ
uma viagem a Florenga e, no caminho, fizeram uma Vl;l ;‘ a e
della Nave, em Bologna. De acordo com um rel?.tﬁ ef ero a,f st
lhes mostrou um manuscrito de del F‘erro e contts Za alelt:mengtl;a
de Tartaglia, manuscrito este que a.md'a se ??nsel;;'a..t ; 1:;a.r fe a,ntes,
ao saber que a férmula de Tartaglia exxstl‘a ja d?s e nnta. :.n ublicou,
Cardano se sentiu desobrigado de cumprir seu J‘lra;n;nnoa pue 0 tor-,
em 1545, em Nuremberg, uma obra mtltula.d:} Ars I:;g ) a(.lla.vra.s -
nou verdadeiramente famoso em todo o continente. a?: (I:)om etente
C. Boyer*, “cle provavelmente era o ma.teqlatl.w m - rePraS o
da Europa”. Nessa obra aparecem, pela primeira \:z,seu Fa fo .
resolucio das equagdes do terceiro e quarto gl'a.uz:l. Lo a,tribui’gﬁes
demos dizer que Cardano nio BS(]_I.IGCG de fazer as de
de mérito aos respectivos descobridores. .

A seguir, faremos uma anlise do método que Tartaglia confiou

a Cardano.

* [1], p. 208.
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OS VERSOS DE TARTAGLIA

da Slg?‘;:‘;g;t‘:‘os acima, Tartaglia comunicou a Cardano o segredo
quanto pode ar;por g ,d? versos. Tal idéia n3o é tio estranha
oy de)S uni: a principio; devemos lembrar que, na época, 0s
R euagEEs punham a.mc}a. de uma notagio adequada para tratar

coes em sua generalidade e n3p podiam, portanto, expressar

seus métodos resumidam :
. ente me 4 p
em dia. diante férmulas, como fazemos hoje

A seguir, reproduzimos os Versos na s

transcritos na pagina 120 da edicio de 1 .o versdo original, tal como

954 dos Quesiti [6]:

1. gnando che’l cubo con Je €ose appresp
# :
Tmagg?gha a qualque nimerg discreto
vati due altri differentj in essg

2. ] i
glelpgl terrai quesgto POr consueto
o €'l lor produtto Sempre sia egyal
terzo cubo delle cose neto s

3. i1 i
El residug POl suo generale

Delli lor latj cubi ben sostratti

Verra la tua CoBa principale

- In el secondg de coiestj ajtj
Quando che’! cubo restasge i sol
i Delosaferverm quest’altri contrattio
. Bumero farai due
Cha l'ung Paltro g ;
El terzo delle cose jn

tal part’a volo
Preduca schietto
stelo

assim:

18
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2. Depois terds isto por consenso
Que seu produto seja sempre igual
Ao cubo do tergo da coisa certo

3. Depois, o resfduo geral
Das raizes ciibicas subtraldas
Serd tua coisa principal

4. Na segunda destas operacdes,
Quando o cubo estiver sozinho
Observards estas outras redugdes

5. Do nimero faris dois, de tal forma
Que um e outro produzam exatamente
O cubo da terga parte da coisa

6. Depois, por um preceito comum
Toma o lado dos cubos juntos
E tal soma serd teu conceito

7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem
Que snas naturezas sio quase idénticas

8. Isto eu achei, e nio com passo tarde
No mil guinhentos e trinta e quatro
Com fundamentos bem firmes e rigorosos

Na cidade cingida pelo mar

Analisaremos, a seguir, €sses versos numa linguagem acessivel
ao leitor contemporaneo. Antes de tudo, é conveniente lembrar que
Tartaglia (assim como depois faria também Cardano) nfo utiliza coe-
ficientes negativos em suas equagdes. Entdo, em vez de uma equagéo
geral do terceiro gran, ele deve considerar trés casos possiveis:

> taz=0>
;,;3=am+b
22 +b=az.

Tartaglia chama cada um desses casos de operagdes e afirma que
ird considerar, de inicio, equagdes do primeiro tipo: “cubo e coisa
igual a nimero”. No quarto verso comeca a considerar o segundo
tipo “guando o cubo estiver sozinho” e, no sétimo, faz referéncia ao
terceiro caso.

Vejamos agora como se propae a resolver o primeiro caso, nos
trés versos iniciais, para depois justificar seu método, de uma forma

simples.
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O nimero se refere ao termo independente, que nos denota.mor:‘
. . . : »
aqui por b. Quando diz “acha dois outros diferentes nisso , esta

sugerindo tomar duas novas varidveis cuja diferenga seja precisamente
b, i.e.,escolher U e V tais que:

U-V =b.

A frase “.. que seu produto s

eja sempre igual a cubo da terca parte
da coisa” significa que U e

V' devem verificar:

Finalmente, “o residuo geral das raizes ciibjcas subtraidas seré tua
coisa principal” signifi

Ca que a solugio estard dada por
z=vU- V.

Os outros dois casos carecem
uma vez que podemos reduzj
membro a outro da, equagio

A frase final .

a cidade cingida pelo mar” é uma referéncia 2
Veneza, onde realizou suas descobertas,

de interesse para o leitor moderno,
-los a0 Primeiro, mudando termos de um

A RESOLUGAO DA EQUACQAOD DO TERCEIRO GRAU
Nesta segiio veremos
ParyTesolver equages do terceiro gray,

métodos e notagses modernos, o que nos
relativamente simples,

como justificar g férmula de Tartaglia

Natura.lmente, utilizarem?s
Permitird dar uma exposicao

Vamos considerar uma equacio do terceiro grau escrita na forma:

lembrar a f6rmula do cubo de ym

(“ - v)3 = u3 —3!‘2‘0-{- 31‘”2 "1)3.

20
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Pondo em evidéncia o produto uv, temos:
3
(u—v)® = —3uv(u—v) +(s* - 2°),

. I 3
1sto &, (u..»u)3+3uv(u-ﬂ)=ﬂ3—” .

ifi-
Se podemos escolher, de alguma forma, © e v de modo que ver

quem: — a/3

w-vd=b,
a relagdo acima se transformard em:
(v—v) +a(u—v)=b

ignifica que z=u—v serd uma solugio da equagio dada.
0 que si

. ¥ que sejam
Em outras palavras, se conseguirmos achar = t; bterqse ) ﬁlma.
=u-7 b
. 3 tomando <
5 istema acima, - resolver
soiug?esddo suagéo proposta. Resta-nos entao o Pl"ObleI:a de slmeir,
8 a0 da e cubo a
ooslilsﬁ‘.ema, I(’la.ra, isso, observemos que, elevando ao P

equagio, ele se transforma em:

udv® = (af 3)3

3 =V, temos:
Finalmente, fazendo v* =U e v )

Uv = (a/3)°
U_ V = b.

i izes da equacao:
Tsso é muito facil de resolver; U e —V 880 as raizes da equag
X? - bX +(—¢f3)>=0

que sio dadas por:

¥ - b P 4FP _ Gy +GP.

2

21
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Podemos tomar uma dessas raizes como sendo U eaoutracomo -V,

logo temos u = VU e v = V. Portanto, obtemos precisamente
a solugdo enunciada por Tartaglia:

e=VU-IV,

Mais explicitamente, substituindo U e V pelos seus respectivos

valores, resulta a conhecida férmula que, nos textos, é chamada de
formula de Cardano ou de Tartaglia:

: = {/§+\/(-§)=+(§)3 + \"/g—\/(g)u(g)a-

Uma observacio final: a e
podemos escrever na forma;

quacao geral do terceiro grau, que

3
z° + ay 22 +axz + a, =0,
pode-se reduzir ao caso acima,

30 mediante 2 mudanga de varigvel z =
¥ — (a1/3). Alids, essa redy

3o era conhecida por Tartaglia, mas
que determinou a vitéria

U] BOYER, C. Histdria da Matemstica. S50 Pago, Edgar Blicher, 1974.
g} ?LE;‘;Z’ h:& Girolamo Cardano (1501‘1576). Boston, Birkhauser, 1983.
» M. Mathematical the ht : .
York, Oxford Univ, Press, 1 Ught from ancient, to modern times. New

972.
[4 LIMA,E. L. A equacio de terceiro grau,

SBM, p. 9.23. Matemitica Universitaria 5 (1987),
[5] SMITH, D. E, A
1929, Source book in Mathematics, New York, McGraw Hill,
6 . .
(6] IT\?Z’I;?GE;A N. Quesitj et Inventioni diverge (publicagio comemorativa do
enario da morte de Niccolo Tartaglia » Brescia, 1959
\‘
[ aat Palcino Milies ¢ professor titular do IME-USP.
Inte €88a-8a Por A

lgebra - gua srea g esquisa —

e Histéria da Matem4y; € pesquls
4tica. Tem dive tros in-

teresses: pratica | 1508 outros

s Judé, estuda cab 5
Psicélogo, formade g ’USP. ?eobela e ¢ também

\\
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Dos nossos alunos

UMA SOLUCAO DAS EQUAGOES
DO 3 E DO 4 GRAUS

Carlos GQustavo Tamn de Araujo Moreira
IMPA, RJ

APRESENTACAO

O autor deste trabalho tinha 14 a,nos.qua.ndo l;f quis mostrd-lo,
em 1987, mas nio lhe dei na época a devida atengao.

i trata da
i uvi-lo e percebi logo que se
g ema.‘l) das dedugbes das formulas para as

to grau que conhego.

Mais tarde, con em
mais simples e menos artifici
4, ] uar
equacdes do terceiro e do q ' -
E claramente do interesse dos leitores da RPMt tom:; ;‘Z;:, tzm
mento destas demonstragdes. Mas agora era 0 autor qunaJmente
em publicé-las, alegando que ji no tinham mais tgr a&a.esta Denuen y
porg cedeu ;os apelos e é com satisfagio que trago
m, i &0,
gema ao conhecimento do publico. |
Elon Lages Lima

» ? GRAU
UMA SOLUGAO DAS EQUACOES DO 3

pressbes simétricas nas raizes de uma

: A ex - .
N{ot:iva.gg P:;; t;ic;:l]z:;o dos coeficientes da equagio, resolvi um
equagio do 2% g

dia calcular a expressao:

y = o1 + V=2,
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onde z, e T2 530 as rafzes da equacao 22— Sz+P = ( (e portanto
satisfazem 21423 = § e 3,2, = P). Issoleva aocs seguintes calculos:

y=¥zni+ Yz =
N =1+ T2+ 3 Yz (Y + V) =

¥ =5+39P y.
Assim, para determinar ¥ hi que se resolver uma equagao do 39
grau.
Ocorreu-m

? grau. Iss
Dada a equagio »3 +a
tlt'll.l(_;ﬁ.ﬂ T =

© pode ser feito como a seguir:

2 m
"+ b2 + ¢ = 0, procuramos uma subs-
Y+t queanuleo coeficiente

em y2:
W+ +aly+17 44y 4 1) 4o

0 = ya+(3t+a)y2+...=0°
Fazemos ¢t =

~e/3 e caimog Luma equagso do tipo:

y3+py+q=0,

Determinamos Niimeros p S tais que

=_93
=-3VP . g=-8§,
deformaqueSE

T e z, siofﬂi?.esd

2

Ve + i, sat'fa,ze ©~82+P=0, entio
‘ » a ~
Feito jggo, obtemog ®quagio 43 4 py+q=0.

)
—— ~§7 ¢ §=-gq,
\lse_]a,, zl e g -
® de Pher B _0  istod,

24
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donde,

_ 2 B of-q  [¢¢ P
?’:i/;gﬂ/gﬁﬁ*‘/; ERE

satisfaz 39 + py+¢g=0.

Ca.dy iz clibica pode assumir trés valores compl’exos, mas a
equagio af;a}_i = —p/3 diz que o produto das duas ra.lzes_ d(;ave s::
_qp/.‘f Essa férmula da as trés ra.l'zes' de o -L— Y -l; i I;H_,c =qo.
soma.t-ia,s a t = —a/3 nos dao as trés raizes de z°+eax

- 0 i
UMA SOLUCAO DAS EQUACOES DO 4 GRA

9 g d ]

= e 1'2:2173:})'
z1+ 22+ 23 =5, @1%2+51T3+ I 5 '

Seja  y= /71 + /%3 +/Fs. Temos:
=
¥ = 21 + 22 + 3 + 2(VT1%2 + /7123 + /Z2%3)

2 _
Sy _ (yaEs + VR + /AR =

2
2129 + 7,73 + T273 + 2V/E1E2E(VEL + V=2 +/73),
1452
ou Seja
| (y2—5)2=5d+2\/1—°y, ou
2
44— 25y% — 8/Py+ 5" —45.=0. (+)

= (0, fazemos uma
= 4+aza+b;,;2+cz+d Fr w
subs?taqa“a 22‘1?;:0 wi y+1 eobtemos y* +(#+a)y"+...=0.
Tom;n:;;;a.;) - —a/4, obtemos uma equagao do tipo

4 kgt ey ks =0,

26
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sem termo em 3°.

Comparando com (*), tomamos S, P e 84 tais que

-25=k, -8/P=k, e S? — 484 = ks =

_-?! P—(S) e Sd

Assim, resolvendo a equacio

—_—

S — ks k? —dky
4 ~ 16

za+ﬁzz+(k§-4ka ks

—t 9 _ 2 __

obtemos raizes T1, T2 e z3 tais que

Y=V +VE, + Vo, satisfaz 4t +k19® + by 4+ by = 0.
Para obter as rafzes de z4 + azd + bz?
af4 das raizes de A T kyy+ kg = 0.

Observe que cada raiz quadrada, Pode assumir dois valores com-
plexos, mas a equagio /P —

-kz/g diz que \/2_: \/3? ‘\/5 = —kz/g-
. 1VE2V/ 23 =
Assim, para cada valor de /Z] ¢ vZ2 b4 um vnico valor de /z3-
Dessa forma obtemos todas as quatro rafzes da equago original.

EXEMPLOS NUMERICOS

t¢z+d =0, basta diminuir

a) Consifiere a equagio 23 — gy 40=10. Para a.plica.r a férmula
que d3 as rafzes da, equagio do 32

grau temog P=-6¢e qg= —40.
A férmula nos d5 2 20+ 1475 Va+ Y2012 5. Assim, as trés
relses 8 squagio sio: a1~ YT iavs Yo TravE
y
22 ={ V0414V + 2 Y0105 € T=Y20+14/7 +

3
+£ V20~ 14v2, onde €= -1f2 4 VEYES Assim, z; é a inica

raiz real da €quagao. Por outro lado, claramente x = 4 satisfaz

a equagdo, donde V2o + V24 390 _ 142 = 4 ("
b) Seja a = cos 20°, Como cos 3z = 4c08? 2 — 3cog 2 temos:
. 2

cos 60° = 4 cos®20° _ 3 Co820° =40® ~ 34 o

26 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

=1 1 3,10
403—3a=§ = o —4a g
itui férmula obtemos
Aqui p= —3/4,q=—1/8, e substituindo na

as raizes de z° — (3/4)z — (1/8)=10:
1 _ L
3=i/lg+\/%6"éli+i/11;_\/ﬁ 64 °
u

: G
e= (A E+ {19, B
20°. Essa expressdo nao é
do diz nada de novo sobre’ cos o &
;lu : I\ilat?) ‘::a.ztisfatéria, pois usa nimeros E:omplexos para eg)i'u;];r
052 - 5 real. Na verdade é possivel provar que g talq
oxpre 5 ql;:): radi;:a.is de cos20° tem que envolver nimeros
expressio
complexos *.
c) Considere a equagio ¥* - 12¢% - - Segus
utilizado para resolver equagoes do 4° grau, ) :
k1=—12, k2=—16 e ka—-— .

Resolvendo a equagio do 3% grau:

k2-4k3 — ﬁzzo,
2+ (5 + g 2 ()

O

16y—4 = 0. Segundo o método

temos:

—_ =2+\/§,33=2_ﬁ'
2 — 62 +10x—4=0 = 71=2,%2

As raizes de y* - 12y* — 16y — 4= 0 sao:

Vi, Vi Ae Vi,
Vi Ai-ViVa o ~Vi-V14Vi+Vi-VE
-2+ -

v re —ky /8,
(lembre-se da regra dos sinais: o produto deve ser semp /
e .
no caso igual a 2).

—

Um teorema sobre so nbilidade de equagoes polinomiais por radicais reais,
¥ " utor.
F1 U i ersi:dria, n?12, dezembro de 1990, do mesmo a
Matemética Uni
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d) Considere 2 equagio 2% + 473 4 822 — 8z +4=0.

Fazendo T=y~—1, obtemos y!42y? - 16y + 17 = 0.
Temos, pois, ky =2,k =-16 e ky = 17.

-~ e 2
A equagio auxiliar :1:3+52Lzz+5—'1#'-m_(581)2=0

3 .2 :
torna-se 2°+2° - 42— 4 =0, cujas raizes sio -1, -2 e 2.

Assim, as raizes de ¥ +29% — 16y +17 =0 830

HVIHVE i-iV2-VB —igifBo 5 e —i—iV2+v2
e, Como z =y - i

g Y=~1, asraizes de o* 4427 {822 gy 44 =0
“14+v2+i(1 4+ v2), —1-v2+i(1- 3,

-1 (V2 —
& 14 VE+i(o1- v, VZ+i(vZ-1)

NR
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ap. XV, X
he forth degree)”,

—_—
Carlos Gusta

vo ira d
temii Moreira ¢ mestre o doutor em Ma-

ica pelo IMPA
. atualm - <o
Poe-doutoradg Nessa i;m,ual ente, faz um estdgio de

28 Intern .lttli(:io. Participou de algo-
8anho uma medyy ) daclona.ls de Matemitica, tendo
nha, e uma de é € bronze em 1989, na Alema-
ganhou medaly, U0 em 1990, na China. Também
Americanag de 1a:3 j© oue nas Olimpiadas Ibero-
nha. Atualment C’ em Cuba, ¢ em 1990, na Espa-
Comissig de Ol? iar los Gustayo ¢ membro ativo da
Matem4tica, Ca::;p adu da Sociedade Brasileira de
de inimerag % MUito bem e sabe de cor as letras

cangdes brasileirag e latino-americanas.

\
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Dos nossos alunos (continuagio)

DE GRAO EM GRAO...

Enviado por Rosalina B. de M. Miranda
Estrela d'Oeste, SP

Carlos Eduardo Alves Pereira, aluno da E. E. Silvio Miotto, em
Estrela d’Oeste, participou da fase final da 15? Olimpiada de Ma-
temdtica do Estado de Sao Paulo, realizada em 1991, quando cursava

a 82 série.

Ele é meu aluno e quando estava na 7% série montou, de um
modo bastante interessante, uma tabela para o nimero de diagonais
de um polfgono em fungio do nimero de lados.

Partindo do tridngulo, que nao
tem diagonais, ele chegou ao poli-
gono de 100 lados e nio precisou fa-
zer cilculos muito complicados, pois
percebeu que, enquanto o nimero
n de lados cresce uma unidade, o
nimero de diagonais dn cresce esse
nimero de lados menos um. E cons-
truiu a tabela, da qual reproduzo
um trecho.

-1 O 3

99

100

dr

05 +2
25 43
5':4.4
9 > +5
14

D> +6

4752 3 408
4850

RPM: Com efeito, o niimero d, de diagonais se escreve como
um polinémio do 29 grau em =n. A Sliferenga. entl;e dois polinémi?s
ser4 um polindmio do 12 grau, cujos valores formardo uma progressio
aritmética se os acréscimos dados a n forem constantes. Ou seja,
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-3) 1
como d, = %=§(n2 —-3n),

dn+1—dn=%[(n+1)2—3(n+1)]—-%(n2—3n)=n—1-

tem-se:

Um outro modo de ver isso é destac

de n+1 lados e consider-lo como um poligono de » lados ao qual
se justapde um tridngulo, como ilustram as figuras.

As diagonais do poligono de = Q
lados € preciso acrescentar as 7 — 9
diagonais que saem de P e, ainda,
RQ, que é um lado do poligono de P
n lados e passa a ser diagonal no
poligono de 7 +1 lados. Ao todo,
acrescentam-se n — 1 diagonais.

Como serd que Carlos Eduardo
chegou a0 seu modo de construir a,

tabela? S6 perguntando a ele, =

ar um vértice P do poligono

-+-€ para nossos alunos

BRINCANDO COM 4 MATEMATICA

Jodo Batista da Silva
Nova Granada, SP

Trata-se de fazer uyma adica
1* e eu imediatamente escrey

30 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

soma & igual ao nimero que estd escrito no papel guardado no bolso
do aluno (ou de algum colega).

5 lo:
Vejamos como isso acontece, através de um exem:)
aluno — 827 — eu escrevo 2825 no pape

al 345

euuno : 654 — 345+ 654 =999
208

::1‘1110 . 791 — 208+ 791 =999

—
total — 2825. o
: aluno +1998. Com
4 o 12 ndmero escolhido pelo .
19980 re;zggd 026 c’dla.dlcll o 827, basta subtrair 2 e somar 2000
= — &
para obter a resposta: 2825. 217 oucom 38277 O
E se o aluno tivesse comegado ccomb im';adeiras aroridas.

leitor, a0 responder, poderd criar outras br

PAR OU IMPAR

Artur Pires Custédio
Santa Luzia, MG

7] na 5% série,
. ares e fmpares na
Quando estou ensinando numeros p
u

i istorinha:
conto para meus aluncs a seguinte hi

minha idade,
Quando eu era crianga, q;;:ozr :sd:.ses e todas as
fe eqnd te brincadeira: De um ba.ralhO,. o ates. A brincadeira
ﬁz ity u as cartas restantes em dOlﬁte ara outro e ele des-
Cgu r'a:'e Sepal"? mudar uma carta de um mOILrixfho acertava sempre,
¢ gsgs la.:Jm € arta que fora mudada. Meu so
obrir qual a ¢

o truque.
mas nunca me contou qual er2 tematicamente” que eu

.
i sar ma
Foi s6 quando eu comecel a PeH fazia um monte com as cartas
desvendei :stério: meu sobrinho examinar os montes, ele
pamzi itzollclzlom as impares. Glaro qm: ?:ra, mudada.
.. 5 a carta qu . . y
Percebia imediatamente 412! am a brincadeira com seus amigos

Diga aos seus alunos qué fazg

meu sobrinho,

N
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Humor

COMO VALORIZAR SEUS CONHECIMENTOS

(autor desconhecido)

Nio é nada distint

o indicar a soma de duas quantidades da se-
guinte forma:
l1+1 =29 (1)
Ora, qualquer estudioso de Matemigtica, avancada sabe que
l=Ine
1 =sen?, + cos? ¢ €, ainda,
— 1
= =l
n
n=0 2
Assim, 3 €Quagio (1), de Maneira, majg clentifica, sera
(o)
Ine 4+ (sen2, + cos? z) = L &
2!1
=0
Ou, lembrangg as relacges: 1

1
e e=1im(1+;)z7
a equagio (2) pode Z—00

» €Ntdo, ser simplificada para:
: 1 e
(o (1 )+ (sen?y +cos? z) = i @ . ()
5. 40 n= 2"
E ébvio ue g

q €quacy .
compreensao do qye Macho (3) ¢ g ,

Métodos semel, Hig o leitor
Compreenda og principios bisicog T empregados desde que

da simplificacio.
32
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De olho no mundo

{ JCULO XXI
CURRICULO DE MATEMATICA PARA O SECUL
NA REPUBLICA DA CHINA*

: cqre
Myrtle W. Hsiang e Wu-Yi Hsiang
Universidade da Califérnia, Berkeley

iblica Popular da
P jonal na Repiblica
Um projeto de &mbito na.cmﬂjom 5 finalidade de estabe-

inici 8 ; .~ 3
Clina. o} dojcundncss 197:1(; para o ensino médio de Ma
lecer um curriculo adequa la reforma na educagao

romover uma ! ematicos
itica e de dos mat
tematlcft. f) 3 SegHE-Se um texto

matematica chinesa.

. *xk
do projeto™.
Iguns aspectos da
_ : resentando a é colocar ao
Hsum'g e:Hsldat-nih f;v[ 20 divulgar esse tra,.bn:l'h% Iga relevante
O objetive o s um material que a Ievis ajes eito de um
alcance ‘;c_)s le‘zg:; que no Brasil se fazem 2 resp
para as discus

Matematica, nao
30 importante para o prc»fessc::fI dzs pi R
?;SSUII.ND t;w Jﬂ;:uralmente, aval da RP
implicando, -

no documento.

‘ ASICA
= MATICA BAS
OS OBJETIVOS DA EDUCAGAO MATE

‘ omponente
sdi a uma comp
ino médio ser
O ensliv

: : XXI.
iy China do século :

: ducacio compulsoria ge’ral n;a,tanm, g e

l(I)nportante da‘ A rdial desse curriculo €, ];ozer face ao elevado nivel

objetivo primo B al. Para fa A

. em ger X a para o proxi
?ecesTda}des (‘ia, fﬁgzﬁaﬁe informagoes que se espera p
ecnologico e a a

A educagio matematica i

inhées Carneiro.
50 de José Paulo Quin
; Tradugao e apresentag

: . 23-34.
** Veja também RPM 23, P -

s
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século, serd necessirio, mesmo para os cidaddos comuns, um nivel
mais alto de competéncia em pensamento analitico,
temdtica basica tem sido sempre o melhor campo de t
o desenvolvimento do pensamento analitico,
exatamente, o objetivo principal da educacio matemadtica no ensino
médio. O segundo objetivo importante é,

evidentemente, proporcio-
nar uma sélida fudamentagio da Matemitica bésica, a qual ¢, quase
universalmente, exigida para todos os tipos de aprendizagem supe-
rior. Na educagio matemgtica bésica, o conhecimento matemsatico é,
sem diivida, importante, mas o desenvolvimento nos estudantes das
téenicas de reconhecimento de problemas e de resolugio de problemas

é igualmente importante, e tem sido de certo modo negligenciado no
curriculo convencional.

A educagio ma-
reinamento para
e acreditamos que esse é,

ALGUMAS IDEIAS BASICAS

d.esa,ﬁadores. O cultivo de habilidades
cla sobre

& mera aquisigio de conheci-

(2 O ar tume i .
bésica )é, eVifente::;O tmms convincente parg, aprender Matematica
dubitavelmente, a5 o que a Matem4tica, sera sempre ttil. In-

) 38 geragdes futurag irio calcular com o mesmo sis-

tema de niimeros e ainda Viverio no meg
numeros, conjuntos’ mo

SCCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

(3) O curriculo deve ser relevante e deve estar intimamente cor:
relacionado com as experiéncias anteriores dos .est.udante's c‘omda. r:?n
lidade. A abstragio e o formalismo, e’mbo!'a, mdlspen:;vels, ﬁev o
ser mantidos num nivel mitigado, porém ainda a(.iequ o, 'at' m
evitar a armadilha de criar nos estudantes um sentimento mistico em

relagao & Matemadtica.

(4) O projeto global do currfculo deve seguir de perto os ca-

. itica. Além
minhos evolutivos do desenvolvimento natural da Matemdtica. Al

disso, o curriculo deve fazer um esfqrgo para pl:ogorcmr;:tn ;1;1:13; ti-:::;
¢do suave para cada ruptura histérica ou.des'vl_o 1m1:;; e da,
como, por exemplo, as transigoes da Arlt.metlc: f‘va, 2/ Geome,ma,
Geometria Experimental para a Ge?metna. De : i é,t’;ica g
Dedutiva para a Geometria Analitica e .da.dMa en:éveis e quantl
dades fixas para a Matemitica de quantidades var .

] s enifieaty evolugio da

mos que esses quatro desenvolvimentos SJgnlﬁcaItrizs iI::porta.I&es a0
i s atro marcos ot

Matemitica sio exatamente 0s qu ua educagio matemdtica

longo da jornada dos estudantes atraves des
bésica.
ECIAIS

ESTRUTURAS GLOBAIS E ALGUNS ITENS ES,P. édio é divi-
No presente sistema educacional chi{te;, ?ﬁili]slrn?:ol:-lri pondente
dido em dois periodos de trés anos: 0 perfodo ] o Gt B8 eraus
208 graus de 72 a 99, €O perfodo sénior, COrTesp it

de 10° 2 122. A estr’utura, do novo curriculo € a seg :

i junior
Curriculo para os anos do periodo J

99 ano 3% ano
1° ano Anélise
A,lgebra, Elementar Elementar

Geometria Elementar

sénior
Curriculo para os anos do periodo

¢ ano
2? ano : .

1? ano o Andlise
Algebra Intermedidria Basica

Geometria Intermedidria

. jais.
Comentirios sobre tépicos especial

35
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ALGEBRA ELEMENTAR

Para facilitar uma transigio suave da Aritmética para a Algebra, o curriculo
comega com uma revisio sobre nimeros inteiros e os n
fundamentais entre as operagdes bésicas s3o analisadas
utilizadas para fornecer explanaces persuasivas sobre
governam as operagdes algébricas. O ponto de vista & i
de que a finalidade da Algebra ¢ Procurar métodos e
todos os tipos de problemas quantitativos capazes de g
operagSes algébricas (ou seja, 08 chamadog problemas algébricos), e as aplicagdes das
leis das operagdes algébricas sio exatamente o pio com manteiga da Algebra.

Nesse seu primeiro encontro com 08 métodos algébricos, os estudantes s3o apre-
sentados a idéia simples, porém fundamental, da aplicabilid

. P N y ade universal dessas leis,
8€J2 205 NUMeros usuais ou 4s quantidades incégnitas. Um fato notdvel, e que foi
exatamente a inspiragio que conduziy & criagio da Algebra, ¢ que a aplicagiio sis-

temética das leis das operagdes muitas vezes possibilita transformar as quantidades
incégnitas de um certo problema algébrico em valores especificos (em termos moder-

Pondente equacio algébrica). Essa idéia é entso
i uma série de problemas enun-

Gmeros racionais; as relagdes
cuidadosamente e em seguida
a validade geral das leis que
ncutir nos estudantes a idéia
ficazes de analisar e resolver
€rem expressos em termos das

ciados verbalmente, no 3
das equagdes quadriticas €om uma incognita. A experiénci

as impressiona os estudantes sobre o poder dos cilculos algébricos,
A pitlra. 0 aprendizado da Algebra.. Eles constatam
130 passam de aplicagdes das lejs ¢ ragdes algébricas
para resolv?r p‘rob.lemas algébricos., Em ﬁl!:;imz;ané.lise, o us:s d?:ﬁ:iﬁf)s gara de-
;mt'?r uma incégnita ou a i.ntrodugéo de indeterminadas tem o preciso objetivo de
acilitar a a..phca.gao das leis das operacles. Apés o sucesso dessa experiéncia, a
Algebra Polinomial torna-se muito natural para os estudantes aprenderem e usa-
rem. O t?orema do resto, o teorema da interpolagiio para polindémios, e o método
dos coeficientes a determinar nio devem agora representar dificuldades para eles.

GEOMETRIA ELEMENTAR.

aracteristicas; operagoes

‘ © 8eus correspondentes g ni i
termos de propriedades caracteristicas que og descrevem, idcados légicos am

A parte do curriculo dedicada §
versio modernizada da Geometria de Eucli
do método dedutivo para estudar as propriedades
tais como tridngulos, paralelogramos e circulos;

as principais s30: (i) o uso
dos abjetos basicos da Geometria,
€sse estudo conduz naturalmente

36 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

. A remas bdsicos para
a uma colegiao de teoremas basicos, (i) as ap hcagoesa,i:ii:e;e problemas tipicos,
estabelecer outros teoremas interessantes e reso]ve":'en:)s estudantes pratiquem sua
e (iii) exercicios interessantes e desafiantes, para gessa parte ressalta a importdncia
habilidade basica em analise légica. A organizacdo de Pitsgoras e propriedades
das simetrias, homotetias, férmulas de area, t?r::i: & mencionado, mas posposto
dos circulos. b importante item da comensurabili

Para a Geometria Intermedidrnia.

ANALISE ELEMENTAR

i . (i) a Geometria Elem.en-
shidosss [ iais, fungdes trigo-

o g 3 4
Consiste de duas partes intimamente if) fungdes polinomi

tar em coordenadas cartesianas no pleno, e ( imeira parte ¢ tratada como uma
nométricas e as leis do seno e do cosseno. A pr Geometria quantitativa. As dis-
3plicagio sistematica dos teoremas basicos SOPl'e roporcionalidade, equagoes ‘de
CussSes se limitam s formulas de distancias e areas, fs de graus baixos; as propr.e
Tetas e circulos. As fungdes polinomiais s l“:liltt:‘::‘ o tépico principal. As:i fungo:;
‘ 2ti 8 P izadoras

dade Ses 1 s e quadrdticas con ses parametriza
senosed::s:'z:gose;ollgi;:ﬁdasqcomo o par natural de‘::;;f:as dl:, seno e do cosseno
circulo unjtirio. Todas as propriedades ¢

20 fiFles incipalmente suas
Stri frculo, princip

880 deduzidas a partir das propriedades geométricas do circulo,

simetrias,

ALGEBRA INTERMEDIARIA Aleebra de Bocle (tratads
a gebr P
tagio sobre : ducdo matemitica
ftulo de fundamen juntos), indug2o A
COmoC orzleqa b ur:dca.p;;u]l;s das operagdes com con':::tsig,dadas demonstragoes
¢ anﬂ;e egs:?;:u?;silosa;;temas bésicos de m;lmif:sé‘;fmentar sobre a validade ::;
i ok iti erce um P
Por j i des fornecidas na ABEOH, matematica ex .
versgd;;a?eiaie:fal.ﬁt?::; O método de md“s:ode vista téCnic?s mas ;a':‘;:):::
Importante negs pt:um'culo ndo somente .do pot!;nws como a teoria dos t;_e e
50D o agpect, ﬁf bfico NiuitOs tépicos impor -ra_n;ente indutiva, consistia
Nantes, sgzce:tab:zcidds por uma ab"'dagemo’::frlagao indutiva. 50, for
scoberta indutiva definigdo indutiva e de“-‘ S r ab rangendo interp?la&aO;] il
E , teoria basica de polinom’o 71‘aylor para expansao l?cdades
Mulas ge o e o, bindmio fhrar. tieorema do binémio), propriedades
i izagdo do ; dos de
S o " ralizagao 2 eares € ‘
lpo?:l;:.l: :III.OE (como L}ma Slﬂ;prl:?n%:::s; teoria dos sistemas lin .
alg como maximos tar.
e5; combinataria e probabilidade elemen

SEOMETRIA INTERMEDIARIA etria ¢ do sistema dos

herdicas dos gedmetras
re o tema da comen-
al, a descoberta de
ara superar

Geom
entos da
O primeiro capftulo trata dos fundha:n:érico das Jutas
Nimergg reais. Comega com um felato 8

: das sob
tria, centradas®
8regos ey relagio aos fundamentos (113. Gsz,t:sur;bilidade un?:il:lagin P
SUrabilidaq : jvocado da ¢ stodo de apT!
. e. oma equiv pe meéto
Tvalog nio(::::ensuré?reis e a invengdo do
*
No original: summation formulas. 37
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a dificuldade da incomensurabilidade, nio apenas sio desenvolvimentos ép.)icos, mas
também sua discussio sistemdtica é, como acreditamos, o caminho mais n?,tural
para introduzir o sistema dos nimeros reais, bem como a frutifera metodologia das
aproximagoes e dos limites.

0 segundo capitulo apresenta um tratamento abrangente e cuidadoso da GeO-
metria Sélida. Vivemos em um espago tridimensiqna.l, mas nossa visio é essencial-
mente bidimensijonal, porque assim o é a retina. E claro que todos nds temos uma
mente tridimengional, ajudada por uma percepgio bidimensional, limitada, da visio
binocular. De qualquer modo, a tarefz do curriculo de Geometria Sdlida é educar
a mente tridimensional a dominar as técnicas bdsicas da Geometria Tridimensional.
A discussio desse capftulo destaca a importancia do paralelismo, da perpendicula-
ridade e da Geometria das reflexdes: e achamos vantajoso usar
conjuntos e as leis que regem essas operagSes na discussdo da Geometria Sélida.

A parte principal desse curriculo trata da fdgebra Vetorial, da Geometria Veto-
rial e da Geometfia Analftica. O conceito de vetores de deslocamento, o significado
geométrico das operagtes com vetores e das leis que regulam essas operagbes 520
analisados minuciosamente. E inculcado nog estudantes o ponto de vista de que a

gebra Vetorial é o resultado final de uma algebrizagio sistemética do espago e
constitui j& um modelo algébrico completo da estrutura do espaco. Deve ficar claro
para os estudantes que as operacdes vetoriais sio exatamente a algebrizagéo das es-
truturas bisicas do espaco, e que ag leis que regem essas operagbes 530 exatamente

2 algebrizagao das propriedades bisicas do espago. Portanto, a Algebra Vetorial
fornece um conjunto completo de sistemas eficazes e computiveis para o estudo da
Geometria Analitica. Evidente

mente, a8 operagdes vetoriais e a Algebra Vetorial sdo
usadas extensivamente nos capitulos Pposteriores sobre Geometria Vetorial e Geome-
tria Analitica, Um capitulo sobre os niimeros complexos e o sistema de coordenadas
do plano é também incluido aqui, usando operagdes vetoriais.

as operagdes com

ANALISE BASICA

Esse curriculo é basicamente uma intredugio concisa ao Calculo. Comega com
um capitulo de fundamentos sobre seqliéncias, aproximagdes e limites, a continui-
dade da reta e 0s nfimeros reais como um sistema completo. Seqiiéncias e limites sio
apresentados como uma moldura conveniente e naturalmente adaptada & metodolo-

gia de aproximagio de Eudoxo; a afirmativa fundamental da existéncia do limite de
uma seqiiéncia é encarada como

a deserigio analftica da continuidade da linha reta,
a qual, por sua vez, serve como bage para demonstrar outros teoremas bisicos de
existéncia ¢ para entender outros

I tipos de continuidade, Ao longo desse curriculo,
a metodologia de aproximagio é enfatizada,

queira, mas também como g, filos

. ; 8 conceitos bdsicos, como
a continuidade, as derivadas e ag

in‘te:grais definidas, sdo motivados por uma analise
tipicos. As fungdes elementares, principalmente a

fungdo exponencial e a fungio logaritmo, sio tratadag come um tépico importante,

com abundantes exercicios.

Observagio: Os livros-textos para os

curriculos acima descritos sgo publicados
pela Editora para Educagio do Povo,

Pequim, Repiiblica Popular da China.
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O que cai por af

Augusto Cesar Morgado

inte-
ova segio, que abriu espago para problemas
n

. s des dos leitores
Continua neste niimero esta m-vindas as colaboragdes d

i ao bel
Tessantes que tém caido em vestibulares. Sao
Para o enriquecimento da segao.

do
;bular de 1994 da PUC—”&)Ma
= ir foram retiradas do vestid do concurso para & =

VEStig:la(,lrui?i?‘ﬁ:sa:osgiui;Q4 da Fundagdo Cesgranzl;;hidos por sua onglnihd?lg:
odovidria Federal, realizados em 1993. Forartnadoramente ruim por Parie
U por terem revelado um desempenho assus d
tandidatog, nduz a um porio de
, sagem secreta que‘cc_’ ade em 1 hora;' o
L (ch) . uma ?:laei};a (‘;r;:inli:?rogtﬁnel di M:ii?d: illl:le;dhoras- Em média,
::g:ng:rt;:;l ;;le:ra:n o terceiro leva 20 pontoedi:’m escapar da prisao €’

0§ prisic:neiros que d'esco‘brem os tiineis conseg

in E) 5h
D) 4h 30min
A) 3h20min B) 3h4omin C) 40

dérios. Comegol guarda.md:
alenddrio do ano. I’!:O-Je,
o calendério de

eta. Em que ano Claudio

50 de calen
2 (PUC) Cliudio resolveu fazer uma COIeg::rda.va. oc
© calenddrio de 1975 e, a cada an®, & plicatas (por
colecio de Cliudio jé possui vaﬂ-ﬁd nao estd compl
1986 & idéntico ao de 1975), mas ainca
completari sua colegio?

E) 2000
1099
A) yier 018D
1996 B
s-
3. (CESGRANRIO) A figura a0 l&d:anfl:ce
b3 trés dados jguais. O ﬂ““‘"’g dados:
Que é a base inferior da coluna dé
A) ¢1,
B) ¢o
g) é4, ‘ :
) &, —
E) pode ser 1 ou 4. ¥
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. (PRF) Ao optar por um itinerario

- (PRF) Em uma viagem Rio-Sio Paulo

+ (PFR) A tabela abaixo d4

. (P. FR) Dois carros for

- (CESGRANRIO) A figura mostra, no

pla:no complexo, o circulo de rajo 1 e r
as imagens de 5 nimeros complexos,
O complexo 1/z ¢ igual a:

A) 2 K.\
B) w Z 5
0 L

E) ¢ 8 N

14% mais longo, um motorista acha que
° .trézfeg.o melhor, poderd aumentar sua
o diminuird o tempo de viagem? '

A) 9% B) 8% C) 7%

poderd gaphar tempo pois por ser
velocidade média em 20%. i)e quant

D) 6% E) 5%

» metade da distincia foi percorrida com

e 11l km/¢
de 9 km/¢. O rendiment /¢ de combustivel, ¢ 2 outra metade, com rendimento

o da viagem toda foj de:
A) 9,8 km
) /t B)9Skm/t C)10km/e D) 10,1 km/¢ E) 10,2 km/¢

quilémetros rodados e a quantidade,
automével no 1? trimestre de 1993
MES QUILOMETROS

faneiro 00 CONSUMO (f)  RENDIMENTO (km/2)
ﬁvereiro 2000 ;gﬁ e
AT
* Ta00 678 1g’gg
¥
0 rendimenm s "
mente: médio no 1% trimestre de 1993, em km/¢, foi de, aproximada-
3

A) 9,714 B

am vendi .
sobre o prego de COmpra, e outr, i Precos iguais, Um, com lucro de 30%
Podemos afirmar que ho 0, €Om prejuizo de 20% sobre
ouve, em relagio ao capital invest':ie 2 prega e compr™
ido:
A) lucro de 10% C) lucro de " o

B) lucro de 5%

D) prejufzo E) ;::;ulf:gro nem
RESPOSTAS
LC 2B 3¢ 45 gy

6B 7¢ s&D

SCCIEDADE BRASTLEYR) DE MATEMATICA

CONCURSO PUBLICO PARA P‘ROVIMENTO DE CARGOS
DE PROFESSOR IIT - MATEMATICA (continuagio)

Em setembro de 1993 realizou-se, em Sao Paulo, um concurso piiblico para o

provimento de cargos de professor III. A prova constou d.e duas Pa.rtes: a pr?me?ra
com 75 questdes objetivas e a segunda com 5 questﬁe.s :hsx:sertatwas. Na primeira
parte, as 15 primeiras questdes, sobre Educagéo, foran} l.dentlcas para to_das as areas.
As questdes 16 a 26 misturavam conteiidos de Matematica e’h.detodologla.. De 27 em
diante, as questdes abrangeram somente tépicos de Matematica.

Na RPM 24 foram publicadas as questdes dissertativas e uma parte dos testes de

Matemdtica. Neste nimero estdo sendo publicados os demais testes de Matemdtica.

27. Um diagrama de Euler-Venn que represente dois conjuntos nio vazios Ae B

tais que sejam verdadeiras simultaneamente as relagGes
A¢B, A-B=A, ANB=B
é o correspondente i alternativa:

oD e O
s (D D’

E) Nenhuma das anteriores.

29. Desenvolvendo (\/§ +v2 4+ 1)?, obtemos o resultado @+ bv2, com a e b

racionais. O valor de a é:

A) 11 B) 13 C) 15 D) 17 E) 19

31. Assinale a proposicio falsa:

A) Se dois nimeros positivos tém soma igual 2 16, entdo sua média aritmética
éigual a 8.

B) Se o produto de dois nimeros positivos ¢ igual a 16, entio sua média
geomstrica ¢é igual a 4.

C) Se dois niimeros positivos tém soma igual a 16, entio sua média geométrica
é menor ou jgual a 8.

D) Se o produto de dois nimeros positivos é igual a2 16, entdo sua média
aritmética é maior ou igual a 4.

E) Nio existem dois nimeros positivos que tém simultaneamente soma igual
a 16 e produto igual a 186.
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33. Em dado momento, dois objetos 4 e B tinham o mesmo prego. O prego de
A sofreu um aumento de 25% e, em seguida, outro aumento de 80% sobre
o novo preco. O prego de B sofreu um aumento de z% e, em seguida,

outro aumento de z% sobre o novo prego. Os pregos finais dos dois objetos
resultaram iguais. O valorde z é&:

A) 45 B) 50 C) 52,5 D) 55 E) 60
35. Sendo f(z)=wz4+ /3, a diferenga f(-4,357) — f(-5, 357) éigual a:
A) B) V3 C) -v3 D) - E) 0,785
37. A fungio f(z) =senz, definida para todo nimero real z, é tal que:

A) J(1)-f(3) <0 C) f3)-F(5)>0  E) f(3)- £(5)- f(T) > 0
B) f(1)-f(3)-f(5) <0 D) f(1)-f(5)>0

39. Para medir a quantidade de informagao de uma mensagem, a unidade utilizada
€ o BIT. Em um repertério (conjunto de mensagens) reduzido a apenas duas
mensagens equiproviveis, Ae B, a quantidade de informagio de cada uma
delas é igual a 1 BIT; se forem quatro as mensagens equiproviveis, A, B, C
e D, a quantidade de informagio de cada uma delas é igual a 2 BITS; se
forem oito, 3 BITS; se forem 2% a8 mensagens equiproviveis, entio cada
uma delas terd k BITS. Generalizando,

2 5 te ) em um repertério com n mensagens
equiprovaveis, o nimero de BITS de cada uma delas deve ser igual a:

A) nf2 B) 2= C) logyn D) n? E) nda
41. A imagem da fungio f: R — R definida por f(z)=e*41 &
A) R C) [0;+o00] E) ]1;400]
B) R - {0} D) [1;+oo] ‘

43. Uma funcio real é definida por f(z)=+1- 2?2, ~1<z<1. Sendo 4 um
angulo obtuso, o valor de f(sen 9 &

A) cosf B) —cosd )1 D) —send E) send

O enunciado seguinte refere-se s questdes 47 e 48.

Os pontos A, B e C sio sucessivos e colineares. A distincia de 4 até B ¢
z eadistinciade B a C & %. A circunferéncia de diimetro iguala z 4y
tem centro O eraio a a3 perpendicular  reta AC. pelo ponto B encontra
a circunferéncia supra-referida em E, sendo a distincia de B até E igual
a g. A perpendicular por B ireta OF intercepta tal reta no ponto F. A
distincia de E até F éiguala h.
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47, Quaisquer que sejam os valores de £
€ y, entre e, ge h devevalera
seguinte relagio: X
SimEh 2 s ol \ [
B)a s h<yg ) )
JhS S Sis e
Die<gs<h
E)e2g2h

h tem-6e, respectivamente:

Exprimindo a, ge A em fungiode ze%

z 2zy D) %1' R %}
A) '-}!, VI iy E) z+¥% =% vEY

B) =, /zy, 7Y

- 2z .
C) 5E, VI iy 0 lados. Quantas diagonais tem um

p) 499500  E) 500000

49. Um quiliégono ¢ um poligono de 100

quiliégono convexo ?

0
A) 500 B) 1000 C) 49830 . catetos, medem Vi3 m
51 As medidas de um tridngulo reting“h';f.l ativas 887 '
¢ V52 cm. O menor cateto mede, em)C 5' D) 6 E) 8
c .
A} 3 B) 4 - »anal medindo, em ¢m:
m diagon
53, Um octaedro regular cuja arest2 mede 10.¢ ¢ D) 20 E) uda
A) 10 p) 0V  ©) 10V3

=g 54 e 55. . ices
0 ®hunciadg seguinte refere-se is questoes 5 s 8 trés de seus vértices,

gio agrup figura.
:frés cubos idénticos, de aresta :sgizzzados, conforme mostra & ’
esignados por 4, B e C, 580

, Cen'
54. 0 perimetro do tridngulo ABC & M
t{metrog:

A) 30vZ+10v6 D) 206 +20V2 4:7
B) 2064+ 1042  E) nda
C) 30v2 + 206

5. 0 tridngulo ABC &

o
A) ret ingulo escaleno
7

B) acutingulo |

C) obtusangulo Z‘—

D) retingulo isdsceles B
E) retangulo equildtero
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57. Uma ampulheta pode ser considerada fo

unidos pelo vértjce, Inicial

2 cheio. Apgg algum tempo,
‘. o inferior, ogde atin,

ra o,
rmada por dois cones retos delalt:;n : o
i e
mente, o cone superior encontra-se cc_)mp g
metade da areia contida no cone superior p

8 uma altura p, partir da base (figura).
b A azio —_ ¢ ¢
| Tazio Py éigual a;
4) 2
B) 2
C) v2
D)1
E) Vlz'
. o, g pares
o ?0 Plaso Sano Ogy TePresenta-se a regiso R constituida pelo
¥ que 8atisfazer simulta.neamente is relagges:
I<e+y<ap
0<y<y ; g
=¥ A regiz de um:
O<rcg Teglio B tem a forma
) tridngy]
) hexé.gonz D) Paralelograme PR
Setor cirey) enhuma das anteriores é co
l sL zo Plano Ozy, con

eidere o5 g, uing i tos:
= {(z,y)l Iz > 3) Elinteg Conjuntos dog pon
A »

2 < 25}
= Y E = z, > - 5 |32 l vy =
do Conjupt, c,(a U{B( P th € =

€ igual a:
A) 12 B) 94 C) 2 D) 36 E) 48
63. Se tOdoB o8 . ame
| antjy g, 106 d UnCion g riog de um, empresa forem aumentadfaf:o 030
8ofrerd alepy. ite 3 309 Glares, qual dag medidas estatisticas &
A) Amay
B) A g:g;:ndos 8aldrigs D) O desvio padrio.
©) A moda, ) E) Todas ag medidas citadas
ficario alteradas.
fmp 2 llbcon.lllnt de A = {1 3 5 . 9} 2 soma. dos e]ement
* % 9, ?
A) 1 _
B) 5 C) " D) 6 E) 32
44
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num dia de verdo & de 50%,
over

bilidade de ch o dia do verdo. Nessa
67. Numa dada regisio, a probabi

Abado
= ualquer outr semana (s4ba
i te de chover ou nao e;r:)s?)s dias de um fim de
mde}:uendent;:)m]:a_rll_da.de de chover em am .
"%gido, a probabilidad E) 100%
e domingo) ¢ igual a: . D) 5% )
C) 5
2% Para que 2
A) 20% B) .
=1993 é =
acio kz®+ 9z% + 9z +3
69. Uma solugio da equ - .
fquaco 2 44z +6=173 o deve ser igd
a& 44722 +az + =on o valor de
k2 uma das solugoes, E) nd2
o
também tenha z = 10 com D) 2
B) 5 €13
A) 10 ) w _—
1
2 a
"L Sendo i a unidade imagindria, a SOm xg E) 0
c) i+l
A) i_ll D) - tema
—E- ¢ iste
v stby=l o g éodos
a
=1
io do sistema {cz+dv— —
B8 g © conjunto solugio do a b| o, podemos concluir qué
=U,
az+by=1 Dado que |, d| B 5 C 8
201} + 2by = 2. _ 0
Q) SN =
A) Sl=g D) 51 C 5
B) Sz =
75

* A jnvergy da matriz

4 z‘g_
1-1-(0 ?31
10(1)) camatriz A7 T2 \ 2
A=]0 1
2 3 4

E) 3
0 valor de z & D) 2

C) 1
A) 1 B)OJ’X
\

1] (P'
minhas
Respostas dos proble 9, 5, R, 6,10
4,9, 2 dio
3 V, :. Jeles
De baixo para cima: 7, A, Dy 2» ?}’0 ¢;l 1900, Dois g
* Procyge miiltiplos de 31 entre 18

t0 & MO di 3 " 45
: lvia
9je ¢ dia 01/01. O aniversirio de Si

1
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Problemas

Flavio Wagner Rodrigues

IME-USP
Solugdes ¢ Sugestdes:
RPM - Problemas
Caixa Postal 20570
01452-990 Sao Paulo, SP
Problemas

110. Mostre que a equagio z3 — 6pz? — 2p° = 0, onde p ¢ um
nimero natural, nio admite nenhuma raiz que seja um nimero
natural.

(Proposto por Hamilton Guidorizi, SP)

111. Considere o experimento
dependentes de um dado
que o produto dos nime

que consiste em cinco lancamentos in-

perfeito. Determine a, probabilidade de

ros observados seja miltiplo de 10.

112. Na figura sio dadas duas semi-
retas re s, por O, eum ponto
P. Entre todos os tridngulos
OMN,com MeN variando
em res, respectivamente, tais O
que P € MN, determinar o de
area minima.
(Proposto por Clindio Possani, SP.)

113. Determinar todos og niimeros naturajs n

Para os quais
(;‘), (;), cen (,,21) 830 todos niimeros pares.

... e probleminhas
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——

. de um mesmo naipe

1. Em um baralho comum, selecione a8 Ca{/r;:: as cartas com 2 face

(por exemplo, as 13 cartas de ofiGe) Ses: a primeira carta de

para baixo e :afet.ue a8 segiiies OP?:,% vi;ada na mesa. Repita
baixo é passada para cima e a 5egul

tas sejam Vi-
4 das as car
€ssa operagdo sucessivamente até qué to

tas inicialmente

-~ mar as carl .
radas na mesa. Como vocé deve 27 ordem crescente: A, 2,
de modo que a.s cartas sejam viradas em
odo q
3...,V,D,R?
LY . ) SP.)
(Sugerido por Bolivar Pereira da Silva, 1o ano e e nascel. Que
2. Ao morrer, a idade de José era 1/31do
: " . '
idade tinha José em 19007 ola, vai fazer

No ano que vem, p
dia Silvia faz anos:

vol. 79, 0. 3 1986)

3. Anteontem Silvia tinha 18 anos.
21 anos. Que dia ¢ hoje? Em d

: o Teachel
(2 e 3 tirados da revista Mathematics

tre,
19 semes
RPM 23,
Solugaeu dos problemas ProPOBtos ne

. - distintasv

to2. Seja P(z) = 23 + az? + bz + srés ral nteiras
Suponha que 2 equacio P(3) =04 e
e 2 equagio P(z) -1 =0 nioad®

=0
Solugo;  iras, distintass ¢ F =%
- raizes il elras,
Denotando por ry, r2, €13 38 Ly
Podemos escrever:
)z~ r3)-

ue-s€
iz intelra 50: 56
arT

~1=0 tem um
a 1=10
a Jue a equagao P(:r) 1
un:: zo — ¥ g — T o~ r3) =1
( 1)( 2)( o ala 1 existerm duas
i ja igl
trés nimeros jnteiros se)
Posr produto de tres
sibilidades; ioual 1 a
Do; . 3 'guai a 1 jro € 18U
1) trés nimeros 530 1 8 g 1 eotercelr s
2) is desses nimeros 530 iguais - L cte
T)= g dessas duas possibi]ida,des -pode-ise t:n “e que 2 uas
( ) o at ais, o que contradw a 58
teria rafzes iguals, h p6 de que 33 &5 rafzes
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830 distintas. Segue-se, portanto, que a equagio P(z)~1 =0 nio pode ter
raizes inteiras 4

[Solugéo enviada por Trajano Pires de Ndbrega Neto, S. José do Rio Preto, SP.]

103. Um miiltiplo de 17 quando representado na base 2 tem exatamente 3 digitos
iguais a 1. Qual é o nimero minimo de zeros que essa representagio deverd
conter?

Solugio:

Suponha que para m € JV:

1Tm = 2% 99 4 99 com 0501(02(&3.

Temos
“2u;+2q;+203‘ 1’]+1‘2+1‘3
m—‘—T—-ql+qz+Qa+‘—T—,
onde ¢; e r;s3o o quociente e resto da divisio de 29

por 17. Estudando as
possibilidades na tabela que d4 o resto Ty

da divisdo de 2® por 17
n_ |0 |1
Tn | 1 I 2

|2|3|4|5|6|7]8
| 4 | 8 [ -1 | -2 I -4 [ -8 1

obtemos a menor solugdo para a; = 0, a;
20 4 25 4 28, Cuja representacio na base 2 t

104. Determinar o raio do s
lados sdo iguais e tém
Solucio:
No caso em que o hexigono inscrito
no semicirculo de centro O o raio E
R tenha um lado AB contido no
didmetro, onde O ¢ ponto médio
de AB, podemos mostrar que R =

av2. De fato, pela lei dos cossenos
no tridngulo OBC:

=35 e a3 =8. Logo, 17m =
€m 8eis zeros

emicirculo no qual ests inscrito ym
PoOr comprimento a > (,

hexdgono cujos seis

3a? = 472 ~4aRcos 3, (1)

-4 o
sena-zR e ﬁ+3a—5,

3
c°8ﬂ=sen3a=_4sen3a+3sena=_ a 3a

——

2m8 Y 3R (2)
donde, R = a2,

agono de lados iguais inscrito
5 didmetro, com O no interior
fle AB 1'}, por métodos nio elementares, que existem hexigonos de lados
1guals inscritos, de modo que O nioé Ponto médio de AR e, nestes casos,
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a o5, esperamos
R # av/2. Como estes casos néo estao completamente estudados, esper

itas as solugbes para o
novas sugestdes dos leitores. Observamos que foram aceitas G

105 :"l:e];o Cas°-e afungio f: IV — IV satisfaz o condigio f(n-+1)> f(/(%))
. Sabendo-se qu :

para todo n € IN, provar que f(n)=mn.

I -a.m: 0 V. a i valor minimo para
gv s observar, inicialmente, que a fungdo f atinge o seu
3

n=1.

De fato, o conjunto {f
to.

portanto, tem um menor elemento cenbum (), com k> 1, pode

b e | ento mostra
or e >'1:zﬁfo(’:i)o;::<ftfj{1(nto do)s valores de f(r;). 0 :;essz:;“:-rgjzenntéo’ moe
qu °f?;1)11 é o minimo do conjunto {f(2), £(8), .-- }-
que

(4)
F1) < f@) < £8) < --- < f(n)-

; 2 n.
se de (A) que f(n) 2
> 1 paratodo k, segue- ue f(n)>n+1
Como f(k) 2 Pa] um n tenhamos f(n)> 7. Segu;:; :dx ik adtene 0B
o (A v entio, que f(f(n) 2 J(n+ 1 0 que contradi
enl ] — (o]
y dil(A) v%?)’nclui-se, entdo, que f(n)=1 pfua elo professor Angelo Barone
problema. lema na RPM 238 foi sugerida pelop tomar que o problema
Obs. A inclusio desse Pro]i:::o como ele bem observou, mencion
Netto. Faltou, no en 3

iizela ter ll,woﬂal de 193 i. Fh-lha» NQ&56a. .« E pa.'l'ece
ue u ) t bou Pubhca-ndo dols PIObleﬂla-s com o

il da RPM 24. Para manter a
nimero 105: o ultimo da RPM

28 e o primeiro
contagem dos problemas propostos,

(n)jn € N} éum conjunto de nimeros naturais e,
n)|n

pio haverd nenhum problema 109.

es que enviaram solugdes dos

Relagio dos leitor 03 & 105 da RPM 23

problemas

och RJ) - 105
Ramos (SP) - 103 José JA‘.daR%ssetaol?;t;z)(’ 12)2
Alceu de A. 05 ( —e 0.103 José Joao s (EUA) — 104
Amadeu C. de Almel;[aé ()RJ)104 10 Marcelo dGe Ci,aG,‘(lénf‘:)m— lsofl )
i i - am
é::ﬁ,n:i?i;% \'?fffof (RI) - 102.103-5104 ﬁ:.c:] Luiz A.de Lima §RJ )154104
A e -1 ! RI) -
Dorival Antonio de Mello (SF) Miguet de C. Neves g _)102-103—104
Douglas Rosseto (SP) - 103 Ricardo R. Ferro (RJ)

Edson R. Abe (SP) — 102-103-104 Romel S. Franga (RJ) - 104— -
Evandro de Freitas (RJ) - 102104 Trajano P. da N. Neto (SP) 04
GZ?ZEJS P:r]ino Jr. (SP) - 103-104 Ts:Jnediro Takahashi (SP) - 102-103-1

F103-104 - 104
T Betits Xaviel; (8534— 102403 Vicente W.M.Gaeta (AM)
Joda F, Barros (SP) -
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Olimpiadas

Elio Mega
Etapa, SP

Correspondéncia:

RPM - Olimpiadas

Caixa Postal 20570
01452-990 Sio Paulo, SP

OLIMP{ADAS BRASILEIRAS

Por ocasio da redagio desta secgdo, os trabalhos de preparacio
para as Olimpiadas Internacionaijs tornam-se mais intensos: é a época
da defini¢ao das equipes que irdo representar o Brasil nas virias com-
peticdes de que participa em nivel internacional.

O leitor que nos tem acomp
utilizado pela Comissio de Olj
pes: a premiagdo na Olimpiada
é a condig3o necessiria e a class
avaliagio final, que depende ta,
exercicios enviadas periodicame
da nota obtida na prova usual
Essa prova, evidentemente, &

anhado deve lembrar-se do sistema
mpiadas para constituir suag equi-
Brasileira de 93 (Junior ou Sénior)
ificacio obtida tem grande peso na
mbém do desempenho nas listas de
nte a todos os Premiados, bem como
mente aplicada no fina] da preparagio.

feita somente nas cidades que tém es-
tudantes participando do processo de selecio, Neste ano, a prova foi

realizada no dia 28 de maio em Campina Grande, Fortaleza, Juiz de
Fora, Maceid, Rio de Janeiro, Salvador e Sio Panlo.

A prova, para ser resolvida em 4,5 horas, co
que apresentamos a seguir:
1. Sejam ABCD um quadrilitero insc
ABC e N oortocentro de ABD.
paralelogramo.

nstou das 5 questdes

ritivel, M o ortocentro de
Prove que MNDC éum
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S a’ r c’

que

64
1 1 4 16 I S
E+E+E+ dZatbtetd

) : e 2N —1 estradas, sempre
3. Em P_asé-fgf‘da‘ ;m:_:silg eiasmf-a&i?es; cada estrada liga apenas
de maso umca,Pfsérgada. é totalmente interlfgada. por eisas es;
duas c;d_ades.' a partir de qualquer cidade é possivel c ega_'z e
tradas, isto ¢, OI:. uma seqiiéncia de estradas. Prove que‘ex:l o
(allualquer s?;?:ilaa.flue pode ser interditada de forma que Pasérg
guma e

i tantes.
continue totalmente interligada pelas estradas res
4. Seja AC Z com as seguintes propriedades:
(i) 0€ 4, A o
iil) Se n€ A4, en .
I(Jrgve que dado k € Z existem a, o O que
ja Py P,PsPyPs um pentigono plano n e P,
e i te contido entre a reta r passan Ao
o totalments passando por Fs. Seja a > 0. Tove
tos Ps ¢ Pr (no plano), mm1 3135 . 1‘151;;
ssivel ladrilhar o plano 3;)1;1, > }1;; Y
tes a0 heptigono nao entrecruzado PiPa P3Py rls
congruentes

udantes para a Cone Sul, 4 est_;ud:ln-
6 estudantes para a Internaciona ¥,
seja, 05 arranjos para as viagens, in-
a a
situlles da obtengio de recursos g:.tri
iais ndo sa cientes, 08 parti-
s. Quando as verbas oficiais ngorzz :it:gar Ma:is @ parti
n i -
& pastz:g:rocuram ajuda externa para p: a: s epageiiat fs
. agaram § gens
il i s, institutos
vez professores e e:jtor freqiiéncia, de escolas particulares, ,
acontecido, com m

dantes e
presas pagarem as passagens de alguns estu
fundagdes ou em

5.
professores acompanhante

1€ A
3n € 4, be A com a-b=k.

estej
eareta s paralelaa T

que podemos escolhef' pon
a, de forma que seja po

Definidas as equipes (4 est
tes para a Ibero—A{ner_lc'afia (il
inicia-se a parte mais dificil, ?cis
cluindo, fregiientemente, as vl

" IONAIS =
OIMPTADA® REGtante énfase 3 Olimpiada B'rasileira I_‘est?‘ Sei(f;:toﬂ;
Temos dado bas de focalizarmos as olimpiadas regionais, s
Chegou o Ifwl-nenat.lcinent:e importantes e, sob alguns aSPeCtoi’dim des
que: gatas 220 .lf;a, As regionais sio mais adequadas as condig
importantes al 61
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locais e algumas delas, como a carioca e a paulista, por exemplo,
env.olvem um nimero muito grande de participantes, muitas vezes
maior do que na prdpria olimpfada nacional.

A Olimpiada de Matemdtica do Estado de Sao Paulo, organizada
pe-la Academia de Ciéncias de Sdo Paulo, é feita em t,rés fases: a
primeira é realizada pelas escolas participantes, que enviam, até 'ul-ho
uma lista dos 5 estudantes que irdo competir na proxima %ase.J ’

Efn gera.l., em o'utubro, so realizadas as provas da segunda fase
que irdo definir quais estudantes irio participar da prova final ’

Tanto a prova da 2? fase quanto a prova final sio elaborad
PoOT uma Coml_ssé'.o Central, que prepara as questdes com base n -
programa previamente divulgado entre as escolas participantes Eum
programa leva em conta o curriculo oficial das escolas d(l: Esta.c.lo e

. Na.1 fase ﬁn.a] sdo feitas duas classificagdes distintas: uma para
d asessi(i:iz :3 pa,rticulai:res, outra para as escolas piblicas. Os alunos
08 para a fase final recebem certific y
: . ados de participacao
::I.I;n:sscp;enua’,do.s recebem livros, calculadoras e medalhas lz)a:a.luigz
olas piblicas, classificados nog primeiros lugares, oriundos de

familias carente:
S, podem ganhar prémi i ;
108 muilto m :
estudos nas melhores escolas de Sio Paulo Alores: bolsas de

E .
il :.]:,s 1923, 74 escolas estz?dua.ls e 55 escolas particulares enviaram
bara a prova realizada em novembro. Na solenidade de

entrega dos prémi
0s, cerca de 800 estud ili
; 1 an
vibraram muito com 2 festa, Sevkiatss epredesores

Nos dltimos anos, tém partici

da 6% e 8* séries do 19 Pado da Olimp{ada Paulista alunos

Ry ~ )

olimpiada, escolhemos a]
.. gumas &
série em algumas dessas competgggzz?es Propostas para alunos da 8%

01. (1982) Em um barb

( ante, unido pel i
g ) Pelas pontas, existem 3
dge 2 I:ln:;;t;n es;iagados. E‘iscolhem-se trés destes ,nés para vt’eftin s
e um gu ;) que sers. formado esticando-se o barbante en:::es
; s escolhidos. Q perimetro do tridngulo é i to

e barbati. gUi0 € 0 comprimento

a) Quantos tridngulos dife i

rentes existem nestas ico
. co ?
b) Qual deles tem irea maxima ? Qual & esta é.rea,nrcl::i;::lfa ne ?
ma, ?
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02. (1983) Um nimero inteiro dado, de quatro algarismos, é tal que
a soma dos quadrados dos algarismos das extremidades € igual
a 130, enquanto a soma dos quadrados dos algarismos do meio é
igual a 100. Além disso, subtraindo do mimero dado o nimero
formado invertendo-se a ordem dos algarismos, obtém-se a dife-
renga 1818. Determine o niimero dado.

03. (1983) A tela de um microcomputador apresenta niimeros intei-
ros de 1 a 20 e estd programado da seguinte maneira:
1 - no primeiro toque, aparecem todos os niimeros,
2 - no segundo toque, apagam-se todos os nimeros pares,
3 - no terceiro toque, os nimeros miltiplos de trés, que estavam
na tela, desaparecem e os miltiplos de trés que estavam

apagados aparecem na tela,
4 - no quarto toque, repete-se o processo anterior com os mul-

tiplos de quatro,
5 - assim, sucessivamente, com 0§ miiltiplos de cinco, seis, sete,

etc., até vinte.

Agora, pergunta-se:

(2) Depois do vigésimo toque, quais s3o 08 nimeros que apare-
cerio na tela do computador ?

(b) Se a tela apresentasse nimeros inteiros de 1 a 200, quais os
nimeros que permaneceriam na tela apés o 200° toque ?

(c) Se vocé tiver tempo, tente justificar sua resposta anterior.

04. (1984) Em um armazém hi um certo nimero de fardos, todos
iguais. Usando um caminhio grande, capaz de transportar 60
fardos em cada viagem, sdo necessdrias % viagens para trans-
portar todos os fardos, sendo que, na ﬁltima: delas, sobra lugar
para mais 14 fardos. Se fosse usado um caminhdo pequeno, ca-
paz de levar 25 fardos em cada viagem, mesmo aumentando de 7
o nimero de viagens, faltaria espago para alguns fardos. Porém,
com uma outra viagem a mais, sobraria espago. Determine o
ndmero n de viagens necessarias para transportar todos os

fardos com o caminhdo grande.

053. (1985) (XY)-(ZY) = TTT. Na equa.gﬁo, XY representa
um ndmero de 2 algarismos distintos, 0 mesmo acontecendo com
ZY, enquanto TTT representa um nimero com 3 algarismos
jguais: a) Demonstre que TTT é divisivel por 37.

b) Determine X, Y, Z e T.
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Livros

Augusto Cesar Morgado
Eduardo Wagner

Os dois livros resenhados a seguir fazem par-
te da Colegfo do Professor de Matematica,
editada pela Sociedade Brasileira de Matematica
(Estrada Dona Castorina, 110 - 22460-320 Rio
de Janeiro, RJ). Resenhas de outros titulos da
colecio encontram-se na RPM 20, 21 e 22.

CONSTRUGOES GEOMETRICAS
Eduardo Wagner

(com a colaboragio de Jos¢ Paulo
IMPA-VITAE, 1993

Q. Carn eiro)

E
de vital importancia
de urEla. axiomatica, etc. Ng entanto, na pritica é Pouco ensinada e muitas vezes
com énfase em aspectos algébricos menos relevantes, Para agravar essa situagao,

: bNos seus cinco capitulos, além das construgdes elementareg como a da me-
d:at.nz ou a do arco €apaz, outros tépicos de muito ’
sao abordados, como, por exemplo, a resolugio geom
onde os coeficientes sio Segmentos dados, comg um
geométrica de uma eXpressao algébrica e

Q estudo de figuras equivixlenl.es merecen um capitylg PIéprio, assim como
um pnmorosct, sobre construgoes aproximadas (poligonos de 7 9: e
- - - lados, 0 niimero T, dentre outros). o e

interesse Para os professores
étrica de equacdes do 22 grau

©€aso particular da construgio
nvolvendo segmentos,

Transformacoes geométricas como ag translagges rotagoes
tetias sdo apresentadas e utilizadas para eiegantes sniugﬁea de
dezenas de bons problemas Propostos e um esmeradg apéndice
Paulo Q. Carneiro sobre construggde;

. : S possiveis com régua e com
livro referéncia obrigatéria Para professores do 19 o 2% graus

y reflexdes e homo-
problemas. Alids,
do professor José
passo fazem desse
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A
PROGRESSOES E MATEMATICA FIN‘_ANCC?E
Augusto Cesar Morgado, Eduardo Wagner, Sheila C.
IMPA-VITAE, 1993

- . sy Fi
1 pIim iroﬂ Cap t-ulos t atam da.-a pr S a itme g cas
03 do 8 €l 1 I 0gressoes ar ficas e eométrl

= étri como
essoes geomeétricas
i1 dif dos textos mais comuns ao destacar as Pmﬁ: Essega.specto A%5 piD-
e ji diferem ue possuem taxa de crescimento constan l.oﬁ U L
seqiiéncias q .tP_ as é explorado em nmumerosos exemplos.
3 ic
gressoes geometr

capitul 3 ivers icagbes, destacando-se
{ abundantes e interessantes, com diversas aplicag i
pitulos sao 1 dest d

slosile da ordens, e
7 : as de primeira e segun .
as escalas de Fechner, equagdes em difereng 5tima introdugdo ao capitulo

esenta uma o
varias situagdes de finangas, o que repr

ica Financeira. T hrd forma mais prtica
= Matemiﬁlca] trés, a Matematica Financeira e abordada da
No capitulo tres,

L is para sistema-
fvel exemplos reais e utilizando P.rin:i:l plcc;spic!i;rzﬂ :‘*f:r::'t“?ma et
f;;:?rw: ;.:::a_ Tépicos como: equ::i:::;:aj: e equivalentes, sé.ries_uné;ojxmész
tividade, a diferenga entre -t.asfas 5; um bem, sistemas de amortizagao ééj;ci;
determinagio da vida economica om bastante ﬂb.ie“"id“!e 3 Imma's:egs com-
tabela Price), e outros, a0 h'ataJdOB_’C Y oeE e Ll Muitos exercicl 2
que favorece, ¢ muito, & MBI L inalaram squelo que dover e
plementam o CB-P";“IO’. e;B calculadora, abolindo aquelas u tral? : ais dificeis
secalsticaloomn @ BRSG 'a estdes para a re&0|“§5°.dos exe;::‘;':ﬁ -
“ o -livro ,a,j:da: l:::;l;tz:!gde todos os 244 exerciclos prop
ou “perigosos

MATEMATICA E EDUCAGC
Nilson José Machado
Colegio Questoes da
Cortez Editora, 1992.

i fins
AO — Alegorias, tecnologias e temas &

Nossa Epoca, vol. 2.

Nas suas pouco mais de cem paginas, e no
as

nde livro. que se preocupam com o

das questoes relevantes aos
na sala de aula. ' -
t5es como a utilizagdo de jogos na s

m isso. O excesso de formalismo
teoria axiomatica dos fantasmas

Este é um pequeno gr:
formato de bolso, sio discu 1ir a fazer
que fazem ou o que i va_l-g&daﬁ ques

nali
ao colocadas e @ : rados o
d INeieo: mais surpreendentes efeitos ge
eaulae

< los, como a ¥ )
i licyasos exCin b i arinhos de papel.

£ Blictlannes cgn:i:ieda como a ciéncia de construir pass

e a Cocotologia, de

i tantes consideragoes
: interessantes e 1mpor i
o:livro tzaz LUEOESS idade da utilizagao
A segunde me?tﬂda: de até sobre a possibilidade e a n?;::salqﬁes essas embasa-
sobroumadids ¢ avalla’im; recursos em sala de aula.bCD'_]fl. =
e ou i e brasileira.
de compmlzadufeﬂte e levando em conta a realidad S
e fessor Nilson certamente serd muito util a
O livro do proles

= ala de aula.
enriquecer a sua atuacdao em §

. ostino
ima sao da autoria de Raul Francisco Werneck Ag )
z aci
As trés resenhas

PUC-RIO.
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O leitor pergunta

Vera Helena Giusti de Souza
IME-USP

Envie suas perguntas para
RPM - O leitor pergunta
Caixa Postal 20570
01452-880 Sio Paulo, SP

= Um leitor de S@o José do Rio Preto, SP, nos faz a seguinte pergunta: Como
devemos explicar a um aluno da §* série 0 que ocorre numa questio como esta:
“Calcule o valor de z (z > 0) na divisao

3,25 | =

1 T
Resolugio: 2241=3195 o =29 =
Verificacio: 32,5 . 0 quociente nio & 1,5

RPM: O esquema

T = 1,5

€oresto njo 41."

1
quivalente a 3,25 = z2

3,25 |z
T

pode ser interpretado COmo e
O quociente e resto da divis3o euclidiana,
No conjunto dog nimeros naturajs, dados g4

par de nimeros, qer, denominados,
a=bg+r, com 0<r<h,

+ 1, mas nada tem a ver com

€ b, b3#0, existe um tnico
respectivamente, quociente e resto, tais que

Essa afirmacio nzo ¢ verd
exemplo, dados 3,25 ¢ 1
com 0<r<1,5:

adeira no con junto

¢ o dos nimeros racionais. Por
9 existem infinitos pares g

e 7 tais que 3,25 = 1,5¢+r,
3,25

= 1,5 X 1,2 + 1,45

3,25 = 1,5 « 1,3 + 1,3
3,25 = 1,5 X 1’5 + 1

3,25 = 1,5 x 9 + 0,25
3,25 = 1,5 x 2,1 + 0,1

etc.

No conjunto dos nimeros racionais, a palavra quociente tem outro significado:

dados os nr.imel"os raciona’.is ¢ eb (b£0), existe um iinico racional g, tal que
@ =bg. Esse nimero ¢ é o quociente da divisio de a por §,

56 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Para obter esse niimero ¢ podemos usar o algoritmo da divisdo:

325 _ 3% _, . 2 _91666...,
1515 150

i j i is e 0 quociente
mas o quociente da divisio euclidiana no conjunto dos niimeros 2?‘1;12:; q
.. - & :
da divisio no conjunto dos racionais podem nao ser o mesm

‘[I 1 d > ]' 2 te & 3!
ma eitola e Minaﬁ Gelus nos pEIgllllta como EXP icar a Seglllll |gu
dade .

V(-1)-(-1) = V1 = 1 N
VED-FD) = V=11 = & =-1 ‘

RPM: Na verdade, existem duas definigdes envolvidas no problema: -
1?) A raiz quadrada de um nimero real, quando estamos trabalhando no conj

dos nimeros reais, e e
2%) araiz quadrada de um niimero complexo, quando estamos tra

junto dos nimeros complexos.

A primeira definigao é: o o nimero rea
A raiz quadrada de um niimero tea{ a, [a >0, ¢
positivo z, tal que 2® =a. Em simbolos:

Ve==z <> 2?=a e z20.

E, a0 escreve ‘\/ = b Iie te: (l dO ue a " e b > 0.
rmos a ‘/E\/_, ﬁca, su ntendl q bt =

A segunda definigio é: - ' .
A raiz quadrada de um nimero complexo z = fl;l-bt é obc;onjunto de
Osl;nimqeros complexos ¢+ di tais que (e + di)* = a+ bi.

] 2 = (—i)? = -1
Assim, =1 = {i, —i}, por(;ue it = 3 ot
= -1}, porque =(-=1)*=1.
Analogamente, v1 = {1, , =) .
No co:gljunta dos niimeros complexos, “produtos md!ca,dos por v
({i, =i} - {i, —i}) precisam ser definidos.
A ?
Por que definigdes djferentaes.. \s 0 equacho o = tom duas raues:
j imeros reais, se ) @ : :
N'O COI:I;;I}ID'»: daof::t‘;a é nega.tiv:'-x, ficando ficil caracterizar uma delas, como é
uma ¢ positiva
i icd de +/a. .
feito na defini¢io, em IR, ) -
- - o conjunto dos nimeros ccmplex.os, nao se pot‘ie .fa.la.r ‘i::ntfa,.se
) Acogtece q.ue;,“ Na RPM 2, p. 9, nasegio Conceitose c'on trovsars;:s, 4;:: "y
tive” ou nega:uzro -3,' on 3+ 2i: qual destes niimeros é o maior? '() g ::szodos
? pe;gunt::s dois.){-contém uma clara demonstragio do seguinte fato: P
nenhum do.
mimeros complexos nio pode ser ordenado. o it do “podtive
Assim, no conjunto dos mimeras complexos, nao existe o conce e posliino?
ou “ne;s;:li]\’vor:' e torna-se conveniente definir /z como sendo o conjun

cujo quadrado é z.
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Cartas do leitor

Correspondéncia;
RPM — Cartas do leitor
Caixa Postal 20570
01452-900 Sao Paulo, SP

s A ordem dos fatores

Recebemos carta de uma diretora de escola,
levantada por professores de Matematica da 52 série quanto & nomenclatura utilizada
na multiplicagio: em 3 x 4, qual é o multiplicando e qual o multiplicador?

RPM: A multiplicagio de nimeros (naturais,
comutativa, ou seja, tanto fag calcular 3 x 4 quan
chamar de fatores os nimeros que se multiplicam,
desses niimeros. Acontece que 0o algoritmo da mul
dos fatores é diferente, daf a necessidade de escolher
como multiplicador. Quando se pretende, por exe
6789 x 101, a ordem dos fatores pode facilitar ou

dando-nos conta de uma divida

inteiros, racionais ou reais) ¢
to 4 x 3. Daf a vantagem de
sem fazer distin¢io na ordem
tiplicagio o papel de cada um
um como multiplicando e outro
mplo, calcular 3 mio o produto
complicar o cdlculo. Mas é 56 na

qu ;. . Alunos diferentes podem mesmo fazer escolhas
distintas, sem que isso represente erro. No célculo do produto 508 x 805, por

exemplo, essa escolha é indiferente, 56 uma observagio a mais: ao descrever a
mtrodu;a,? feita ao assunto, a colega apresenta alguns passos, em que o professor
usa material e desenhos para ilustrara multiplicagio de nimerog naturais como uma

ﬂmpliﬁf:agio da adigio de parcelas iguais. Negga apresentagio aparecem os termos
subconjunto e conjuntos equipotentes.

professores, mas usi-los com as criang

¢ Mudanca na Coordenagio do SPEC

Escreve-nos a Professora Clélia Maria

E ; de Sousa de Oliveira, comunicando sua
decisio, por motivos de ordem pessoal, de

afastar-se da fungio de coordenadora do

cnoldgico) coordenado pela CAPES/MCT.
1994, ela apresenta o hove coordenador, Professor

ma tem provido grande parte do
Nesta época em que surgem tantas

Em carta de 21 de margo de
Paulo Roberto Menezes Lima.
sustento da RPM, desde seus pri
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informagdes de malversagdo de dinheiro piblico, ca.be.uma' nota dié'econherzlelﬁle;;:

a esse programa, que vem localizando e apoiando e%mpes ip;er::sveza; :;?ﬁcu]da,des
iénci i ais. Temos tido

do ensino de Ciéncias e Matematica em nosso p idad

ng. ?ibera.gio de verbas, por falta delas, mas contamos sempre com a dedicagio,

eficiéncia e sugestdes construtivas da coordenagio do programa.

¢ O leitor sugere
- Interior e Exterior. )
O colega Wyrken Paim da Costa, de éssis, SP, sugere que :. ﬁ:;[ v:fn::;:;:
nimeros por ano, ainda que com menor nimero ‘.ie pagma.st:e,.s I:j x exm,r e s
distribuida em bancas. Pede ainda que 0 c.omxtf tl;iaggbnopxac:j.; o inform’ag('ies
inovagdes que estejam ocorrendo por ld, e do'll}terxor e Sao s
sobre cursos de aperfeigpamento em Matemdtica. e oroma
RPM: Os quatro niimeros por ano c?ntinuam sem?.o azoss? 2:1.:;“& a.gminjs-
temos problemas financeiros, e teriamos ainda a:;ueles_hg . 0:1 ainfamm‘;&es o
trativa e talvez mesmo falta de artigos. Qua:nto a pubhca:gaoli‘a. e o leit’or: e
duas segdes que ndo tém saido e que poderiam atender a so Csl dafa,perfeigoa,mento
e qqu s 'ai. CO]*ES::;“:;O“‘;;?:)SW Su;i(;blema. é que precisa
odem usar a se¢io O que vai por ai . u it .
ger c::n grande a.fltecedéncia.. Quanto is inovagdes do exte(ll:z.;z::g: ‘:::fio o)
nando de estigios em universidades estrangeiras e elES po s vor eseas otfciss.
que viram por 14 e que interesse aos nossos leitores, Esper:

i drj nivel Funda-
~ Novamente Histéria da Matemdtica, a sala de aula e as séries do
mental.

A meses
O colega Jorge Melhado, de S50 Paulo, SP, conheceu a RPM hi poucos

i te ao
revista voltada exclusivamente a
iasmado com o fato de haver uma 2 e el
er?)z::s: Iclifeu::lzsix;mo-a.prendizagem da Matemadtica. Su'gere qui 3'::1]:/ 1}:;5 o orandes
:rtigos sobre a Histéria da Matemdtica, em que :e;;alni‘lc ::;e R aes artas,
Ati inspiracd as motivagoes
matemadticos, suas inspiragoes, su

j dados
A tos e que estes sejam abor
i aja mais detalhes dos assun . ¢ aleado. BS
!slﬁif;eli:‘;jiaée‘}':eml;j: facil. A colega Iracilda V:a.n:,b gz ;:: :‘35: c(,i:m(::ur :o pa’.ra. '
irou a RPM na bi : para-
;&ve.u:?? “;ﬂ:?ﬁ::gg%?: ‘::oa.l;ta. em que nos fala sobre isso, sugere a publicagio
agistério e .

i lega Maria de Fdtima da
i i 3 pritica da sala de aula. E a co g2 '
d? maleans un?: i::it:.o;:?bl::;o, RJ, pede a inclusdo de atn:ldagesaﬁ?cmna.das a
ii‘:;xr;:ag% a 8% séries, com sugestoes de abordagem em sala de .

- .1 1)' Temos, entre-
l. ge autores q]]e nos leem, escrevam a respelio. C 7
RPM: I rolessor

= 5o pouquissimos os fatos histdricos que caibam em artigos da Revista
anto, que s

Fany 2 d
descricao de possiveis motivagoes de grandes matemdticos. O entendimento de
coIm descrigao

texto da época. Felizmente as edito-
s motivagses exige que se exponha todo o contexto da época. Pl i
tais m?tlvagozs f,’f;f;gra a necg;;idade de publicar livros de H:s_tona. da MZL?matuE:
ra:lestaottcxotl;sa;stao sendo traduzidos, onde, entio, pode ser feita wuma anélise mai
e alguns

longa dos fatos e das circunstincias em que eles se deram.
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¢ O leitor critica

— Vazamento de barris ... e de hipbteses.

Abilio José Cardoso, de Sao José dos Campos, SP, professor de Fisica que l&
sempre a RPM de um colega professor de Matematica, faz algumas observacdes ao
enunciado do probleminha sobre o escoamento de vinho (RPM 24, p. 52). Observa
que, num vazamento, a vazao nao ¢, em geral, constante, dependendo, por exemplo,
da diferencga de cotas entre a superficie livre e o local de escoamento. Essa idéia 6
intuitiva e pode ser observada no funcionamento de uma talha tradicional de agua:

Aind AP : ; .
a que o orificio seja muito estreito Para que se possa pensar em- gotas

giiéncia de queda das gotas variaria com o nivel do liquido.

Sugere, entio, que o enunciado do
a vazao seja suposta constante,
os dois barris estavam complet
condigao de fisico, lembra que,

problema inclua a hipétese simplificadora de que
De quebra, ainda sentiu falta da informagdo de que
amente cl!eios no inicio da contagem de tempo. Na
Shontaldn i coembi)ra seja louv‘aw:'el a idéia de “vestir” um problema
e e L ncreta, ¢ necessirio o devido cuidado para fornecer
comegar a resolugio ée u P"“'jl o a!uno j.Famo, traigio? ouvlr o professot
itk sy um pro _]em.a dizendo “devemos supor que...”, Pior ainda
I usar tais restrigbes implicitamente, sem declari-las.

RPM. Mai
Mais uma vez, agradecemos a atencio e observacoes

tao pertinentes.
— Cosseno ou co-senc? i

O colega Fernando Canevaz
cosseno (RPM 23, p.

dicionario do Aurélio

zi, de Aragatuba, SP,

. corrige a RPM, que escreveu
24 e seguintes) ac invés de co- -

seno. O colega se ampara no

RPM:
il M: Se o colega for um Pouquinho mais ad;
€0sseno, como variante de co-

de Ifoogan e Houaiss, aparece so
um angulo), como prefere o coleg

St ante no Aurélio, vai encontrar a pa-
+ MO entanto, na recém-editada Enciclopédia

mente
S a forma co-seno (seno do complemento de
- L015as da nossa lingya!

¢ Ponto de encontro

~ Solugdes para os desafios dos dominds

O colega André Luj, ; =
para cada ugm dcl:s 3255;:355 gaﬂe‘m’ de S30 Jodo Del-Rei, MG, envia uma solugao
2 RPM 24, p. 31, sem descartar a existéncia lde outras.
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Aqui vao elas:

[1i6[1:1 o»fz{

0:0]3 alal1]3] [4:4]2:i0] [6i2]8:i0}2]0

1131 Atk 1:23:4] [3:4[2:3]0 IJ

el s L B | e e =

2:2 |01 s 4|12 |41[s[2] |2:1L:3 3:j

; 1:0[4:2 35jﬂ
(1) (2) (3) (4)

- 0 Magicdlculo ; A4 o
i i itiba, PR, responde a questao da R
Marina do Valle, de Curitiba, & &, T¢ _
23 DA3C*? liig:s‘zggriite forma: Qualquer nimero de 3 digitos acrescidos dos mesmos

] duto de
o] 1 e € Ig 3-] a0 Pl’O
dlg”-()ﬁ na mesma l'dem, da- uwm numero de 6 d]g tos que u

1001 pelo ndmero inicial de 3 digitos. I = £ he
dfgitﬁzed?v?;ido pelo produto 7 X 11 x 13 da o numero original de 3 dig

s Estas nossas criangas... : )
a colega Nilda Helena Mendes Evangellrs{a Amora, s

e : fei nha Natdlia, de 8 anos.
2 e cular 5 x 9, por exemplo, ela

Iguagu, RJ, contando : g
construir a tabuada do 9, el;ﬁizza;’jesenas 4. O algarismo das unidades é o quanto
S 3

faz 5—1, obtendo o algari S = chegando ao produto 45. Com
: hegar a 9, ou Q& ¥ ticipou por cinco
fia“d dC'SJ';E 9;;: ecla ffetua a.!multiplicaﬁao. A colega contqu;\?og:rléuzgu ’; el
AR upo de estudos matematicos, © G!EE.MAN:]» e hi% fazév]a, e
anos de um grupo ensinamentos malematicos A& mo |
passou para a filhinha os e o interesse demonstrado pela

i u
da. FEla considera q A,
. épria o ponto de chega : a5 séries iniciais para que
por si Pr?npna. 7 pservir ShhR incentivo a professores das séries p q
sua filhinha pode

procedam da mesma for
rpM: Com efeito,
identidade algébrica: s Rl el Lt

ta por sua filhi
: para cal

ma.

Natdlia, aos 8 anos, descobriu nesses casos particulares, a
a

s Palavras de estimulo

_ O aluno de Engqnhari
Kansas, nos Estados Unidos,

a de Computagao e Matematica da Universidade de
Marcelo de Castro Guimaraes, escreve-nos de Lawren-
UA, contando que seu professor de Analise, conhec_edor de espanhol,
ch Rl g M interessou-se pelos artigos, afirmando que nao encontrava esse
; tria interessante em livros comuns. Marcelo resolveu, entdo, traduzir
tipo de mfu'e”da RPM para o inglés e distribuir cépias entre seus professores de
aliens z‘itritcliges Engenharia. Diz ele que foi um “sucesso total” todos os artigos
:f:;ﬁgﬁos foram comentados em sala de aula.
_ A colega Jane Martins Duarte, de Astj:)lfo Dutra, 'MG, a.ﬁrma{;kgue usa a
RPM para consultas, preparo de aulas, esclarecimento de dividas e atualizagao nos

folheando uma RFP
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conteldos. Nido conseguiu ainda receber a Revista (por

qué?), mas usa a de uma
colega.

= Eduardo Grigolo, de Jundiai, SP, pede que nic deixemos de publicar a RPM,
1 < "
ainda que seja preciso provocar um “rebu” nacional, convocar uma “CPI” ...
= O colega Victor Emanuel Corréa Lima, do Rio de Janeiro, RJ, 1¢ a RPM

doze anos, o que ji se tornou um hébito. Confir
da RPM 24.

ha
ma as frases de apoio da pagina 3

RPM: A equipe que trabalha para que a Revista chegue as mios do
agradece estas e outras manifestagges dos seus leitares,

balho dessa equipe se a Revista nio for realmente utiliz

professor
De nada adiantar4 todo o tra-
ada pelos leitores-professores.

e Um problema de precisio
O colega Marcos Samy Silva, de Curitiba,

seguinte “problema”, para a necessidade de trabal
alunos: Na figura ao lado, calcule tg 35° .

O aluno percebe que alguma coisa nio vaj

PR, chama a atengio, através do
lhar o estudo de escalas COIM NOSS0S

bem quando compara o resultado g 35° = o

7/9 = 0,777... com o da tabela ou aquele 7 9
obtido numa calculadora, tg 35° = 0.7002....

Com efeito, se o estudante desenhar em escala 350
um tridngulo retangulo de catetos 7e9, vaj en-

contrar um dngulo de a
enio 35°
problema.

proximadamente 38° B
» como foi sugerido no enunciado do

C

RPM: De fato, as escalas estio SeIpre presentes em nossas atividades cotidia-
has, mas ndao tém sido muijto trabalhadas em sala de aula,
¢ Existiu o0 ano 07

O colega Niiton Miguel da Silva, de Duque de Caxi
nasceu no ano 0 ou 1; pergunta também qual a necessj
mento, suplemento e replemento, e dog algarismos roma

RPM: O ano 1 da Era Cristi é
significa que nig exist

as, RJ, pergunta se Cristo

dade do estudo de comple-
nos.

presumivelmente o
iu 0 ano 0 e que Cristo fari
plemento e replemento de y
ados, como, por exemplo, p
ais sio suplementares. Qs ey,

ano em que Cristo nasceu.
a 1999 anos no ano 2000.
m ingulo, sdo alguns nomes
o Teorema de Tales em que
ercicios que exigem célculos
40 mesmo tempo tSpicos de
ficuldades a fim de nio torna-
» eles continuam sendo usados
século XV, capitulo IV, volume
enfim, fazem parte da nossa cultura.
flumeragio com regras bem distintas
o fato de nao existir um sinal para o
0 Zero teve sua origem na necessidade
nal e se deu séculos depois do inicio da

ique a dificuldade que alguns de nossos alunos
m séries mais adiantadas,

com certa freqiiénci

a: escrevemos, por exemplo,
IX. Eles aparecem

€M monumentos, relégios,
Além disso, sao um exemplo de um sistema de

daquelas do sistemga que usamos. Hi também
Z€r0 Na NUMeragio romany.
de indicar uma “cagy? 1

escrita dos nimeros, [

tém de operar com o Z€T0, mesmo g
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ATEMATICA
: SCIPIONE

CONCEITOS E HISTORIAS

EDIGAO TOTALMENTE
REFORMULADA

MATERIA PUBLICITARIA

MUITO, MUITO MAIS
EXERCICIOS

PRIMOROSA IMPRESSAQ
EM 4 CORES

HISTORIAS PARA GOSTAR
BRINDE pE MATEMATICA
PRANCHAS DE
_\afBRINDE ppojo PEDAGOGICO

TEMA E HISTORIAS, em nova edi-
30 MATEMATICA CONCEITos ‘ :
C? T acm?cggi::ilone Di Piero Netto consolida, mais uma vez,Bsuzi:Jo&
o o s mais renomados educadores matgrpatwos.no ra éréo
iagds_rtr;lrr: Socfpione com esta obra, reafirma seu j& conceituado pa
| '

:niﬁ:ﬂﬁ?& CONCEITOS E HISTORIAS vem, assim, garantir & todo

igénci ; m rigor
professor de matematica a exigencia com 0 que ha de melhor em rig
e aprimoramento pedagogico.

Visite a Casa do Professor, |
em Sao Paulo |
Rua Fagundes, 121 - Liberdade
CEP 01508-030 - Fone (011) 239-1700

- LBty |
RS TTI

=

editora scipione
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CONTEUDO

Nimeros muito grandes, Geraldo Avila .

...................

O que vai por af ...... :

Semelhanga, Pizzas e Chopes, Eduardo Wagner
Histéria e histérias i '
A solugao de Tartaglia
César Polcino Milies

e ]

para a equacio do terceiro”gra.u,

Dos nossos alunos ~ CTTTTrereeees '
Uma solucao das equagdes do 32 o 4% graus,
Carlos Gustavo T. de A. Moreira ..., .. . ..
De grio em grio . . ., Rosalina B. de M. Miranda . .

. e para nossos alunos

Brincando com a Matemitica, Joao Batista da Sjjva

Par ou impar, Artur_ Pires Custédio
Humor .
Como valorizar seus conhecimentos . L

s

......
.....

De olho no mundo

Curriculo de Matematica para o século X - :
Mintle W itng & e Heiang XI na Repiiblica da China,

B ol ol O W s rs s g L e

...........
------
..............

............
...........
.......

Olimpiadas ..... A

LAVEOB, (ovites oSl s

B
.................
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