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NÚMEROS MUITO GRANDES 

Geraldo Ávila 

IMECC-UNICAMP, Campinas, SP 

O JOGO DE XADREZ 

Segundo uma lenda antiga, o jogo de xadrez foi inventado na 
Índia, para agradar a um soberano, como passatempo que o ajudasse 

a esquecer os aborrecimentos que tivera com uma desastrada batalha. 
Encantado com o invento, o soberano, rei Shirham, quis recompensar 
seu súdito Sissa Ben Dabhir, o inventor do xadrez. Shirham disse a 
Sissa que lhe fizesse um pedido, que ele, rei Shirham, o atenderia 
prontamente. Sissa disse, simplesmente: 

— Bondoso rei, dê-me então um grão de trigo pela primeira casa 
do tabuleiro, dois pela segunda casa, quatro (= 2?) pela terceira, 

oito (= 23) pela quarta, e assim por diante, até 2% grãos de trigo 
pela última casa do tabuleiro, isto é, a 64? casa. 

O rei achou esse pedido demasiado modesto e, sem dissimular 
seu desgosto, disse a Sissa: 

— Meu amigo, tu me pedes tão pouco, apenas um punhado de 

grãos de trigo. Eu desejava cumular-te de muitas riquezas — palácios, 
servos e tesouros de ouro e prata. 

Como Sissa insistisse em seu pedido original, o rei ordenou a seus 
auxiliares e criados que tratassem de satisfazê-lo. O administrador 
do palácio real mandou que um dos servos buscasse um balde de 
trigo e fizesse logo a contagem. Um balde com cerca de 5 kg de trigo 
contém aproximadamente 115 000 grãos (como o leitor pode verificar, 
fazendo, ele mesmo, a contagem ...); foi o suficiente para chegar à 16? 
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casa do tabuleiro, mas não além, pois (veja o quadro logo abaixo) 

1+24+2 428 +... pal =216  1=65535, 

enquanto, para chegar à 17º casa seriam necessários 

14242424... 4918 =97 4=131071 

grãos de trigo. (Um fato interessante a observar: o número de grãos de trigo a colocar numa casa é igual a todos os grãos já colocados 
nas casas precedentes mais 1. De fato, pelo penúltimo cálculo vê-se que todos os grãos colocados até a 16? casa, mais 1é 216, queéo número de grãos correspondentes à 17% casa.) A 

  

Lembremos a fórmula que dá a soma dos termos de uma Progressão geométrica. Dado qualquer número q%l, cha- 2 mado razão da progressã i ndet ão, e n um inteiro iti bitrário, pomos positivo ar- 

S=1tarÊ t+... tg 

e observamos que 

S=q+$ +++. tr, 
Portanto, subtraindo a primei i Primeira dessas igual 
gunda, obtemos Sualdades da se- 

q8-S=q"tl 1, donde g= MH 
q-1 

que é a desejada fórmula da soma, que será usada nos cálculos 
a seguir.   
    
— Traga logo um saco inteiro (60 kg, aproximadamente 1 380 000 

grãos) — ordenou o administrador a um dos servos — depois você leva 
de volta o que sobrar, Ao mesmo tempo providenciou a vinda de 
mais uma dezena. de contadores de trigo para ajudar na tarefa, que 
se tornava mais e mais trabalhosa, , 

2 
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O administrador, os servos e os contadores já haviam terminado 

com 10 sacos de trigo (= 10 x 60 x 23000 = 13800000 de grãos) e 
mal haviam passado da 23? casa do tabuleiro, visto que 

14242424... 422 =23 1 = 8388607 

14242 4P4+...428=2A -1=16777215. 

A essa altura o rei foi notificado do que estava acontecendo e 

alertado de que as reservas do celeiro real estavam sob séria ameaça. 

Insistindo, porém, em atender ao pedido de seu súdito, ordenou que 

o trabalho continuasse. Mandou convocar mais servos e mais conta- 

dores; ao mesmo tempo, mandou chamar os melhores calculistas do 

reino para uma avaliação do problema. Esses vieram e, cientificados 

do que se passava, debruçaram-se nos cálculos. Em menos de uma 

hora de trabalho, puderam esclarecer o rei de que não havia trigo 

suficiente em seu reino para atender ao pedido de Sissa. Mais do que 

isso, em todo o mundo conhecido na época não havia trigo suficiente 

para atender àquele pedido! 

No tempo em que isso aconteceu, pensava-se que o mundo fora 

criado havia menos de 5000 anos. Assim, os calculistas do rei pu- 

deram dizer-lhe que nem mesmo toda a produção mundial de trigo, 
desde a criação do mundo, seria suficiente para atender ao pedido 

de Sissa. (A essa altura dos acontecimentos é de se supor que o rei 

Shirham estivesse, no mínimo, irritado com o pedido de Sissa, e que 

este, portanto, estivesse em sérias dificuldades perante o rei, que en- 

feixava em suas mãos todos os poderes sobre seus súditos, inclusive 

o de poder mandar cortar a cabeça de Sissa...) 

Com os dados de que hoje dispomos, podemos fazer uns cálculos 
simples e interessantes. Sabemos que a produção brasileira de trigo 

em 1992 foi de 2,839 milhões de toneladas, um total de 

65 297 000 000 000 grãos, 
quando o número de grãos pedido por Sissa era exatamente 

14242 424...4281=98 1 = 18446744073709551615. 

Ora, este número dividido pelo número de grãos de trigo que o 
Brasil produziu em 1992 é certamente maior do que 

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMÁTICA 25, 1994 3  



    

  

  

  

18x 1018 = 72 x 1012 = 250000. 
Isso significa que seriam necessários mais do que 250000 anos de 
produção brasileira de trigo, no nível da safra de 1992 
ao pedido de Sissa. (A divisão, sem ap 
282505 anos.) 

— Produção brasileira não vale, 
trigo - poderá reclamar um leitor mai 
à produção mundial, que, 
das, de acordo com dados 
concluímos que seriam ne 

», para atender 
roximação dos números, dá 

o Brasil produz muito pouco 
8 exigente. Tudo bem, vamos 

em 1992, foi de 565,52 milhões de tonela- 
a FÃO, Fazendo os cálculos como antes, 
ssários cerca à mundial de trigo no nível de hoje para tende den Po sa sora, sendo Tealista mesmo e considerando a produção mundial ver- da eira — que não foi sempre no nível de hoje -, certamente teríamos ecuar muito Mais tempo no passado: seguramente, todo o trigo que tem sido cultivado nos últimos 10 000 anos, isto é, desde o início da agricultura em nosso pl aneta, não i i 

er ao 

, . 
3 seria suficiente para atend: 

COMO CALCULAR 2% 4 

- Hoje em dia é muito 
1 Valendo-se de um dos vários 

. computador. Eu usei : 
MATHEMATICA, implementado num micro 486 Os ileulos for os. tremamente simples, cada um levan - 8 cálculos ficam ex- para ser executado. do apenas uma fração de segundo 

Mas, e quando nã i ão havia c listas indianos do tem ha 
atrás? Bem, se fosse 
logaritmos. 

à O como 284 Programas implementados em 

po de Shirh Putador? Como fizeram os calcu- 
am e Sissa, há mais de um milênio 

há uns 3 00 anos, eles Poderiam recorrer 205 

tos cálculos. 
N = 28º. Consultando uma 

Sorte que 
log N = 64 x log 2 = 64 x 0,30103 = 19,26592 
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Este cálculo já é suficiente para sabermos que N está compreendido 

entre 10!º e 10ºº, pois seu logaritmo é maior do que 19 e menor 

do que 20, o que já é uma boa informação. 

O logaritmo de um número pode sempre ser escrito como a soma 

de um inteiro - chamado característica - e uma parte decimal m 

tal que 0 <m< 1, chamada mantissa. No caso do número N 

a calcular, 19 é a característica e 0,26592 é a mantissa de seu 

logaritmo. 

As tábuas só dão as mantissas. Mas, ao consultarmos uma tábua, 

nem sempre encontramos, na coluna dos logaritmos, a mantissa de- 

sejada. No caso concreto que estamos considerando, ao consultar a 

tábua, verificamos que o logaritmo 0,26592 está compreendido entre 

dois outros que lá se encontram; mais precisamente, 

log 1,844 = 0,26576 e log 1,845 = 0,26600. 

A partir daqui, fazemos uma interpolação para determinar o número 

que tem 0,26592 como logaritmo. Encontramos 

0,26592 = log 1,844666..., 

donde, log (1,844666... x 101º) = 19,26592; e daqui segue que 

N = 28 « 1,844666... x 101º x 18446 666 666 666 666 666. 

Comparando este valor aproximado com o valor exato calculado aci- 

ma, verificamos que o erro relativo é inferior a 107º; portanto, o 

valor aproximado é muito bom. 

Mas como teriam os calculistas indianos feito seus cálculos, há 

uns mil anos, sem ajuda dos logaritmos. Eles podiam fazer a multi- 

plicação diretamente, como ensinamos na escola primária, com ajuda 

da tabuada. Por exemplo, multiplicando 2/0 = 1024 por si mesmo, 

encontramos 22º = 1048576. Agora é só multiplicar este último 

número por si mesmo duas vezes (2º x 220 x 220) e o resultado 

por 16 (= 2!). Embora trabalhosa, trata-se de uma tarefa não de 

todo descabida há algum tempo, quando não havia computadores e 

os alunos aprendiam a fazer qualquer conta de multiplicação. 
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UM OUTRO NÚMERO MUITO GRANDE 
Como vimos na história acima, 102º 

superior mesmo a todos os grãos de trigo já produzidos no mundo desde que o homem começou a praticar a agricultura. Eis aqui um outro número fantasticamente grande: 1075, calculado como supe- rior ao número de todos os átomos existentes no universo atualmente conhecido, aí incluídas todos os 100 bilhões de galáxias nele existen- tes. Ora, o universo como o conhecemos hoje possui cerca de 18 galáxias para cada um dos mais de 5 bilhã 

é um número muito grande, 

O LOGARITMO E A EXPONENCIAL 
Números grandes com O esses são fruto da Estamos aqui falando d 

função exponencial. 
e 2º. Existe uma 

€ à todas as outras, E À nencial, dada Por y=er, onde e é um número aproximadamente iguala 2,7, chamado base dos logarit- mos naturais, e que pode ser definido com í 5 

» que dá origem Por isso mesmo chamada a expo. 

ensinados no 2º grau, é costume fazer o grá 
infelizmente, esse “aspecto funcional” n 
O ensino continua sendo feito como se se apenas um instrumento de cálculo à moda, antiga. E nem sempre o aluno é devi- damente alertado para o crescimento tão rápido da exponencial com o crescer da variável 2, ou para o crescimento tão vagaroso do lo- garitmo. Os livros mostram os gráficos dessas funçõ 0es, porém, sem analisá-los em muitos de seus aspectos interessantes. Vejam aí esses gráficos, nas Figs. 1 e 2 respectivamente. Na Fig. 3 reproduzimos os dois gráficos juntos, para exibir claramente o fato de que um é o 
simétrico do outro em relação à reta y=2, já que as funções 

ão é devidamente enfatizado. “logaritmo” fos 

thy=e e zoy=Ing 
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i i fun- ê vesse ensinando essas Suponhamos que você, professor, estive do oa mas 

ções a seus alunos. Pois bem, faça os grá cos ousa ma 

proponha a sua classe a seguinte “brincadeira” (que, po , r 
animar muito a turma): | o exvonen. 

al, agora vocês vão fazer o gráfico da função p 

Vocês mesmos ê Marcelo, venha à lousa me 
cial vocês mesmos, aí no caderno. Você, Ma ne Di de 

ajudar; eu vou dando os números (se você tiver DO cressanto) o 

bolso use-a para fazer os cálculos na dora, fica m debala (mostrado 

uma ê vai eçar fazendo 

ão auisa rimeira coluna alguns valores de x, 
i ri 2 

o adiante), pondo numa Pp Ro 

ndo dado coluna vamos pôr os valores correspondentes d dum S do 

yo ão: e, finalmente, numa l e, fin , 
y=gz?, só para efeito de o CoTEebDO e 

i ores cor. última coluna listamos os v: de Va 

os uu a mesma unidade de comprimento nos dois eixos, digamos, mos usar 
Íí à, pessoal, o centímetro. Vamos lá p =" 

Veja a tabela que Marcelo escreveu na. lousa, com valores e 
dondados: 

T 
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; z y=z y=e” ç 0 lcm 
é = 20 cm 
E 5 148 cm 

100 220 m 

ão o Es 30,3357 920 a 
, 

distância d 
41,39 1713 = a too 42,85 1836 4,3 anos-luz     

distância da Terra ao Sol = 149 500 000 km 
1 ano-luz = 946728 10" km 
43 = - 108 : +8 anos luz = 407093 - 108 km = dist. da estrela mais próxima do Sol 

Agora veja até onde você, x rofes : na construção do gráfico. Quar, Pp ST, e sua turma conseguem ir 
. do z = 5 , 

o ado) vertical para a função y = o UE E terá de marcar 

terá de mare função “X*Ponencial; quando q = 10 em “Mare lo 
metros alto na vertical, q? = 100 em = 1 met a x 590 a pq — e = assa a pura de um prédio de mais de 70 and ro N o ? -. “Sa POT Volta do valor 30 cm e 4? ares! Quando 
Já está assumindo a dis Por volta de 9 metros, e” tânci 
por volta de 40 cm e 22 da Terra ao Sol! E quando « estiver 2 . z* po assumindo o valor de um ano r Volta de 1700 metros, e” estará 

We 4,3 anos-luz, ou seja, a distância 2 
da estrela (Alfa d o Centa : ea 
Pouco mais de 42 em! Uro) mais Próxima de nós, quando z for 

em relação à reta y = 
na tabela acima a 32 * coluna da t 
ealº representa os corre abela rep 
conseguirmos subir 25 cm na Vertical das de Ing. ] Assim, para 
q = 148 cm; para subi ordenadas é preciso fazer r 10c é i mM é preciso andar 220 metros na 
8 
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horizontal; para subir apenas 20 cm é preciso caminhar 4852 km 

na horizontal; para subir pouco mais de 40 cm é preciso caminhar 
1 ano-luz na horizontal! E assim por diante. A função y=lInz é 
realmente uma função de crescimento muito vagaroso. 

A esta altura é provável que os alunos tenham a curiosidade bas- 
tante aguçada e façam várias perguntas, querendo saber, por exem- 

plo, o porquê desse misterioso número e, base dos logaritmos na- 

turais. Por que não uma outra base, como 10 ou 2? Quem sabe 
voltaremos a esses assuntos, em outros números da RPM. 

  

Se você nasceu aí por volta de 1975, seus 2 pais provavel- 

mente nasceram por volta de 1950; seus 4 avós por volta de 

1925 e seus 8 bisavós por volta de 1900. Assim, um período 

de 100 anos comporta mais ou menos 4 gerações sucessivas 

de pessoas. Pois bem, que tal remontar ao tempo de Jesus 

Cristo, há 2000 anos? São 20 séculos, 20 x 4 = 80 gerações 

de pessoas. Quantos ancestrais você teria naquele tempo? 

Veja: é necessário multiplicar o número de pessoas de uma 

geração por 2 para se obter o número de pessoas da geração 

anterior. Portanto, começando com uma pessoa hoje, te- 

remos de realizar 79 multiplicações. Assim, o número de 

seus ancestrais no tempo de Cristo seria de 27º, superior 

ao número de átomos do universo! Certo ou errado? E se 

assim eram as coisas há dois milênios, que dirá no tempo de 

Adão e Eva? Explique!       
  

O que vai por aí 

1. II CONGRESSO IBERO-AMERICANO DE EDUCAÇÃO MATEMÁTICA 

(II CIBEM) - 17 a 22 de julho, 1994 — Blumenau, SC. 

Inf.: FURB-CIBEM; Caixa Postal 1507; CEP 89010-971 Blumenau, SC. 

2. SEGUNDA REUNIÃO DE DIDÁTICA DA MATEMÁTICA DO CONE 

SUL (Interfaces Matemática — Educação — Informática) 

Universidade São Judas Tadeu - 01 a 03 de agosto, 1994 — São Paulo, SP. 

Inf: U. São Judas Tadeu — Rua Taquari, 546 — 03166-000 São Paulo, SP - 

Tel.:(011)948-1677 R.144 — FAX (011)264-5880. 
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SEMELHANÇA, PIZZAS E CHOPES 

Eduardo Wagner 

Rio de Janeiro, RJ 

As histórias que vamos contar envolve 
de frequentar bares e restaurantes, 
Matemática. Em pelo menos duas s 
problemas cujas soluções, além de el 

m dois amigos que gostam 
além de discutir problemas de 
ituações, surgiram interessantes 
egantes, são bastante educativas. 

PRIMEIRA HISTÓRIA 

Augusto e João foram a um restaurante para comer pizza. O 
Primeiro pediu uma grande e o segundo, uma média e uma pequena, 
todas do mesmo sabor. Curiosamente, o preço da pizza grande era 
exatamente igual à soma dos preços das pizzas média e pequena. Logo 
após os pedidos surgiu naturalmente o problema de saber quem vai 
comer mais. O fato de os preços a pagar serem iguais não quer dizer 
nada, Porque nos restaurantes, o preço não costuma ser proporcional 
à quantidade de comida servida. Augusto argumenta que, se tivesse 
uma régua, poderia medir os diâmetros, calcular as áreas e verificar 
se a área da pizza grande é maior, igual ou menor do que a soma das 
áreas das outras duas. Porém, não havia régua disponível. Pensando um pouco, João, bom geômetra, declarou ter resolvido o problema, dizendo que assim que as pizzas chegassem diria quem comeria mais, e para isso usaria apenas objetos que estavam em cima da mesa. Au- gusto estupefato duvidou. “Como é possível? Não temos instrumento 
de medida algum. Em cima da mesa só há talheres, copos, guardana- pos e o cardápio, responsável por nossa incrível discussão!” A espera, não foi longa e as pizzas chegaram. Rapidamente, então, João cortou cada uma delas em duas metades. 

10 
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Sobre a mesa (de mármore) juntou os diâmetros para formar um 

triângulo. 

Utilizando: o canto do cardápio como um modelo para o ângulo 

reto, João verificou que o ângulo oposto ao diâmetro da maior metade 

(a) “era menor do que 90º e declarou “eu como mais”. E Augusto, 

após pensar alguns momentos, concordou. 

Qual é a explicação? o 

A explicação depende de dois teoremas importantes. Q primeiro 

bastante conhecido e o segundo não muito. 

TEOREMA 1 o 

A razão entre as áreas de figuras semelhantes é igual ao 

quadrado da razão de semelhança. 

TEOREMA 2 

Se figuras semelhantes são construídas sobre a hipotenusa e 

sobre os catetos de um triângulo retângulo, então a área da 

figura maior é igual à soma das áreas das outras duas. 

Vamos demonstrar esse segundo teorema. 

Na figura a seguir, 4, Be € representam as áreas de figuras 

semelhantes que foram construídas sobre os lados de um triângulo 

retângulo de hipotenusa a e catetos be c. 
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Pelo teorema 1: 

  

a=( AB O BS 5)» Ou seja, 2 

B by? 5 BinG: CS (=) » Ou seja, pa 

Portanto, 

Amd 0 Bro 
a poe pre: 

Como no triângulo retângulo, a 
ABA O. 2 =b4 c?, concluímos que 

Reciprocamente, se figuras semelhantes são construídas sobre os lados a, be c de um triângulo,ese A=B +C, então a? = b2+c? 
e, pela recíproca do teorema de Pitágoras, o triângulo é retângulo. 

Para concluir que no nosso problema João 
que, se a é ângulo oposto ao lado a do tri 
ec, temos: 

estava certo, observe 
ângulo de lados a, b 

2<90º > <Pre cs A<BA4C, 

2>90º > astro es A>B+C. 

Portanto, se na nossa história João constatou que o ângulo q era menor que 90º, então a área da semipizza grande era menor que a soma das áreas das outras duas metades. 

SEGUNDA HISTÓRIA 

Dias depois, Augusto, afobado co m o calor, senta em um b ar e pede um chope (na verdade, , O primeiro de muitos). Nesse lugar, o chope é servido em “tulipas”, que são copos com a forma de um cone invertido. O garçom chega com a bebida ao mesm A : A Era a João encontra seu amigo. “Como vai, João? Sente e tome rápido a metade deste copo. Eu tomo a outra metade.” À fisionomia de João mostra alguma tristeza. Como determinar a altura do nível da bebida quando um copo cônico contém a metade do seu conteúdo? Augusto então alivia a situação. “Meu caro amigo, para este problema, seus 2 

o tempo que 

12 
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artifícios são insuficientes. Eu hoje vim prevenido e trouxe uma régua. 

e uma calculadora. Desculpe a brincadeira e vamos juntos resolver o 

nosso problema.” 

Augusto então saca de sua régua, calculadora, caneta e sobre um 

guardanapo mostra a solução sob o olhar de um estupefato garçom. 

“Observe, João, que o copo tem 20 cm de altura. 

Desejamos obter a altura da superfície do líquido que corres- 

ponda à metade do volume do copo. Para isso, precisamos recordar 

dois teoremas.” 

TEOREMA 3 

Toda seção paralela à base de um cone forma um outro cone 

semelhante ao primeiro. 

TEOREMA 4 

A razão entre o volume de sólidos semelhantes é igual ao 

cubo da razão de semelhança. 

Augusto continua sua explicação. 

“Se você tiver tomado uma par- 

te do conteúdo deste copo, teremos 

aqui, pelo teorema 3, dois objetos 

semelhantes: o cone formado pelo 

líquido e o próprio copo. A razão 

de semelhança entre esses dois co- 

nes é a razão entre suas alturas, ou 

seja, h/20. Como desejamos que 

o líquido tenha a metade do volume 

do copo, pelo teorema 4 podemos es- 

crever: 

20 

  

  

Ls SO A atração a A Pl 5 = (50) ,» Istoé, 20 o 

Assim, a altura que corresponde à metade do volume do copo é 

h = 104 cm.” 

João concorda com a perfeita explicação, mas repara que a res- 

posta não resolve ainda o problema porque ele não tem a menor idéia 

de quanto é 10X/4. E então Augusto, com a sua calculadora e seu 
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sorriso irônico, diz: “Ah! é bom saber que esse valor dá aproximada- 
mente 16 cm.” 

Bem. O problema foi resolvido e o chope, já meio quente, foi 
adequadamente dividido. Falta apenas o final da história. 

Nessa altura, as pessoas das outras mesas ouviam atentamente 
nossos personagens com um misto de admiração e espanto. Nisso, 
João faz uma descoberta, que anuncia em alto e bom som: “Este 
problema me revela que quando somos servidos em tulipas com 4 cm 
de colarinho estamos tomando apenas metade do conteúdo do copo. 
Assim, se eu digo que tomei 10 chopes, na verdade tomei 5, mas 
paguei 10!”. 

E foram expulsos do bar. 

  

História e histórias 
  

  
CADERNO 5 DA RPM 

Os Elementos de Euclides 

João Bosco Pitombeira 

“O presente CADERNO DA RPM versa 
sobre tema antigo, porém de permanente atuali- 
dade, pois, decorridos cerca de dois mil e trezen- 
tos anos desde o seu aparecimento, os Elementos 
de Euclides têm sido a obra mais influente que já 
se produziu até os dias de hoje, dentre todas as 
obras matemáticas e científicas conhecidas 

. o tema do presente CADERNO DA 
RPM é importante e oportuno. E o nome do seu 
autor, por demais conhecido em nosso meio, só 
faz aumentar a recomendação da obra.” 

  

Geraldo Ávila 
(trechos da Apresen tação 
do Caderno 5 da RPM) 

Torne-se AMIGO 

Como fazer? 

  

DERNO 5 e três números atrasados da RPM, 
conforme foi prometido na RPM 24, p. 4.     4 sã Veja na 1º Aos que já são AMIGOS 94 foi enviado o CA- eja na 1º contracapa.     

14 
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A SOLUÇÃO DE TARTAGLIA PARA 

A EQUAÇÃO DO TERCEIRO GRAU 

César Polcino Milies 

IME-USP, SP     

  

1. Introdução 

A história da resolução da equação de terceiro grau é muito pi- 
e eua , a 

toresca, plena de lances dramáticos, paixões e disputas pela ama ea 

fortuna que seu achado poderia trazer à seus autores N narrado 

i à Elon L. Lima [4] e 
interessante artigo de à | 

encontrada também em livros de história da Matemática tais como 

1) ou [3). - , 
A o das personagens dessa história é Niccolô Fontana (1500- 

1557 aprox.). Em 1512 os franceses saquearam Brescia, sua cidade 

natal. Sua mãe buscou refúgio para o filho na igreja, mas os solda- 
áTi i i ferida no rosto. 

ém invadiram o santuário, € à criança foi 

O eme casa um gui permanent e o o 
ão E o Tortas a obter o método de resolução dessas 

eq seas Seii jone del Ferro (1465-1562 aprox.), que foi professor 

na Universidade de Bolonha e cuja biografia é pouco conhecida, foi 

o verdadeiro descobridor. Antes de morrer, del Ferro ensi tou seu 

método a dois discípulos, Annibale della . ave a do 

e sucessor na cátedra em Bolonha - e Antoni 

Floridus, em latim). . R 
eos houve uma disputa matemática entre Fior e Tarta- 

m 
glia. Tais confrontos intelectuais não eram infrequentes na época 
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e, muitas vezes, a permanência de um matemático numa cátedra, 
dependia de seu bom desempenho nesses encontros. Cada um dos adversários propôs ao outro trinta problemas e foi combinado que o perdedor deveria pagar trinta banquetes ao ganhador. Tartaglia pre- parou questões variadas, mas todos os problemas propostos por Fior implicavam equações do tipo X3 +aX =». Precisamente na noite de 12 para 13 de fevereiro, Tartaglia conseguiu descobrir o método de resolução de tais equaçõ ções e, na hora d i que Tartaglia tinha resolvido tod Eos onto, Verificose 

mente renunciou aos trinta banquetes 
À notícia do triunfo de Ta i Ttaglia logo 
í à £9 se espalhou e chegou aos ouvidos de Girolamo Cardano (1501-1576), que, na época Ccupara na Universidade d i , 

história, talvez seja Cardano o mais eni mais pitoresca e, certamente da tuo» Aquele cuja vida é que teve uma fo a i i 

3 
Tmação mais univer : ara termos uma idéia : de quão nhecimento, citamos a seguir ç ico Profundo era seu co- 1653), que publico * OS comentários de Gabriel Naudé (1600- 1643*. Ua autobiografia de Cardano pela primeira a em 

* Citado Por Fierz [2], p. 2. 
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prefácio das obras de Cardano, que deram origem à visão distorcida 

que as futuras gerações tiveram sobre seu caráter. 

Na época da descoberta de Tartaglia, Cardano gozava de boa 

posição em Milão e o convidou a sua casa, com o pretexto de apre- 

sentá-lo ao comandante militar da cidade, uma vez que Tartaglia 

tinha feito também algumas descobertas sobre tiro e fortificações e 

esperava obter disso algum benefício. Uma vez lá, com muita in- 

sistência Cardano conseguiu que lhe fosse revelado o segredo da re- 

solução das equações do terceiro grau. 

Tartaglia consentiu em lhe ensinar a regra de resolução (embora 

não lhe ensinasse a demonstração da mesma), sob forma de versos, 

em troca do juramento solene de que Cardano jamais publicaria esse 

segredo. 

Conhecendo um método de resolução, Cardano procurou — e 

achou - uma demonstração que o justificasse. Mais ainda, ele estimu- 

lou seu secretário e discípulo Ludovico (Luigi) Ferrari (1522-1565) 

a trabalhar com a equação de quarto grau e ele achou o correspon- 

dente método de resolução com a devida demonstração. 

De posse de ambas as soluções, Cardano deve ter se sentido forte- 

mente tentado a publicá-las. Em 1544, mestre e discípulo realizaram 
uma viagem a Florença e, no caminho, fizeram uma visita a Annibale 
della Nave, em Bologna. De acordo com um relato de Ferrari, este 

lhes mostrou um manuscrito de del Ferro que continha a famosa regra 
de Tartaglia, manuscrito este que ainda se conserva. Aparentemente, 
ao saber que a fórmula de Tartaglia existia já desde trinta anos antes, 
Cardano se sentiu desobrigado de cumprir seu juramento e publicou, 

em 1545, em Nuremberg, uma obra intitulada Ars Magna, que o tor- 

nou verdadeiramente famoso em todo o continente. Nas palavras de 
C. Boyer*, “ele provavelmente era O matemático mais competente 

da Europa”. Nessa obra aparecem, pela primeira vez, as regras de 
resolução das equações do terceiro e quarto graus. A seu favor, po- 
demos dizer que Cardano não esquece de fazer as devidas atribuições 

de mérito aos respectivos descobridores. 

A seguir, faremos uma análise do método que Tartaglia confiou 

a Cardano. 

  

* [1), p. 208. 
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OS VERSOS DE TARTAGLIA 

Como dissemos acima, Tartaglia comunicou a Cardano o segredo da sua descoberta por meio de versos, Tal idéia não é tão estranha quanto pode parecer a princípio; devemos lembrar que, na época, 05 autores não dispunham ainda de uma notação adequada para tratar as equações em sua generalidade e não podiam, portanto, expressar seus métodos resumidamente mediante fórmulas, como fazemos hoje em dia. 

À seguir, reproduzimos os versos na s ua versão original, tal como transcritos na página 120 da edição de 1 554 dos Quesiti [6]: 

1. Quando che' cubo con le cose appreso Se aggaglia a qualque número discreto Trovati due altri differenti in esso 
2. Depoi terrai 

Che'l lor 
Al terzo 

questo por consueto 
Produtto Sempre sia eguale cubo delle cose neto 

El residuo Poi suo generale Delli lor lati cubi ben sostratti Verra la tua cosa principale 
- Inel secondo de cojesti aiti Quando che cubo restasse lui solo Osserverai Quest'altri Contratti + Del número farai due, Cha Puno e Paltro si El terzo delle cose in stelo 

6. Delle qual poi, per Commun precetto Torrai li lati cubi incieme Bionti Et cotal somma serà il tuo concetto 7. El terzo poi de questi Se solve con secondo 
Ser natura son i 8. Questi trovai, et non €on passi tardi pa mille Cinquecento Quatro et trinta ella città dal Mare intorno centa. 

Uma tradução para o Português ficaria 

“
 

é 

tal part'a volo 
Produca schietto 

hostri conti 

» Mais ou menos, assim: 

18 
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMÁTICA 

  

  

2. Depois terás isto por consenso 
Que seu produto seja sempre igual 

Ao cubo do terço da coisa certo 

i al 3. Depois, o resíduo ger 
Das raízes cúbicas subtraídas 
Será tua coisa principal 

4. Na segunda destas operações, 

Quando o cubo estiver sozinho 

Observarás estas outras reduções 

5. Do número farás dois, de tal forma 

Que um e outro produzam exatamente 

O cubo da terça parte da coisa 

6. Depois, por um preceito comum 

Toma o lado dos cubos juntos 

E tal soma será teu conceito 

T. Depois, a terceira destas notas pontas bem 

, nda, se O Se resolve como a segu obser 

Que suas naturezas são quase idênticas 

8. Isto eu achei, e não com passo tardo 

No mil quinhentos e trinta e quatro 

Com fundamentos bem firmes e rigorosos 

Na cidade cingida pelo mar 

i uir, esses versos numa linguagem acessível 

a ã o Antes de tudo, é conveniente lembrar que 

To an assim como depois faria também Cardano) não utiliza See 
Tartaglia (assim os em suas equações. Então, em vez de uma equ Ç 

er do terceiro grau, ele deve considerar três casos possíveis: 

+ar=b 
2 =az+b 

2 +b=az. 
Tartaglia chama cada um desses casos de operações E dfma que 
irá considerar, de início, equações do primeiro siderar o segundo i imero” No quarto verso começa a cons ferência ao eipo. “quando o cubo estiver sozinho” e, no sétimo, faz refe 
terceiro caso. o se propõe a resolver O primeiro caso, nos 

trê poda njciais, para depois justificar seu método, de uma forma Tês ve , 
simples, 
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i 08 O número se refere ao termo independente, que nós denotama 
aqui por b. Quando diz “acha dois outros diferentes nisso , es surto mad : : te sugerindo tomar duas novas variáveis cuja diferença seja precisamen 
db, ie. escolher U e V tais que: 

U-V=b. 

A frase “... que seu produto seja sempre igual a cubo da terça parte da coisa” significa que U e V devem verificar: 

Finalmente, “o resíduo geral das raízes cúbicas subtraídas será tua coisa principal” significa que a solução estará dada por 

q=VU-W. 
Os outros dois casos carecem de interesse para o leitor moderno, uma vez que podemos reduzi- los ao Primeiro, mudando termos de um membro a outro da equação. 
A frase final “,.. & cidade cingida Pelo mar” é uma referência à Veneza, onde realizou suas descobertas. 

A RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DO TERCEIRO GRAU Nesta seção Veremos 
Paras resolver equações do t 
métodos e notações moderno 
relativamente simples. 

como justificar a fórmula de Tartaglia erceiro grau, Na turalmente, utilizaremos 
$ O que nos permitirá dar uma exposição 

Vamos considerar uma equação do terceiro grau escrita na forma: 

CP tar=b 

Primeiros versos de Tartaglia. Na 
imples Para achá-la, Comecemos por lembrar a fórmula do cubo de um binômio: 

(u— = 4 —3uo 4 gue? - 3, 

20 
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMÁTICA 

  

Pondo em evidência o produto uv, temos: 

3 
(uv? =-3uv(u— 0) +(uº — 0º), 

. 2 3 a isto e, (u-0P+Iuo(u—-v)=u 
— vv. 

d ue erifi- 
demos escolher, de alguma forma, ue tr de modo q 

Se po 
V 

quem: uv =a/3 

WU -v=b, 

a relação acima se transformará em: 

(u-vP+ra(u-v)=b 

= ” 
dada. 

i ifi que z “U v será uma solução da equação 
o que signi ca 

i ar u e v que sejam 
Em outras palavras, se conseguirmos pone O ie O A uma 

i aci omando 7 = ver õe ma acima, + ã lema de resolve soluções do ÇÃO proposta. Resta-nos então O prob o à primeiro 
â ua an ao cu 

Sd o Para isso, observemos que, elevando o sistema. , 
equação, ele se transforma em: 

3 vio? = (0/3) 

vi =. 

3 =V, temos: 
Finalmente, fazendo uv“ =U e ? , 

UV = (0/3) 
U- V= b. 

ã raízes da equação: 
Isso é muito fácil de resolver; U e —V são as 

Xxº-bX+(-0/3) =0 

que são dadas por: 

deb LM) - o + o? + (5. 
X = 3 
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Podemos tomar uma dessas raízes como sendo U eaoutracomo —V, 
logo temos u=YU e v=YW. Portanto, obtemos precisamente 
a solução enunciada por Tartaglia: 

2=VU-W. 
Mais explicitamente, substituindo U e V pelos seus respectivos 
valores, resulta a conhecida fórmula, que, nos textos, é chamada de 
fórmula de Cardano ou de Tartaglia: 

:= fes fores + Vê Err. 
Uma observação final: a equação geral do terceiro grau, que podemos escrever na forma: 

“tu tarta=o0, 

pode-se reduzir ao caso acima, mediante a mudança de variável 2 = y— (0/3). Aliás, essa Tedução era conhecida por Tartaglia, mas não por Fior, e foi justamente esse fato que determinou a vitória 
do primeiro. Isso significa que, na verdade, Tartaglia conhecia um método geral para resolver qualquer equação do terceiro grau. 
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Dos nossos alunos 
  

UMA SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 

DO 3º E DO 4£ GRAUS 

Carlos Gustavo Tamn de Araujo Moreira 

IMPA, RJ 

APRESENTAÇÃO 

0 auto t o tinha 14 anos quando me qui mostrá-lo, 

r des e trabalh 
. Ss 

em 1987, mas nao lhe dei na época a devida atenção. 

Í trata da i i-lo e percebi logo que se . e, concordei em ouvi a 2 que se trata da 

mais Mi ples é “menos artificial das deduções ó 

eguações do terceiro e do quarto grau que 
. heci- 

interesse dos leitores da RPM tomar con 

Ho der o o Erações Mas agora era o autor que relutava mento destas 4 não Ei is graça. Finalmente, o, e já não tinham mai 
em publicárias, eso “ com satisfação que trago esta pequena porém, cedeu ao: poa 
gema ao conhecimento do público. 

Elon Lages Lima 

Õ 8º GRAU 
UMA SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DO 

expressões simétricas nas raizes de uma 
Motivado pelo cálculo de coeficientes da equação, resolvi um 

equação do 2º grau em função d 

dia calcular a expressão: 

v= YE + To 
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onde x) e 7) são as raízes da equação zº-Sz+P=0 (e portanto 
satisfazem g,;tr,)=S e mm = P). Isso leva aos seguintes cálculos: 

y=Yn+ym > 

Pentatlo Am) + 
P=8+3YPy. 

Assim, para determinar á erau. : y há que se Tesolver uma equação do 3º 

Dada a equação 23 2 
tituição x = tar thrre= 0, procuramos uma subs- 

em y*: 

Gr tar gre 

| S 0 => Pr(rapr..= 
Fazem =— Í 

os t a/3 e Caimos numa, equação do tj ipo: 

3 
y +rytq=0. 

D . , eterminamos Números P e g tais que 

P=-3YP e q=-s 

de forma que se , 

ti e Ts são raí 

3 Zes de 2 - 

Per: VE + ya satisfaz à * -S2+P=0, então 
eito isso, obtemos equação + py+q=o. 

VP=.P , 
3 > P=oP 

OU se) 27 e S=-q, 
| Seja, t e 2 são 

| Taízes de q? 

| CTta- Bo, isto é, 
2 = 4 2 

2ty+2 
24 27 e ta = -q - f ? 

2 4" 27 
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donde, 

  

2 
Es 2441 =q /L,E 

v=V5 + CE 4 ta 

satisfaz py +py+g=o0. 

Cada raiz cúbica pode assumir três valores complexos, mas a 

equação YP = -p/3 diz que o produto das duas raízes deve ser 

-p/3. Essa fórmula dá as três raízes de 1 + py + q=0, que 

somadas a t = —a/3 nos dão as três raízes de q? paz" +be+e = 0. 

UMA SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DO 4? GRAU 

. - o 

Uma variação dessa técnica nos permite resolver equações do 4º 

grau. 
2 -P-= 

Considere a equação do 3º grau 2? — Sw +Saz-P=0, de 

raízes 71, £) e 73, que satisfazem: 

mntm+m=Ss, metazatuz=d e titota =P. 

Seja y=vVz +22 +73 Temos: 

p= zo + es + AVarmz + Tito + Tora) > 

(ESSy = (Vm182 + Tits + VT273) = 
2 

z1z2 + mz3 + 2273 + 2/eimata(vT1 + VZ2 + 73), 

ou seja, ; 

(ES) = sa+2vPy, ou 

9 - 254 -8VPy+Sº-482=0. (*) 

Dada a equação 2! + a tbr!+ez+d=o, fazemos uma 

substituição do tipo z=y+t € obtemos 7º + (ai +)y+...=0. 

Tomando t = -a/4, obtemos uma equação do tipo 

vttythaytks=o0, 
25 
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sem termo em qº. 

Comparando com (+), tomamos S, P e Sy tais que 

  

-28=h,  -8VP=h e S-4%=k; > 

k k: 2 PEGO e s=fch tica, 
Assim, resolvendo a equação 

3, ki 2, (k—4ks k teor do, (baga, 
obtemos raízes Z1, %2 e za tais que 

v= VE +VD+vE satisfaz ythy thay+th=0. 
Para obter as raízes de 44 3 +a 2 - nai 
a/4 das raízes de y! 4 kyy? Cod ES +d=0, basta diminuir 

Observe que cada rai no 
Plexos, mas a equação VP quadrada pode assumir dois valores com- K = -k/8 di Assim, 

e av AVE a Dessa forma obter de vt e vTa há um cuvzavEs de pia 8 todas as quatro raízes da, equação original. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS 

a) Considere a equação 43 , ação q” 6x — — an , 

que dá as raizes da equação do 3 =0. Para aplicar a fórmula 
Brau temos p = —6 = —40 Afó á 

at | 

órmula nos dá 3/20 4 14/24 3/20 — Mv2. Assim, as três . 

' 
raízes da e ão são: | quação são: q = 20% 14/24 420 — 14V2 t,=8 420 +14V3 2Y 

- 
4V2+€2 4/20 - 14V3 e 

+€ 4/20 - 142, onde E= 
raiz real da equação. Por 

T3=€ 420 +14V3 + 

a Vala. Assim, z; é a única 
Sutro lado, clarame i 

. 
nte r=4 satisfaz , a equação, donde 4/20 4145 +20 1405 =4 (1) ) Seja a = cos 20º, Como cos3a = 4cos! y 3cos t — x, temos: 

cos 60º = 4cos? 20º 3 c0820º = 493 3 =4º 3 > 
26 
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1 3 1 
3. — > 3 Dg->=0. do de=, > € aº 8 

Aqui p=3/4,g=—1/8, e substituindo na fórmula obtemos 

as raízes de 2º — (3/4)z — (1/8)=0: 

1 c= fot aa tai do 

e= (BA), 
que não diz nada de novo sobre cos 20º. Essa expressão não é 

. “ 4 
. . 

lá muito satisfatória, pois usa números complexos para exprimir 

cos 20º, que é real. Na verdade é possível provar que qualquer 

expressão por radicais de cos 20º tem que envolver números 

complexos *. 

c) Considere a equação y* — 124º ] 

utilizado para resolver equações do 4º grau, 

ky=-12, bz = -16 e kg=-4. 

  

ou 

—16y-4= 0, Segundo o método 
temos: 

Resolvendo a equação do 3º grau: 

k H-dh o (bro 
24 (9)! +( 1) (q) =) 

  

temos: 

2º — 62? +102-4=0 > m=2,m=2+V2,20=2-v2. 

As raízes de y! — 12º — 16y— 4=0 são: 

var VE i- VI e vio at vis va vê 
(lembre-se da regra dos sinais: o produto deve ser sempre —ko/8, 

no caso igual a 2). 

e de equações polinomiais por radicais Teais, 
* Um teorema sobre solubilidad: dezembro de 1990, do mesmo autor. 

a 4 Q 

Matemática Universitária, nº12, 
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d) Considere a equação 2! 1473482? -8g +4=0. 
Fazendo z=y-1, obtemos yi4 2 —16y+17=0. 
Temos, pois, kj=2,k=-16 e ka = 17. 
À equação auxiliar hotp tido, (by 0 

3442 : torna-se qº + 2º -4:-4=0, cujas raízes são -1,-2e2. 
Assim, as raízes de + -16y+17=0 são 
i+iv2+va, i-ivl- vô -itivl-vVde cicivisva 

e, =y- í e, como t=y-l, as raízes de 2 +42 4822. 824+4=0 

-1+v2+i(1+v2), =1-v2+i(1- v9) » —l- (va — e visi v2+i(V2-1) 

  

NR. 
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€. 1972, Section IV » Chap. XV Tesolving equations of the forth degree” Of a new method of 

eu 

ma de ouro em 1990, na China. Também 
nas Olimpíadas Ibero- 

1 em Cuba, e em 1990, na Espa 

de inúm: eras 5 2. 
Canções brasileiras e latino-americanas. O boramenicanas 
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Dos nossos alunos (continuação) 

  

DE GRÃO EM GRÃO... 

Enviado por Rosalina B. de M. Miranda 
Estrela d'Oeste, SP 

Carlos Eduardo Alves Pereira, aluno da E. E. Sílvio Miotto, em 
Estrela d'Oeste, participou da fase final da 15? Olimpíada de Ma- 

temática do Estado de São Paulo, realizada em 1991, quando cursava 

a 8º série. 

Ele é meu aluno e quando estava na 7? série montou, de um 

modo bastante interessante, uma tabela para o número de diagonais 

de um polígono em função do número de lados. 

Partindo do triângulo, que não n dn 

tem diagonais, ele chegou ao polí- 3 O 5 42 

gono de 100 lados e não precisou fa- 4. 9 5 43 

zer cálculos muito complicados, pois 5 5 5 as 

percebeu que, enquanto o número 6 9 5 + 

n de lados cresce uma unidade, o 7 14 5 46 

número de diagonais dn cresce esse . 

número de lados menos um. É cons- : : 

truiu a tabela, da qual reproduzo 99 4752 3 408 

um trecho. 100 4850 

RPM: Com efeito, o número dn de diagonais se escreve como 

um polinômio do 2º grau em n. À diferença entre dois polinômios 

será um polinômio do 1º grau, cujos valores formarão uma progressão 

aritmética se os acréscimos dados a n forem constantes. Ou seja, 
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como da 

  

Lo . 3 5 (nº — 3n), tem-se: 
i 1 dm de=5 [04 -3(n+0]-s(n2-3n)=n-1. 

Um outro modo de ver isso é destacar um vértice P do polígono de n+1 lados e considerá-lo como um polígono de n lados ao qual 
se justapõe um triângulo, como ilustra m as figuras. 

Às diagonais do polígono de n Q 
lados é preciso acrescentar as n — 9 
diagonais que saem de P e, ainda, 
RQ, que é um lado do polígono de P 
n lados e passa a ser diagonal no 
polígono de n+1 lados. Ao todo, 
acrescentam-se n — 1 diagonais. 

Como será que Carlos Eduardo 
chegou ao seu modo de construir a 
tabela? Só perguntando a ele, 

q 

  

---e para nossos alunos 

BRINCANDO COM A MATEMÁTICA 

João Batista da Silva 
Nova Granada, SP 

para que ele guarde o papel no bolso, 
2? parcela, eu, a 3º, o aluno à 4º, eu, 
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i 1 
soma é igual ao número que está escrito no papel guardado no bolso 

do aluno (ou de algum colega). | o: 

Vejamos como isso acontece, através de um emo o: 

aluno — 827 —» eu escrevo 2825 no pape 

345 

aro =, 654 — 345 + 654 = 999 

aluno — 208 

eu — 791 — 208+ 791 = 999 

tal i +1998. Como 
é o 1º número escolhido pelo aluno 

1908. 000 a, dado 827, basta subtrair 2 e somar 2000 
= = 4 

para obter a resposta: 2825. 

E se o aluno tivesse começado cos 

à criar OU 
leitor, ao responder, poderá criar 

m 27? ou com 3827? O 

brincadeiras parecidas. 

  

PAR OU ÍMPAR 

Artur Pires Custódio 
Santa Luzia, MG 

a és 
do números pares é ímpares na 5º série, 

o : . an historinha: . . 

que era da minha idade, 

Quando estou ensin I 
nte conto para meus alunos a segui brinho 

. ? 

Quando eu era criança, meu A alho, tirou os ases e todas as 

f inte brincadeira: De um bar , montes. A brincadeira 

fg ras é sepa as cartas restantes em dois m di outro e ele des- 

Ride e eu mudar uma carta de um a LÍHO acertava sempre, 
co do Carta que fora mudada. Meu so 
obrir qual a c 

truque. 
mas nunca me contou qual era O 

i sar 
Foi só quando eu comecei à pa fazia um monte com às cartas 

desvendei istério: meu sobrinho ao examinar os montes, ele 
Pares é outro com as fmpares. Claro jo fora mudada. 

carta qu : ia imedi ente qual à . : m seus amigos. 
Percebia imediato” s que fazçam à brincadeira co 

Diga aos seus aluno! 

“matematicamente” que eu 

a 
A 25, 1994 
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Humor 

    

COMO VALORIZAR SEUS CONHECIMENTOS 

(autor desconhecido) 

Não é nada distint O indicar a soma de duas quantidades da se- 
guinte forma: 

l+1= 2. 
q 

Ora, qualquer estudioso de Matemática avançada sabe que: l=lne 

l=sen?y +cosy e, ainda, 
= 1 2= — 
n=0 2" 

Assim, a equação (1), de Maneira mais científica, será 
co ne + (sen?y 4 cos? q) = de 

(a 2h” =0 
Ou, lembrando às relações: 

k 
I=coshy Pa 

Ls e e= lim (1 aj 5) k à equação (2) pode, então A 
; Ser Simplificada para: 

+ (sen?4 + cos? 2) é 5 coshy /T = tanh?y k (3) 

2n n=0 
Ve a e ã É 

Ei 

o dUação (3) é de maior clareza, simplicidade 
que a equação (1). Métodos 

Semelhantes 
dem ser 

compreenda 
os Princípios 

básicos 
da E 

z 
Z+00 

É óbvio q 

Compreensão d 

Er 
Pregados desde que o leit 
Plificação. 
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De olho no mundo 

( “CULO XXI CURRÍCULO DE MATEMÁTICA PARA O SECUL 

NA REPÚBLICA DA CHINA+ 

Myrtle W. Hsiang e Wu-Yi Hsiang 

Universidade da Califórnia, Berkeley 

i i na República Popular da 

o e 1075, com a lidade de stae 
pa adequado para o a No a 

in x ai texto dos Ra 
matemática cn do alguns aspectos 9 a do a 

RES Aa divulgar esse trabalho é co ls 

nO Ea ps m material que a revista a aa 

ER Ea ; e no Brasil se fazem à da a 
para as dá para o professor de Da asda as 

Ri A aval da RPM às 1 
imp | 
no documento. 

nte 
nsino médio sera uma compor e 

no e 

i Ê I. 

e 
Óri hina do século XX 

d ducação compulsória ger
al na C 

important a e 
Ê tender bem às 

O f é portanto, a a 

jeti i se foi ao elevado níve objetivo primordial dei geral. Para fazer face Sopródmio 

ida ões que se espera par xim 
inform tecnológico e à avalanche de informaç 

A educação matemática 

inhões Carneiro. 
ão de José Paulo Quinh 

* Tradução e apresentaç 
4 . 23-34. ** Veja também RPM 23, P á 

CA 25, 1994 
REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMÁTI ,



  

século, será necessário, mesmo para os cidadãos comuns, um nível mais alto de competência em pensamento analítico. 
temática básica tem sido sempre o melhor campo de t 
o desenvolvimento do pensamento analítico, 
exatamente, o objetivo principal da educação matemática no ensino médio. O segundo objetivo importante é, evidentemente, proporcio- nar uma sólida fudamentação da Matemática básica, a qual é, quase universalmente, exigida para todos os tipos de aprendizagem supe- rior. Na educação matemática básica, o conhecimento matemático é, sem dúvida, importante, mas o desenvolvimento nos estudantes das técnicas de reconhecimento de problemas e de resolução de problemas é igualmente importante, e tem sido de certo modo negligenciado no currículo convencional. 

A educação ma- 
Teinamento para 

e acreditamos que esse é, 

ALGUMAS IDÉIAS BÁSICAS 

idéias básicas, 
telectualmente divertidos e 

Mesmo espaço. Portanto, os 
Onstituirão para sempre os º em Matemátic. . à; as operações básicas e as ntais que Eovernam 

objetos básicos de estud 
leis operatórias fundame 
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(3) O currículo deve ser relevante e deve estar piano coa 
relacionado com as experiências anteriores dos e as is devem = i embora indispensáveis, lidade. A abstração e o formalismo, Ed ado, a fim de ser mantidos num nível mitigado, porém ainda manto místico em evitar a armadilha de criar nos estudantes um sen 

relação à Matemática. ) os ca 
(4) O projeto global do currículo deve ceu do Lies Além 

minhos evolutivos do desenvolvimento natural da 
jonar uma transi- . o para proporci í ve fazer um esforç A 

disso, 9 currículo de tura histórica ou desvio importante do curso, 
ção suave para cada rup da Aritmética para a Álgebra, da 

transições ) . i 
Geometria Penetimental para a Geometria Dedutiva, da Geometria 

Tia 
i áti e quanti- 

Dedutiva para a Geometria Analítica e do Maio de quanti 

dades fixas para a Matemática de quam dificativos na evolução da 
mos que esses quatro desenvolvimentos signi tantes do 

Matemática são exatamente os quatro marcos a anático 

longo da jornada dos estudantes através de su 

básica. 

SPECIAIS 
ESTRUTURAS GLOBAIS E ALGUNS ITENS E . na sino médio é divi- 

No presente sistema educacional dns cúnior correspondente 
dido em dois períodos de três anos: o periodo Í aspordente ãos graus 

d a 9º, e o período sênior, Col guinte: aos graus de 7º a 9º, ículo é à se . de 109 a 12º. A estrutura do novo currícul 

p J 10r 

Currículo 
para os anos do eriodo un 

3º ano 

o 
Ee 

Análise 
º ano 

Álgebra Elementar 
dar 

Geometria Elementar 

fodo sênior 
anos do per! 

Currículo para 08 
são 

me 
O 

Análise 
Álgebra Intermediária 

E 

Geometria Intermed
iária 

i 
mm alguns 

b resumos dos itens do curTiC 9 

B uem-se 
reves 

] 
ulo co: 

. ais. Comentários sobre tópicos especi 
35 25, 1994 
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ÁLGEBRA ELEMENTAR 

Para facilitar uma transição suave da Aritmética para a Álgebra, o currículo começa com uma revisão sobre números inteiros e os n 
fundamentais entre as operações básicas são analisadas 
utilizadas para fornecer explanações persuasivas sobre 

úmeros racionais; as relações 
cuidadosamente e em seguida 
à validade geral das leis que 

todos os tipos de problemas quantitativos capazes de s operações algébricas (ou seja, os chamados problemas algébricos), e as aplicações das leis das operações algébricas são exatamente o pão com manteiga da Álgebra. Nesse seu primeiro encontro com os métodos algébricos, sentados à idéia simples, porém fundamental, da aplicabilid seja aos números usuais ou às quantidades incógnitas. U exatamente a inspiração que conduziu à criação da Álgel temática das leis das operações muitas vezes possibilita t incógnitas de um certo problema al 
nos, achar as soluções de sua corre: 

erem expressos em termos das 

os estudantes são apre- 
ade universal dessas leis, 

m fato notável, e que foi 
bra, é que a aplicação sis- 
Fansformar as quantidades 

Eébrico em valores específicos (em termos moder- 

ciados verbalmente, no âmbito das equações lineares c 5 es om uma ou várias incógnitas e das equações quadráticas com uma incógnita. A expe riência indica que esse primeiro 
poder dos cálculos algébricos, 

k Edo 9 aprendizado da Álgebra, Eles constatam 
Não passam de aplicações das leis das oper. ões algébricas para resolver Problemas algébricos. Em última análise, o uso de símbolos para de- pera uma incógnita ou a introdução de indeterminadas tem o preciso objetivo de acilitar a aplicação das leis das operações. Após o sucesso dessa experiência, a Algebra Polinomial torna-se muito natural Para os estudantes aprenderem e usa- no O teorema do resto, o teorema da interpolação para Polinômios, e o método dos coeficientes a determinar não devem agora representar dificuldades para eles. 

GEOMETRIA ELEMENTAR 

Esse currículo enfatiza a base empírica da Geometria e inicia com um capítulo 
bastante elaborado sobre Geometria Experimental; a experiência física e a percepção 
visual do espaço onde vivemos” são analisados cuidadosamente, e são ex licados em 
detalhe os conteúdos intuitivos dos conceitos e Propriedades básicas da Geometria, Um capítulo introdutório sobre conj - transição da Geometria Experimental Para a Geometria Dedutiva. Esse capítulo 
fornece uma introdução simples sobre o método de descrever um conjunto: é cor- 
respondência natural entre conjuntos e suas Propriedades características: 0 er ões 
básicas e relações entre conjuntos e seus Correspondentes sj nificad lógi o 
termos de propriedades características Sttlsados lógicos em 

que os descrevem. A parte do currículo dedicada à Geometria Dedutiva versão modernizada da Geometria de Euclides. Os temas Pp do método dedutivo para estudar as Propriedades dos obj tais como triângulos, paralelogramos e círculos; 

é essencialmente uma 
rincipais são: (i) o uso 

etos básicos da Geometria, esse estudo conduz naturalmente a6 
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a sans teoremas básicos para a uma coleção de teoremas básicos, (ii) as aplicações o de problemas típicos, estabelecer outros teoremas interessantes e resolver ga estudantes pratiquem sua e (ii) exercícios interessantes e desafiantes, para dessa parte ressalta a importância habilidade básica em análise lógica. À organização > itágoras e propriedades 
das simetrias homotetias, fórmulas de área, teorema de ieado, mas posposto dos círculos. O importante item da comensurabilidade 
Para a Geometria Intermediária. 

ANÁLISE ELEMENTAR 

1) a Geometria Elemen- 
te relacionadas: iai s, funções trigo- Consiste de duas partes intimamen e (ii) funções po tar em coordenadas cartesianas no plano, imeira parte é tratada como uma Nométricas e as leis do seno e do cosseno. À Pr Geometria quantitativa. As dis- 

aplicação sistemática dos teoremas básicos sobre roporcionalidade, equações de 
Cussões se limitam às fórmulas de distâncias e áreas, às de graus baixos; as propr Tetas e círculos. As funções polinomiais se am o tópico principal. As funçãs ) ati s izadoras da, des Ii e quadráticas con ões parametriza sono das funções idas como o par natural de função do seno e do cosseno efron NR odas as propriedades e fórmulas + círculo, principalmente suas 
são deduzidas a partir das propriedades geométricas Simetrias. 

ÁLGEBRA INTERMEDIÁRIA 

tação sobre Álgebra de Boole (tratada 
ação , n : indução matemática Começa com um capítulo de rações com conjuntos ) inda demonstrações Como a é as leis das , ora são dat : i- e análico Errata dos sistemas básicos de lebra frentar sobre a validade apel . eDI 4 erce um pP Por induçã ões fornecidas na AB cemática ex g adocicado o : o o P teoria dos 

im ; não somente | como à cats Sob 0 que » fil Cafco Muitos tópicos importantã”, ente indutiva, consistindo de Nantes são estabelecidos por uma abordagem instia cs indutiva. so fór , 
. 

. - “coberta indutiva, definição indutivo e nómios, abrangendo o local de : i o. a exp ria básica de P Taylor para ex jedades mutao Ei Pare ore à too do binômio, fórmnta drama do binômio) oa 
oma*, ização do : os de inôm: : ralizaç : eares € . lento Raio (como uma imo; teoria dos sistemas tim . ais como máximos 

tes; Combinatória e probabilidade elementar. 

SEOMETRIA INTERMEDIÁRIA etria e do sistema dos 
s da a ólcas dos geômetras damento O primeiro capítulo trata dos fun histórico das lutas bre o tema da comen- Números reais. Começa com um relato hu centradas sobr 

i de 
a iversal, à descoberta 

a Geometriê +, universal, 

seio Je. O andas nda comensurabil e e Loximação para superar 
- "abilidade. : equivoc o do 

iMervalos não corona aii e a invenção do mé 

* 
No original: summation formulas. 

3 
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a dificuldade da incomensurabilidade, não apenas são desenvolvimentos épicos, ma 
também sua discussão sistemática é, como acreditamos, o caminho mais natur 
para introduzir o sistema dos números reais, bem como a frutífera metodologia. das 
aproximações e dos limites. 

O segundo capítulo apresenta um tratamento abrangente e cuidadoso da Geo- 
metria Sólida. Vivemos em um espaço tridimensional, mas nossa. visão é essencial- 
mente bidimensional, porque assim o é a retina. É claro que todos nós temos uma 
mente tridimensional, ajudada por uma percepção bidimensional, limitada, da visão 
binocular. De qualquer modo, a tarefa do currículo de Geometria Sólida é educar 
a mente tridimensional a dominar as técnicas básicas da Geometria Tridimensional. 
A discussão desse capítulo destaca a importância do paralelismo, da perpendicula- 
ridade e da Geometria das reflexões; e achamos vantajoso usar as operações com 
conjuntos e as leis que regem essas operações na discussão da Geometria Sólida. 

A parte principal desse currículo trata da Álgebra Vetorial, da Geometria Veto- rial e da Geometfia Analítica. O conceito de vetores de deslocamento, o significado geométrico das operações com vetores e das leis que regulam essas operações são analisados minuciosamente. É inculcado nos estudantes o ponto de vista de que à Álgebra Vetorial é o resultado final de uma algebrização sistemática do espaço e constitui já um modelo algébrico completo da estrutura do espaço. Deve ficar claro para os estudantes que as operações vetoriais são exatamente a algebrização das es- truturas básicas do espaço, e que as leis que regem essas operações são exatamente à algebrização das propriedades básicas do espaço. Portanto, a Álgebra Vetorial fornece um conjunto completo de sistemas eficazes e computáveis para o estudo da Geometria Analítica. Evidentemente, as operações vetoriais e a Álgebra Vetorial são usadas extensivamente nos capítulos posteriores sobre Geometria Vetorial e Geome- tria Analítica, Um capítulo sobre os números complexos e o sistema de coordenadas do plano é também incluído aqui, usando operações vetoriais. 

ANÁLISE BÁSICA 

Esse currículo é basicamente 
um capítulo de fundamentos sob: 
dade da reta e 08 números reais 
apresentados como uma moldu: 

uma introdução concisa ao Cálculo. Começa com 
Te seqiiências, aproximações e limites, a continui- 

como um sistema completo. Seqiiências e limites são 
ra conveniente e naturalmente adaptada à metodolo- gia de aproximação de Eudoxo: ; à afirmativa fundamental da existência do limite de uma sequência é encarada co mo a descrição analítica da continuidade da linha reta, a qual, por sua vez, serve como base ! Para demonstrar outros teoremas básicos de existência e para entender outros tipos de continuidade. Ao longo desse currículo, a metodologia de aproximação é enfatizada, não apenas como uma técnica corri- queira, mas também como a filosofia orientado ra. Todos os conceitos básicos, como a continuidade, as derivadas e as integrais definidas, são motivados por uma análise bastante detalhada dos exemplos típicos. As funções elementares, principalmente a função exponencial e a função logaritmo, são tratadas como um tópico importante, com abundantes exercícios. 

Observação: Os livros-textos para os currículos acima descritos são publicados pela Editora para Educação do Povo, Pequim, República Popular da China. 
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O que cai por aí 

Augusto Cesar Morgado 

ju espaço para problemas inte- 
ão, que abr 5 itores Continua neste número esta nova seção, q das as colaborações dos lei 

i a vin 
Tessantes que têm caído em vestibulares. São bem 
Para o enriquecimento da seção. 

meme ee meme 

do vestibular de 1994 da PUC-RIO, do 
lícia : iradas so para à Pol As questões a seguir foram retirad e do concurso P 50 Cesgranrio À iginalidade Vestibular unificado de 1994 da Fundação im escolhidos o DOF Sorte dos 

ou “viária pederal. Did a penho assustadoramente T terem revela 
Candidatos. 

duz a um porão de ecreta que com m 1 hora; O 4 uma passagem Secr à liberdade e pu ! (PUC) Em uma cela há da eiro túnel dá a 6 horas, Em média, 
onde partem três túne terceiro leva 20 ponto de bo escapar da prisão em: 

esp feio a es cobrem os túneis conseg!! Fisioneiros q 
in E) 5h D) 4h 30min 

A) 3h20min B) 3h40min O) 4h 

dários. Começou guardando 
ão de calen: so do ano. Hoje, à 2. (PUC) Cláudio resolveu fazer uma coardava º plo o calendário de 

o calendário de 1975 e, da ias duplicatas neta. Em que ano Cláudio roleção de Cláudio yr! Ea mas ainda não estê 
é idêntico ao de : 

completará sua coleção? D) 1999 E) 2000 
A 1997 C) 1998 19 B ) 1996 ) 

a 
os- 3. (CESGRANRIO) À figura 30 o face o tra três dados iguais. O nine dados: que é a base inferior da coluna de 

A) ea. 
B) é2. 

2 D) é 4. 
) é6. 

39 E) pode ser 1 ou 4. 
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E) 

J
 

- (PRF) Ao optar por um itinerário 

+ (PRF) Em uma viagem Rio-São Paulo, 

. (PFR) À tabela abai 

- (PER) Dois carros foram 

- (CESGRANRIO) A figura mostra, no 
plano complexo, o círculo de raio 1 e 
as imagens de 5 números complexos. 
O complexo 1/z é igual a: 
A) 2 
B) w 
C) r 
D) s 
E) t 

  

14% mais longo, um motorista acha 
) i que 

poderá Santos tempo Pois, por ser o tráfego melhor, poderá aumentar sua a em 20%. De quanto diminuirá o tempo de viagem? 

A) 9% B) 8% Cc) 7% D) 6% E) 5% 

metade da distância foi percorrida com e 11 km/4 de combustível i ndimento da viagem toda fá de metade, com rendimento A)98km/t B)9 

um rendimento d: 
de 9 km/£. O re 

9km/t C)10km/t D)10,1km/t E) 10,2 km/t 
xo dá o número de em litros, de gasolina consumida por um 

quilômetros rodados e a quantidade, 
automóvel no 1º trimestre de 1993. 

MÊs QUILÓMETROS CONSUMO (£) janeiro 1000 2 RENDIMENTO (km/£) 
fevereiro 2000 220 SiS AT! so 7000 678 1032 

Y 

O rendimento médio no 1º me 
trimestre de 1993, em km/£, foi de 3 aproximada- 

A) 9,74 B) 9,91 c) 10 

D) 10,11 E) 10,22 

sobre o preço de com vendidos por preços iguais. U 

Podemos afirmar que no e outro, com Prejuízo de 20% sobr com lucro de 30% 

Ouve, em relação ao capital investido o preço de comprá. 
A) lucro de 10% ido: 

B) lucro de 5% O) lucro de 1% 
Prejuízo E) nem lucro nem 

Prejuízo 

RESPOSTAS LC 2E ac 4E sp 
6. B 7T.c 8. D 
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CONCURSO PÚBLICO PARA PROVIMENTO DE CARGOS 

DE PROFESSOR III - MATEMÁTICA (continuação) 

Em setembro de 1993 realizou-se, em São Paulo, um concurso público para o 

provimento de cargos de professor III. À prova constou de duas partes: a primeira 

com 75 questões objetivas e a segunda com 5 questões dissertativas. Na primeira 

parte, as 15 primeiras questões, sobre Educação, foram idênticas para todas as áreas. 

As questões 16 a 26 misturavam conteúdos de Matemática e Metodologia. De 27 em 

diante, as questões abrangeram somente tópicos de Matemática. 

Na RPM 24 foram publicadas as questões dissertativas e uma parte dos testes de 

Matemática. Neste número estão sendo publicados os demais testes de Matemática. 

  

tais que sejam verdadeiras simultaneamente as relações 

AÉB, A-B=A, ANB=B 

A 9 GD 

1 GOD o 

27. Um diagrama de Euler-Venn que represente dois conjuntos não vazios Ae B 

é o correspondente à alternativa: 

E) Nenhuma das anteriores. 

29. Desenvolvendo (v8 +v2+ 1)?, obtemos o resultado a + 6/2, com a e b 

racionais. O valor de a é: 

Aju B) 13 C) 15 D) 17 E) 19 

31. Assinale a proposição falsa: 

A) Se dois números positivos têm soma igual a 16, então sua média aritmética 
éiguala 8. 

B) Se o produto de dois números positivos é igual a 16, então sua média 

geométrica é igual a 4. 
C) Se dois números positivos têm soma igual à 16, então sua média geométrica 

é menor ou igual a 8. 
D) Se o produto de dois números positivos é igual a 16, então sua média. 

aritmética é maior ou igual a 4. 

E) Não existem dois números positivos que têm simultaneamente soma igual 

a 16 e produto igual a 16. 
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33. Em dado momento, dois objetos 4 e B tinham o mesmo preço. O preço de 
A sofreu um aumento de 25% e, em seguida, outro aumento de 80% sobre 
o novo preço. O preço de B sofreu um aumento de z% e, em seguida, 
outro aumento de z% sobre o novo preço. Os preços finais dos dois objetos 
resultaram iguais. O valor de x é: 

A) 45 B) 50 C) 52,5 D) 55 E) 60 

35. Sendo j(z)=72z++3, à diferença f(-4,357) — f(-5,357) é igual a: 

A) 7 B) v3 C) -vã D) -7 E) 0,785 

37. A função f(x) = senz, definida para todo número real z, é tal que: 

A) HO)-SG)<o O) SG)-H5)>0 E) SG)-f5)-HN>O 
B) HM)-f)-f(S)<o D) HO)-s(5)>0 

39. Para medir a quantidade de informação de uma mensagem, a unidade utilizada é o BIT. Em um repertório (conjunto de mensagens) reduzido a apenas duas mensagens equiprováveis, Ae B, a quantidade de informação de cada uma delas é igual a 1 BIT; se forem quatro as mensagens equiprováveis, À, B, C e D, a quantidade de informação de cada uma delas é igual a 2 BITS; se forem oito, 3 BITS; se forem 9% as mensagens equiprováveis, então cada uma delas terá k BITS. Generalizando, em um Tepertório com n mensagens equiprováveis, o número de BITS de cada uma delas deve ser igual a: 
A) n/2 B) 2 C) log;n D) nº E) nda 

41. A imagem da função f:R>R definida por fls)=ec+1 é 

A) R C) [0;+o0[ E) ]1;+oo[ 
B) R-(0) D) [1;+ol : 

43. Uma função real é definida por f(z)= Vl —2?, —1 <z<1. Sendo 6 um ângulo obtuso, o valor de f(sen 0) é 

A) cosê B) —cosg c)1 D) -seng E) seng 

O enunciado seguinte refere-se às questões 47 e 48. 
Os pontos 4, BeC são sucessivos e colineares. A distância de 4 até B é x eadistânciade Ba C é y. A circunferência de diâmetro iguala z+y tem centro O eraio a ea perpendicular à reta AC. pelo ponto B encontra a circunferência supra-referida em E, sendo a distância de B até E igual a g. A perpendicular por B âreta OB intercepta tal reta no ponto F. A distância de E até F éiguala h, 
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47. Quaisquer que sejam os valores de 2 

e y, entre a, ge h deve valer a 

seguinte relação: 

  

  

Aja>zh>g 
Bja<h<g Vu. 
C)h<a<g 

Dja<g<h 

Bae>g>h 
i te; -se, Tespectivamen 

48. Exprimindo a geh em função de ze tem-se, 

2u D) S5%, em 55 A) E, VE), sy E) 2+y e VTY 
B) SM, Ei, VE 
C) Sl, 57, E Quantas diagonais tem um 

49. Um quiliógono é um polígono de 1000 lados. quiliógono convexo ? D) 499500 E) 500000 

  

500 
A) 500 B) 1000 o) 48 «vas 208 catetos, medem V73 em 

81. As medidas de um triângulo retângulo, relativos ; 
e 52 cm. O menor cateto mede, 3 5 D) 6 B) 

Cc . A)3 B) 4 iagonal medindo, em cm: tem diagon 

93, Um octaedro regular cuja aresta mede 1058 D) 20 E) nda 
A) 10 105 0) 1008 

des 54 e 55. a értices. 0 “nunciado seguinte refere-se às questões 5 e upados e três de Ea E 
Trê idênticos, de aresta 10 cm, SºO forme mostra à figura. Fi idênticos, eC, são assinalados, CO! 

nados por A, : , cen- 
54. 0 Perímetro do triângulo ABC é,em 

tímetros: 
A 

2 A) 30541006 D) 20/5+20W2 
B) 2008+10/2 E) nda 
C) 302 + 20/85 

58. O triângulo ABC é: 

A) Tetângulo escaleno 

B) acutângulo 

C) obtusângulo 

D) Tetângulo isósceles B 
E) retângulo equilátero a 

1994 
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57. Um na ampulheta pode ser considerada f; o 
i : rm . 

. ialmente, ada por dois cones retos de altura 6; 

º con : 

! tempo, metade da rei Superior encontra-se completamente 

Atazão 2. ge uma altura b ta contida no cone superior passa par? 

é igual a; » à partir da base (figura) 

  

. Tepresent, 

Ê 
a-se e 

male a região R constituída pelos pare 

  
< Pere St rg 

0O<z < 6 A 

= Tegião R tem a forma de um: 

A) tá 
angul 

B) hexáioo exágon €) setor cireul D) Paralelogramo 

62. N 
enhuma das anteriores é correta. 

º Plano 

Á= b sid z e 

á É a lej> 3), Oo Seguintes conju 
O Conjunto Cro. (el Iy> pa dos pontos: 

A) 19 (4uB é igual ; h, C= (ey) e + sr 

B) 24 a: 

63. 

antia los do 

Sofrerá alt alema OTários de , u 
? 00 dólares, qua E gonPiesa forem aumentados de a 

as medidas estatísticas abaixo n 

) Amé 
édi 

o medias Salários 
Mod. º 

a, o) O desvio padrão. 

65. Em qu 
) podas as medidas citadas 

impar? 8 Subcon; 
carão alteradas. 

Juntos de A 

A (1,3 
é 

J1 B) 5 1% 5, 7, 9) a soma dos elementos é 

44 C) 6 D) 16 E) 3? 

Socr 

EDADE BRASILEIRA DE maTEMÁTICA 

67. ca : 
Numa dada região, a probabilidade de chover num di 

69. . 
Uma solução da equação ko? + 922 +92+ 

n. 

73, 

75 

  

a de verão é de 50%, 

qualquer outro dia do verão. Nessa 

independentemente de chover ou não em 
s dias de um fim de semana (sábado 

eéião, a probabilidade de chover em ambos O 

omingo) é igual a: 

A) 20% B) 25% gsm pm 100% 

3 = 1993 é g = 10. Paraquea 

equação 

2 440 +6= 17516 

kr! +77) +ar 
o valor de a deve ser igual a: 

t 

- 

ambém tenha z = 10 como uma das soluções, 

  

A) 10 B) 5 c) 3 D) 2 E) nda 

$ 

30 

endo i a unidade imaginária, à soma $* é igual a? 

k=1 

AJi-l 0) it1 B) O 

B) -i-1 D) -itl 

8, é ) 
az+by=1 5, é o do sistema 

1 é o conjunto solução do sistema (: +dy=1 e da 

az+by=1 
b concluir que: 

Wc tay=2 Dado qm e | = 0, podemtt 
ncs 

A) S=0 0) 4n5=? B) Sac 

B) S4=0 
D) Sc3 

DE. inversa da matriz 

1 
1 45 Ú 

01 
4.l 0 2 0). 

4= (o 10 é a matriz A =5 E 3a 

234 

O valor de a é 
3 

D) 2 B) 

47) 

Respostas dos probleminhas 
(p- 

1.0, é bai 
. 

2. Pr baixo para cima: 7, A, D; 2» 8% Vo 4594 5 Rr o a as respostas aves. 

oa múltiplos de 31 entre 1800 e 1900. Dois deles » 

3º é dia 01/01. O aniversário de Sílvia é no dia 31/12. as 

VIsr 
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Problemas 

Flávio Wagner Rodrigues 

  

IME-USP 

Soluções e Sugestões: 

RPM - Problemas 

Caixa Postal 20570 

01452-990 São Paulo, SP 

Problemas 

110. Mostre que a equação «3 — 6pz? —- 29º = 0, onde P é um número natural, não admite nenhuma raiz que Seja um número natural. 
(Proposto por Hamilton Guidorizi, SP) 

111. Considere o experimento que consiste em cinco lançamentos in- dependentes de um dado perfeito. Determine a probabilidade de que o produto dos números observados seja múltiplo de 10. 112. Na figura são dadas duas semi- 
tetas. res, por O, eum ponto 
P. Entre todos os triângulos 
OMN,com MeN variando 
em res, Tespectivamente, tais oO que PE MN, determinar o de 
área mínima. 
(Proposto por Cláudio Possani, SP,) 

  

113. Determinar todos os números naturais n para os quais 
6)» (5), -.- (121) são todos números pares. 

«. € probleminhas 
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naipe : de um mesmo 
1, Em um baralho comum, selecione à5 is às cartas com a face 

(por exemplo, as 13 cartas de ouros). Vi as a primeira carta de 
para baixo e efetue as seguintes e irado na mesa. Repita 
baixo é passada para cima e à segunda é das as cartas sejam Vi- 

essa operação sucessivamente até qe às cartas ini ciliment 

ê ve arru ente: 4 É - Como você de em cresc de snodo que es cartas sejam viradas em ord modo q 
2 3,..., V,D,R? = da Sia, SP) 

(Sugerido por Bolivar Pereira . Que 
1/31 do ano em que nasces Q a 2. Ao morrer, a idade de José er 

idade tinha José em 1900? 

Anteontem Sílvia tinha 18 anos. 

21 anos. Que dia é hoje? Em q 
ics Teacher, 

(2 e 3 tirados da revista Mathematics 

(V. respostas na p. 45.) 
re, 1998 

RPM 25, 1º semest 

i fazer 
No ano que vem, ela vat 2 
dia Sílvia faz anos* 

vol. 79, Be 3 1986) 

so
 

na 
Soluções dos problemas propostos 

jnômi «tintas. Mostre PO do 2) = 8 pat bee UV ad puPonha que à equação P (a) ão admite nenhamê raiz 

Solução, tinto inteiras, distintas, de P(z) =) 

Denotando por rm, 12,693 28 três raízes if 

Podemos escrever: 13) 

P(r)=(2-"1) (s=r( ada do segue-se 
a ral 

Admitindo que a equação P(s)-1= 0 tem mm 1 
que: (eo =) (80- ro)(z0— rj=l- O eóstm duas 

4 igual 
inteiros sejê 

Para que o produto de três números int 
Possibilidades: dl , 

. -. : 1. iro é igu ão 
1) Os três números são iguais à 1e0 terceir uas 

. e 3 
=. js à ncluir qu alses 2) Dois desses números são igual ode-se O ês T tr ibilidades pod de que 35 

M qualquer dessas duas possibil iz a hipótese 
. ontr 

Pls)=0 teria raízes iguais, o que € at 
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são distintas. Segue-se, portanto, que a equação P(z)-1=0 não pode ter 
1 

raízes inteiras » ! 
[Solução enviada por Trajano Pires de Nóbrega Neto, S. José do Rio Preto, SP.] 

  

  

103. Um múltiplo de 17 quando representado na base 2 tem exatamente 3 dígitos ' iguais a 1. Qual é o número mínimo de zeros que essa representação deverá conter? 

Solução: 

Suponha que para me WN: 

Iim=2" 4928 499 com UXa<ac<a. 

Temos 
20422499 mtra+ra E RR CR 

onde q; e r; são O quociente e resto da divisão de 9% por 17. Estudando as possibilidades na tabela que dá oresto r, da divisão de 9" por 17: 

n LO Ji l2 [3 [4/5 [6 [7 Ja m [1 [272 [7Ta [ICT [8 [1 
obtemos a menor solução para q = 6, w=5eg=s8. Logo, 17m = P+98+42, cuja representação na base 2 tem seis zeros a 

104. Determinar o raio do semicírculo no qual está inscrito um hexágono cujos seis lados são iguais e têm Por comprimento a > Q. 
Solução: 

No caso em que o hexágono inscrito 
no semicírculo de centro O e raio E R tenha um lado AB contido no 
diâmetro, onde O é ponto médio 
de AB, podemos mostrar que R = av2. De fato, pela lei dos cossenos 
no triângulo OBC: 

30º = 4Rº — 4aR cos B, (1) 

seng = z 
7 

2 O * frias; 
7 

ã 
! cos É =senga = —4sen?a 4 3sen =-Eoja 
| “Cam ta 3) | De(lje(2): 20! gr papi - 0, donde, R=avd Sabemos, por métodos elementares, que todo hexágono de lados iguais inscrito aum Aemieíre o tem um lado AB contido no diâmetro, com O no interior de AB. E, Por métodos não elementares, que existem hexágonos de lados iguais inscritos, de modo que O não é ponto médio de AB e, nestes casos, 
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ã õ letamente estudados, esperamos 
. mo estes casos não estão comp . esperamos 

DO dos leitores. Observamos que foram aceitas as soluções Pp 

rimeiro caso. o 

105 s bend: e a função f: IN — IN satisfaz a condição fin+1)> Hm) 
- Sabendo-se qui : ê 

para todo nr E IN, provar que f(n) = 1. 

Solução: 
. 

Vamos observar, inicialmente, que a função f ating 

Do fa junto L(n)jn € N) é um conjunto de números naturais e, 
e fato, o con] 

elemento. 
ke 

portanto, tem um menor atum f(6), com k>1, po 

k-— 1)) e, portanto, R o poda 

o o à valores de to 0 a a então, o 

que FO) é o mínimo do conjunto (CB), HH), e.) 

4) 
N<tD< HDs fin). ( 

k, segue-se de (A) que Hn)> rn. 

>2n+1 . Segue-se que f(n)> tenhamos J(n) >" iz a hipótese do poda que a 1 eae O, qa 2 e = o 
p RN Conclui, então, que f(n) =" po elo professor Ângelo Barone 
problema. blema na RPM 28 foi sugerida pelo pro ar que o problema Obs. A inclusão desse pro ento como ele bem observou, Des vossa, .. E parece 
Netto. Faltou, lim fada Internacional de 1977. do “is problemas com 0 fizera parte da O REIS, A RPM acabou publican EM 24, Para manter à que uma falha puxa M 25 e o primeiro da ema 109. 
are de eos propostos não haverá nenhum problema 
contagem dos 

e o seu valor mínimo para 

Como f(k)>1 para todo 

i õ os 
eitores que enviaram soluções d 

Relação do as 102 a 105 da RPM 23 
proble 

José A. da Rocha RE - 105 
ão Rosseto - 

me Marcado de C. Guimarães (EUA) - 104 

Marcelo Gamba (SP) — 104 ou 

Mário Luiz A.de Lima (RJ) cd 

Miguel de C. Neves (RJ) - IO 

Ricardo R. Ferro (RJ) — 102- 

Romel S. França (RJ) — 104 12 

Trajano P. da N. Neto (SP) - 4 

Teunediro Takahashi (SP) — 102-103- 

Vicente W.M.Gaeta (AM) — 104 

Alceu de A. Ramos (SP) - 103 
Amadeu C. de Almeida (RJ) - 102- 

Antonio A. S. Dias (MG) — 104 03.104 

Carlos A.da S.Victor (RJ) — 102-108 

Dorival Antonio de Mello (SP) — 

Douglas Rosseto (SP) — 103 ou 

Edson R. Abe (SP) — 102-103-1 , 
Evandro de Freitas (RJ) - 02-10, j 

Geraldo Perlino Jr. (SP) — 103-1 a 104 

João Batista Xavier (SP) - 102-1 
João F. Barros (SP) - 104 
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Olimpíadas 

  

Elio Mega 
Etapa, SP 

Correspondência: 

RPM - Olimpiadas 

Caixa Postal 20570 

01452-990 São Paulo, SP 

  

OLIMPÍADAS BRASILEIRAS 

Por ocasião da redação desta secção, os trabalhos de preparação para as Olimpíadas Internacionais tornam-se mais intensos: é à época da definição das equipes que irão representar o Brasil nas várias com- Petições de que participa em nível internacional. 
O leitor que nos tem acomp anhado deve lembrar-se do sistema utilizado pela Comissão de Oli mpíadas para constituir suas equi- 

Brasileira de 93 (Júnior ou Sênior) 
ificação obtida tem grande peso na 
mbém do desempenho nas listas de 
nte a todos os premiados, bem como 

mente aplicada no final da preparação. 
é feita somente nas cidades que têm es- tudantes participando do processo de seleção, Neste ano, à prova foi realizada no dia 28 de maio em Campina Grande, Fortaleza, Juiz de Fora, Maceió, Rio de J aneiro, Salvador e São Paulo. 

À prova, para ser resolvida em 4,5 horas, co 
que apresentamos a seguir: 

1. Sejam ABCD um quadrilátero insc 
ABC e N o ortocentro de ABD. 
paralelogramo. 

avaliação final, que depende ta 
exercícios enviadas periodicame 
da nota obtida na prova usual 
Essa prova, evidentemente, 

nstou das 5 questões 

Titível, M o ortocentro de 
Prove que MNDC éum 
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P l . 
2. Sejam 4, d, c, d números reais estritamente os tivos F rove 

que 16 64 1,1,4 É n 
atetetaarbecid 

: — tradas, sempre . : N cidadese 2N-—1 es ! 

é de e ligando essas cidades; cada estrada liga apenas e mão única, 
d idades. Pasárgada é totalmente interligada por essas es- 
uas cidades. 

t q q Pp a 

trad isto €, à partir de ual uer cidade e possi vel chegar 

as; , 

qualquer outra por uma sequeênc! a Vi iste 
al iência de estradas. Prove que exis 

; 
árgada 

al, strada que pode ser interditada de forma que Pasárga: 
guma e 

i tantes. 
continue totalmente interligada pelas estradas res 

4. Seja AC Z comas seguintes propriedades: 

(1) 0€ 4, 11€ 4. 
(ii) Se ne 4, então 3nEA, In+4EA e Bn+ 

—b=k. 
Prove que dado k E Z existem a,bE A com q 

ã trecruzado que 4 plano não en : PP; um pentágono or P e P; 
> Seja ÃO contido entrea reta 7 passando Ê > 0. Prove 

esteja to aralela a 7 passando por fa: Jano) com PB = 
q fe podemos escolher pontos r 1 ã A o Slano com ladrilhos qu ia possível ladri P. 
a, de a a ágono não entrecruzado PP, PaPs Ps Po Pr 
congruentes 

studantes para a Cone Sul, 4 a, 

tes para a Ib - 
ternaci , 

p 

s para a Inter onal 

i e 6 estudante 
r 

ero Americana 
é l 

inici -Se à parte mais difícil, 
Ja, J 

- 

inicia: 
º u se, a, 05 arranjos ão d as viagens ar 

as | as: Á uan vi iai são suhc entes, 08 parti- 

Pp sagens Q do as erbas oficiais não ufi dh , t 

cipantes - 
erna para poderem viajar. Mais de uma 

i procuram ajuda externa p Vs 

vez professores e estudantes pagaram suas próprias Dos, insti os 

acontec do com maior fregiiência de escolas particula
res institutos 

| Tr 
Ss udantes e 

fund ; : esas pagarem as passagens de alguns est 

ações ou emp 

es. 
professores acompanhant 

Definidas as equipes (4 e 

- IONAIS 
- 

OUIMBADAS bastante ênfase à Olimpíada Brasileira nesta secção. 

Temos dado bas de focalizarmos as olimpíadas regionais, visto 
Chegou o ente importantes e, sob alguns O condições que o ainda As regionais são mais adequadas às condiç 
importan . 
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locais e algumas delas, como a carioca e a paulista, por exemplo 
£ º 

? envolvem um número muito grande de participantes, muitas vezes 
maior do que na própria olimpíada nacional. 

A Olimpíada de Matemática do Estado de São Paulo, organizada 
pela Academia de Ciências de São Paulo, é feita em três fases: a 
primeira, é realizada pelas escolas participantes, que enviam, até j lh 
uma lista dos 5 estudantes que irão competir na próxima fase oo 

Em geral, em outubro, são i , realizadas as provas da segu 
o . . 

nd que irão definir quais estudantes irão participar da prova final, jose, 

Tanto a prova da 2% fase quanto a prova final são elab ad 
por uma Comissão Central, que prepara as questões com b é num 
programa previamente divulgado entre as escolas partici tes, Esse programa leva em conta o currículo oficial das escolas do Estado 

as na ao Joel po feitas duas classificações distintas: uma para 
iculares, outra para as l úblicas. 

ses , escolas públicas. O a pamacados para a fase final recebem certificados de participação os alu os premi os recebem livros, calculadoras e medalhas. Os alunos Públicas, classificados nos primeiros lugares, oriundos de famílias carentes » podem ganhar prêmi i i 
estudos nas melhores escolas de São Pando atores: bolsas de 

Em 1 ' finalisios vos 74 escolas estaduais e 55 escolas particulares enviaram 
Pp a prova realizada em novembro Na solenidade d . e entrega dos prêmi os, cerca de 800 estud ih +. 

» 
a 

vibraram medio ooo cerca d ntes, familiares e professores 

Nos últimos anos, têm partici da 6% e 8º séries do 1º Pado da Olimpíada Paulista alunos 
grau e alu 2 séri nos da 2? série do 92º grau. Para 

olimpíada, escolhes a idéia do úpo de questões da fase final da 

série em algumas dessas competições Propostas para alunos da 8º 
01. (1982) Em um ba rbante, unido pel 

(1982) , Pelas pontas, exist Ó ia al nte espaçados. Escolhem-se três destes nós para vértices do um tri a pe será formado esticando-se o barbante entre olhidos. O perímetro do triângulo é i to 
do barbante 

guio é o comprimento 

a) Quantos triângulos dif erentes existem nest içõ 
À Te as con ? b) Qual deles tem área máxima ? Qual é esta área ii o ? ma ? 
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02. (1983) Um número inteiro dado, de quatro algarismos, é tal que 

a soma dos quadrados dos algarismos das extremidades é igual 

a 130, enquanto a soma dos quadrados dos algarismos do meio é 

igual a 100. Além disso, subtraindo do número dado o número 

formado invertendo-se a ordem dos algarismos, obtém-se a dife- 

rença 1818. Determine o número dado. 

03. (1983) A tela de um microcomputador apresenta números intei- 

ros de 1 a 20 e está programado da seguinte maneira: 

1 - no primeiro toque, aparecem todos os números, 

2 - no segundo toque, apagam-se todos os números pares, 

3 - no terceiro toque, os números múltiplos de três, que estavam 

na tela, desaparecem e os múltiplos de três que estavam 

apagados aparecem na tela, 

4- no quarto toque, repete-se o processo anterior com os múl- 

tiplos de quatro, 

5 - assim, sucessivamente, com Os múltiplos de cinco, seis, sete, 

etc., até vinte. 

Agora, pergunta-se: 

(a) Depois do vigésimo toque, quais são os números que apare- 

cerão na tela do computador ? 

(b) Se a tela apresentasse números inteiros de 1 a 200, quais os 

números que permaneceriam na tela após o 200º toque ? 

(c) Se você tiver tempo, tente justificar sua resposta anterior. 

04. (1984) Em um armazém há um certo número de fardos, todos 

iguais. Usando um caminhão grande, capaz de transportar 60 

fardos em cada viagem, são necessárias n viagens para trans- 

s, sendo que, na última delas, sobra lugar 

Se fosse usado um caminhão pequeno, ca- 

em cada viagem, mesmo aumentando de 7 

o número de viagens, faltaria espaço para alguns fardos. Porém, 

com uma outra viagem a mais, sobraria espaço. Determine o 

número n de viagens necessárias para transportar todos os 

fardos com o caminhão grande. 

05. (1985) (XY)(ZY) = TTT. Na equação, XY representa 

um número de 2 algarismos distintos, o mesmo acontecendo com 

ZY, enquanto TTT representa um número com 3 algarismos 

a) Demonstre que TTT é divisível por 37. 

b) Determine X, Y, ZerT. 

portar todos os fardo 

para mais 14 fardos. 

paz de levar 25 fardos 

iguais: 
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Livros 

  

  

Augusto Cesar Morgado 
Eduardo Wagner 

Os dois livros resenhados a seguir fazem par- 
te da Coleção do Professor de Matemática, 
editada pela Sociedade Brasileira de Matemática 
(Estrada Dona Castorina, 110 - 22460-320 Rio 
de Janeiro, RJ). Resenhas de outros títulos da 
coleção encontram-se na RPM 20,21 e 22.   

CONSTRUÇÕES GEOMÉTRICAS 
Eduardo Wagner 
(com a colaboração de José Paulo Q. Carneiro) 
IMPA-VITAE, 1993 

  

Ticos menos relevantes, Para a 
métricas está afastado dos cu 
O nosso país. 

Eravar essa situação, 
rrículos da maioria das 

Nesse panor. é : 
Eduardo Wagner fo eo 9 livro Construções geométricas, do professor : : ma extre inú a Justificadas e empregad Ds ea inúmeras construções são descritas, Pregadas para resolver interessantes problemas 

inco capí é a , E e das construções elementares, como a da me- 
são abordados, como, por ER Ed de muito interesse para os professores E Tesolução geométri a 9 onde os coeficie A ! B etrica de equações do 2º grau ama Nites são Segmentos dados, como um caso Penne t : ão 8 a de uma expressão algébrica envolvendo segmentos Es 

as equiv. ; ) um primoroso, sobre cousE Sites mereceu um capítulo Próprio, assim como 
1 ú S9€s aproximadas (polígonos d 7 -«- lados, o número 7, dentre outros). e 7,9, 11,13, 14, 
Transformações geométric a as como as translaçõ 5 - sao apresentadas e utilizadas para ei des so| Votações, reflexões é homo- as de bons probl 

legantes soluções de ça 
. emas propostos e um esmerado Problemas. Aliás, 

Paulo Q. Carneiro sobre constru ões possíveis com ré É E Ê ç É 
livro referência obrigatória Para professores do 1º 

tetias 

dezen 

apêndice do professor José 
gua € compasso fazem desse 

e 2º graus. 
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PROGRESSÕES E MATEMÁTICA FINANCEIRA 

Augusto Cesar Morgado, Eduardo Wagner, Sheila C. Zani 

IMPA-VITAE, 1993 

das progressões aritméticas e geométricas 

destacar as progressões geométricas como 

to constante. Esse aspecto das pro- 

Os dois primeiros capítulos tratam 

e já diferem dos textos mais comuns 20 

= à 2 i 
fria 

exercicios desses 

B 8 geométricas e explorado em numerosos exemplos. Os 
Tessoe: 

i icações, destacando-se 

capítulos são abundantes e interessantes, com diversas aplicações, 

imei unda ordens, e 
õ iferenças de primeira e segur n 

as escalas de Fechner, equações em di G Ti SER A fio 

ta uma O 
várias situações de finanças, o que represen 
de Matemática Financeira. E eira é abordada da forma mais prática 

f ê temática Financ E stamas No capítulo três, a Ma À ia e gerais para sis 
ível a exemplos reais e utilizando principios disco jeiei a e 

poselvei, co Tópicos como: equivalência de capitais, fes 
i ia. Tó à “onai i es, sér , 
na e iluvenca entre taxas proporcionais € gu SAC. 

determi cão da vida econômica de um bem, o ei iiada e numa sequência 
tabela P eo) e outros, são tratados com bastante obje tido eoerieise POR 
abela Price), a reensão dos novos temas. ed ser 

que favorece, e muito, a comp alaram aqueles que de 
le 

2 
: . . 

Plementam o capítulo e os autores inclusive assin 

d o auto da calculadora, abolindo aquelas 
ultrapassadas tabelas. 

resolvidos com a : dificeis 
ã ercícios mais difícei 

inda possui sugestões para à resolução dos ex 
O livro ainda p' 

244 exercícios propostos. 

ou “perigosos” e as respostas de todos 08 
gi 

Á AE EDUCAÇÃO 
— Alegorias, tecnologias e te 

MATEMÁTIC 

Nilson José Machado j 

Coleção Questões da Nossa Época, 

Cortez Editora, 1992. 

vol. 2. 

i Áginas, e no : ouco mais de cem páginas, 
livro. Nas suas P o 

o questões relevantes aos que se preocupam co 

E ala de aula. ra fazer nas a Re, A 

É adas questões como à utilização de jogos E sala 
AE i de formalismo : sso. O excesso de 

tos gerados om 1 Bi A 
i reendentes efei i ática dos fantasmas 

den im à deliciosos exemplos, como a teoria axiom o Ea 

E ndicojraio E ida como à ciência de construir passarin id a 

a Crane GE ey do livro traz interessantes e importantes e 
e Des i ão A segunda met jo e até sobre à possibilidade e a necessidade a rr 

Robre medida E Ea recursos em sala de aula. Considerações essas 

le Gi e levando em conta à realidade bramileira: pa 
das ES fessor Nilson certamen te será muito útil a todos os que dese) 

Olivro do pro 
ã de aula. 

enriquecer a sua atuação em sala 

Este é um pequeno gra! 

formato de bolso, são discuti 

que fazem ou o que podem v 

Nele são colocadas e an 

s três resen i i a rancisco Werneck Agostino, 

As trê has acima são da autoria de Raul F 

PUC-RIO. 
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O leitor pergunta 

  

Vera Helena Giusti de Souza 

IME-USP 

Envie suas perguntas para 

RPM - O leitor pergunta 

Caixa Postal 20570 

01452-880 São Paulo, SP 

  

- Um leitor de São José do Rio Preto, SP, nos faz a seguinte pergunta: Como devemos explicar a um aluno da 8? série O que ocorre numa questão como esta: Calcule o valor de z (z > 0) na divisão 
, 

3,25 | 2 

1 z 
Resolução: 24+1=3,95 > 4? =2,25 >» 
Verificação: 325/1,5 ..0 quociente não é 15 

RPM: Q esquema 

2=1,5. 

eoresto não é 1.” 

3,25 la. 
1 z 

pode ser interpretado como equivalente a 3,25 = q? 9 quociente e resto da divisão euclidiana. 
No conjunto dos números naturais, dados q par de números, q e r, denominados, a=bg+r, com O<rc<s. 
Essa afirmação não 

exemplo, dados 3,25 e 1,5, 
com 0<r<l,5: 

+ 1, mas nada tem a ver com 

4 eb, 5%£0, existe um único Tespectivamente, quociente e resto, tais que 

év i j ú 
erdadeira no conjunto dos números racionais. Por existem infinitos pa Te q e rtaisque 3,25= L5g+r, 

425 = 1,5 x 124 1,45 
425 = 15x 134 13 3,25 = 1,5 x 15 4 1 
3,25 = 1,5 x 2 + 0,95 

82 = 15x 21 + 01 
etc. 

No conjunto dos números racionais, 
dados os números racionais a eb, (b a = bg. Esse número q é o quociente d 

à palavra quociente tem outro significado: Z0), Súiste um único racional q, tal que a divisão de a por ». 
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Para obter esse número q podemos usar o algoritmo da divisão: 

325 325. ,, 5 o 1666..., 
1,5 150 150 

mas o quociente da divisão euclidiana no conjunto dos números naturais eo quociente 

da divisão no conjunto dos racionais podem não ser o mesmo número. 

: ta Sinal. 
— Uma leitora de Minas Gerais nos pergunta como explicar a seguinte “igual 

dade”: 

(=D:(-1) = 1 = 1 . eai 

(D(-1D) = V-=I.vV-I = é =- 

RPM: Na verdade, existem duas definições envolvidas no problema: 

12) A raiz quadrada de um número real, quando estamos trabalhando no conjunto 

2) ao curado de um número complexo, quando estamos trabalhando no con- 

junto dos números complexos. 

À primeira definição é: . 

A raiz quadrada de um número real a, a >0, é o número real 

positivo x, talque 2? =e. Em símbolos: 

Vi=z 4 t=q e z>0. 

E, ao escrevermos Vab = va VD, fica subentendido que a >0 e 620. 

A segunda definição é: 

m número complexo z = a+bi éo conjunto de todos 
A raiz quadrada de u (er di) =a+ bi. 
os números complexos e+di tais que 

“ . 2 — —+ 2 =-l. 

Assim, V-1 = (i, —i), porque É = ( 3 A , 

e lV=(-1)=l. 
Analogamente, Vl = (1, —1), porgu JF = —. 

No conjunto dos números complexos, “produtos” indicados por V-1.v-1 = 

(Li, —1) . (é, —1)) precisam ser definidos. 
ma di 9 

Por que definições diferentes! o, = 

No conjunto dos números reais, se « > 0, a equação vi =a tem duas raízes: 

uma é positiva e a outra é negativa, ficando fácil caracterizar uma delas, como é 

feito na definição, em JR, de va. . , 

Acontece que, no conjunto dos números complexos, não se pode falar em “posi 

tivo” a “pe ivo”. Na RPM 2, p. 9, na seção Conceitos e con trovérsias, encontra-se 

a erguntas “243 ou 3+2i: qual destes números é o maior?”. À resposta 

(nenhum dos dois) contém uma clara demonstração do seguinte fato: O corpo dos 

ú ã denado. números complexos não pode ser or o o 

Assim, no conjunto dos números complexos, não existe o conceito de “positivo” 

ou “negativo” e torna-se conveniente definir /z como sendo o conjunto de números 

cujo quadrado é z. 
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Cartas do leitor 

  

Correspondência: 

RPM -— Cartas do leitor 

Caixa Postal 20570 

01452-990 São Paulo, SP 

  

* À ordem dos fatores 

Recebemos carta de uma diretora de escola, dando-nos conta de uma dúvida levantada por professores de Matemática da 5º série quanto à nomenclatura utilizada na multiplicação: em 3x4, qualéo multiplicando e qual o multiplicador? 
RPM: A multiplicação de números (naturais, inteiros, racionais ou reais) é comutativa, ou seja, tanto faz calcular 3x4 quan to 4x3. Daí a vantagem de 

sem fazer distinção na ordem 
tiplicação o papel de cada um 
um como multiplicando e outro 

mplo, calcular à mão o produto 

dos fatores é diferente, daí a necessidade de escolher como multiplicador. Quando se pretende, por exe: 6789 x 101, a ordem dos fatores pode facilitar ou 

distintas, sem que isso represente erro. No cál exemplo, essa escolha é indiferente. Só uma introdução feita ao assunto, a colega apresent, usa material e desenhos para ilustrar a multipli simplificação da adição de parcelas iguais. Ne subconjunto e conjuntos equipotentes. Esses professores, mas usá- 
desenvolvimento de t 
bois (RPM 7, p. 32) 

a alguns passos, em que o professor 
cação de números naturais como uma 
ssa apresentação aparecem os termos 
termos podem Ser usados entre nós, 
erter a ordem natural e histórica do 
aqui o artigo A carroça na frente dos 

los com as crianças é inv 
ais conceitos. Lembramos 

e Mudança na Coordenação do SPEC 
Escreve-nos a Professora, Clélia Maria 

decisão, por motivos de ordem pessoal 
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informações de malversação de dinheiro público, cabe uma nota de recontecinenio 

a esse programa, que vem localizando e apoiando equipes ie a a RO 

do ensino de Ciências e Matemática em nosso país. Temos ti oa o dedicação, 

na liberação de verbas, por falta delas, mas contamos sempr 

eficiência e sugestões construtivas da coordenação do programa. 

e O leitor sugere 

- Interior e Exterior. mais 

O colega Wyrken Paim da Costa, de Assis, SP, sugere que à or a, seja 

números por ano, ainda que com menor número de páginas é, se » ' o e coma 

distribuída em bancas. Pede ainda que o comitê ga no o cora informações 

inovações que estejam ocorrendo por lá, e do interior e São y 
sobre cursós de aperfeiçoamento em Matemática. Ka, mas por ora 

RPM: Os quatro números por ano continuam sento nossa nua mo aa 

temos problemas financeiros, e teríamos ainda. aqueles gas dé informações, temos 

trativa e talvez mesmo falta de artigos. Quanto ê a licitação tos De 

Dio as de Os ninar aÊ Colegas que coordenam cursos de aperfeiçoamento 

ode o o Cecãa o que vai por aí para divulgá-los. O problema é ques precis: ? 

ser com grande antecedência. Quanto às inovações do exterior, demos ce a o 

nando de estágios em universidades estrangeiras e elos Os dor essas notícias. 
que viram por lá e que interesse aos nossos leitores. Esp 

áti éries do nível Funda- 
— Novamente História da Matemática, a sala de aula e as 5 

O estos 
à poucos meses 

O colega Jorge Melhado, de São Paulo, SP, conheceu Mo meses 

i com o fato de haver uma re ê ps 

proces io sorendisagem da Matemática. Sugere que sejam. pai decades 

etigos Sobre a História da Matemática, em que sejam con dos ds o ortas, 

matemáticos suas inspirações, suas motivações e ap cas a tato abordados 

Ss ainda que haja mais detalhes dos assuntos caes a Calçado, ES, 

numa linguagem mais fácil. A colega Tracilda Viana. lcgrafio US Pora 

do encontrou a RPM na a para o 

Magiotêi seu Estado. Na carta em que nos fala sobre isso, pngere à Publicação 

doía antes ligados à prática da sala de aula. E a colega e Fátima da 

Sã a P or e Nova Friburgo, RJ, pede a inclusão de atividades relac: 
ilva Pereira, 

assuntos da 5% a 8? séries, com sugestões de abordagem em ceu entre 

autores que nos lêem, escrevam à respeito! rem a e 
RPM: Professores mos os fatos históricos que caibam em artigos la evist 

tanto, que são pouquia is motivações de grandes matemáticos. 0 entendimento e 
com descrição de poss Vo de exponha todo o contexto da época. Felizmente as edito- 

tals motivações ado! ara a necessidade de publicar livros de História da Matemática 
r então ao Sendo traduzidos, onde, então, pode ser feita uma análise mais 
e alguns 

longa dos fatos e das circunstâncias em que eles se deram. 
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o O leitor critica 

— Vazamento de barris ... e de hipóteses. 

Abílio José Cardoso, de São José dos Campos, SP, professor de Física que lê 
sempre a RPM de um colega professor de Matemática, faz algumas observações ao 
enunciado do probleminha sobre o escoamento de vinho (RPM 24, p. 52). Observa 
que, num vazamento, a vazão não é, em geral, constante, dependendo, por exemplo, 
da diferença de cotas entre a superfície livre e o local de escoamento. Essa idéia é 
intuitiva e pode ser observada no funcionamento de uma talha tradicional de água: 

condição de físico, lembra que, 
abstrato com uma “roupa” c 
todas as informações. 
começar a resolução de um problema dizendo seria o professor usar tais restrições implicitam 

embora seja louvável a idéia de “vestir” um problema 
oncreta, é necessário o devido cuidado para fornecer 

Pois para um aluno soa como “traição” ouvir o professor 
“devemos supor que...”. Pior ainda 
ente, sem declará-las. 

RPM. Mais uma vez, agradecemos a atenção e observações tão pertinentes. 
= Cosseno ou co-seno? 

O col a cotar e EO one de Araçatuba, SP, corrige a RPM, que escreveu 
Rm 1 Pe e seguintes invé: dicionário do Aurélio. E ) ao invés de co-seno. O colega se ampara no 

RPM: Seo colega for um Pouquinho mais adi lavra cosseno, como variante de co-. 
de Koogan e Houaiss, aparece so 
um ângulo), como prefere o coleg 

ante no Aurélio, vai encontrar a pa- seno. No entanto, na Tecém-editada Enciclopédia mente a forma co-seno (seno do complemento de a. Coisas da nossa língua! 

º Ponto de encontro 

— Soluções para os desafios dos dominós 
O colega André Luís Parrei ra, de São Joã pas 

para cada um dos desafios da RPM São Del-Rei, MG, envia uma solução PM 24, p. 31, sem descart e ar a existência de outras. 
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Aqui vão elas: 
  

  

  
  

  

  

    
          

  

  

  
                                      

[1:6]1:1/0]4 

0:0[3:2] [2[4[1[3] [4:4/2/0] [6:2 SEIO 

WE ER MM PA Ep E ER Sl 

Eloa a [5:3) [1[3[2[4] [orolz:2 DE 

E) agua 2 | | 4] LS es 3: 1] 

E 
1:0/4:2 3/3] 

(1) (2) (3) (4) 

— O Magicálculo 

À ina do Valle, de Curitib Te c a 

23 Ns e Qualquer número de 3 dígitos acrescidos dos mesm 

3 P- , da segu e te é igual ao produto de 

3 digitos, nã mesma ordem, dá um número de 8 MESA 3 4ggt, o número de 6 EO: ei 3 dígitos. Sendo E A ígitos. 

ds Dis 7 é 11 x 13 dá o número original de 3 dígitos 
ígitos di 

a, PR, responde à questão da RPM 

o Estas nossas crianças... 

os nossa colega Nilda 
E filhi 

scoberta feita por sua rem plotela 

A le faz o seguinte: para calcular SRqo nro 
construir a tabual , i i é o quanto Igarismo das unidades é 

faz 5-1. obtendo o algarismo das dese ca a A 
dao Com 

de 

j gi = ? 
.. 

. 

e 
ue participou por cinco 

no dera po ERR a multiplicação. A qe ro aa 

duas subtraç 
neta 

o 

da Ê áti modo a fazê-la descobrir 

Ea 
o os ensinamentos matemáticos de E SCANS pela 

passou para a filhin de chegada. Ela considera que o in Ras Re 

DRE q Rea pe um incentivo a professores das séries 

sua filhinha pode serv 

procedam da mesma for 

Helena Mendes Evangelista Amora, de Nova 
áli . Para 

Escreve-n nha Natália, de 8 anos Pa 

ma. 
i i es, a briu nesses casos particulares, 

áli s 8 anos, desco 
a Natália, ao RPM: Com efeito, 

identidade algébrica: 9x = (v— 1)10+ [9 — (x — DJ. 

ímulo ] g a e Palavras de Rae é de Computação e Matemática da Universidade de 
— Q aluno de En 

Unidos, Marcelo de Castro Guimarães, escreve-nos de asi 

ntando que seu professor de Análise, conhecedor de espanhol, 

Rg a interessou-se pelos artigos, afirmando que não encontrava esse 

folheanão Eu gEtê sante em livros comuns. Marcelo resolveu, então, traduzir 

tipodepnanoo E ara o inglês e distribuir cópias entre seus professores de 

aleune as a Diz ele que foi um “sucesso total”: todos os artigos 

a aram comentados em sala de aula, 

i fo Dutra, MG, afirma que usa a 
ne Martins Duarte, de Astol » MG, que ' 

to Soa preparo de aulas, esclarecimento de dúvidas e atualização nos 

Kansas, nos Estados 

RPM para consultas, 

Á 
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conteúdos. Não conseguiu ainda receber a Revista ( por quê?), mas usa a de uma 
colega. 

— Eduardo Grígolo, de Jundiaí, SP, pede que não deixemos de publicar a RPM, 
ainda que seja preciso provocar um “rebu” nacional, convocar uma “CPI” ... 

- O colega Victor Emanuel Corrêa Lima, do Rio de Janeiro, RJ, lê a RPM há doze anos, o que já se tornou um hábito. Confir 
da RPM 24. 

RPM: À equipe que trabalha 
agradece estas e outras manifestaçõ 
balho dessa equipe se a Revistan 

ma as frases de apoio da página 3 

para que a Revista chegue às mãos do professor 
es dos seus leitores. De nada adiantará todo o tra- 

ão for realmente utilizada pelos leitores-professores. 

º Um problema de precisão 
O colega Marcos Samy Silva, de Curitiba, PR, seguinte “problema”, para a necessidade de trabalhar alunos: Na figura ao lado, calcule tg 35º. 
O aluno percebe que alguma coisa não vai A bem quando compara o resultado tg 35º = T/9 = 0,777... como da tabela ou aquele 6 obtido numa calculadora, tg 35º = 0.7002.... 7 Com efeito, se o estudante desenhar em escala um triângulo retângulo de catetos Te9, vaien- 

Nisa contrar um ângulo de aproximadamente 38º B e não 35º, como foi sugerido no enunciado do problema. 

chama a atenção, através do 
o estudo de escalas com nossos 

“De fato, sempre presentes em noss ivi idia- nas, mas não têm sido muito trabalh 
Wii o Soho * Existiu o ano 0? 

O colega Nilton Miguel da Silva, de Duque de Caxi nasceu no ano O ou 1: : Pergunta também mento, suplemento e replemento, e dos al 
RR de Ri é pres Imente 9 ano em que Cristo nasceu. Quatis E n o ano 0 e que Cristo faria 1999 anos no ano 2000. que ao eo e replemento de um ângulo, são alguns nomes tao RO e os, como, por exemplo, no Teorema de Tales em que 

sedia aterais são suplementares. Os exercícios que exigem cálculos ste capítulo tê jeti LES diferentes áreas. Cabe ao rotas o TelivO de trabalhar ào mesmo tempo tópicos de 
los tão “terríveis”! 

as, RJ, pergunta se Cristo 
qual a necessidade do estudo de comple- garismos romanos. 

lssó umive 

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMÁTICA 
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EDIÇÃO TOTALMENTE 
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MUITO, MUITO MAIS 
EXERCÍCIOS 

PRIMOROSA IMPRESSÃO 

EM 4 CORES 

HISTÓRIAS PARA GOSTAR 
BRINDE DE MATEMÁTICA 

PRANCHAS DE 
AA BRINDE apoio PEDAGÓGICO 

ã E HISTÓRIAS, em nova edi- leção MATEMÁTICA CONCEITOS 
| 

Ee É RES pioe Di Piero Netto consolida, mais uma vez, sua posi 

a os mais renomados educadores matemáticos no Brasil. 

    

    
- QNBREZAOS + 
EmisttIAs 

ipi i já ituado padrão 
E mais, p A Editora ae com esta obra, reafirma seu já concei p 

É idade. À | 

na É to : RETNA CONCEITOS E HISTÓRIAS vem, assim, garantir a todo 

outro brinde: professor de matemática a exigência com o que há de melhor em rigor 

Iniciação e aprimoramento pedagógico. 

à Estatística Visite a Casa do Professor, | 
em São Paulo nm 

Rua Fagundes, 121 - Liberdade ultra Ecipibna 

CEP 01508-030 - Fone (011) 239-1700



  

  

  

  
   

  

    

CONTEÚDO 

Números muito grandes, Geraldo Ávila 

O que vai por aí 

Semelhança, Pizzas e Chopes, Eduardo Wagner 
História e histórias y 

A solução de Tartaglia para a equação do terceiro grau, César Polcino Milies 

Dos nossos alunos 
Uma solução das equações do 3º e 4º graus, 
Carlos Gustavo T. de A. Moreira 
De grão em grão ..., Rosalina B. deM. Miranda ... - e para nossos alunos 
Brincando com a Matemáltica, João Batista da Silva 
Par ou ímpar, Artur Pires Custódio cias re O O O VD 

Como valorizar seus conhecimentos ... 
De olho no mundo 

Currículo de Matemática Para O século XXI a: z Myrtle W. Hsiang & Wu-Yi Hsiang Re pátios ais La Done RA DOR DO o sas iemnieos gas ron 
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