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OBJETIVOS DO ENSINO DA MATEMATICA

2 .
Geraldo Avila
Instituto de Matemaitica e Fisica, UFG
74001-970 Goiinia, GO

INTRODUCAO

Acho que quase todo professor de Matemdtica ji teve a ex-
periéncia de ser questionado por seus alunos sobre a importincia
da Matemdtica e sua utilidade. Eles costumam fazer perguntas deste
tipo:

— Professor, para que serve toda essa Matemitica que estamos
estudando?

— Por que a gente tem de estudar todas essas coisas sobre tf'ié.n-
gulos, polindmios, equagdes, trigonometria? Afinal, de que vai me
adiantar tudo isso na vida?

E o professor freqiientemente se vé em d.iﬁculda.dtis para dar res-
postas satisfatérias. Na verdade, essas perguntas nio te;n mesmo
respostas faceis nem breves. Entdo, como responder a elas?

Nosso objetivo, neste artigo, é o de abordar esse tem:em, procu-
rando ajudar o professor, primeiro, a bem entender toda a riqueza (-la.
Matemdtica e seu verdadeiro papel na formagdo do aluno;‘eZ depois,
como lidar com essas perguntas sobre o porqué da Matemaitica.

JUSTIFICATIVAS PARCIAIS

As razdes mais freqilentemente mencionadas para justificar o en-
sino da Matematica sdo as seguintes:

12) A Matematica € necessiria em atividades priticas que envolvem
aspectos quantitativos da realidade.
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2*) A Matemitica é importante porque desenvolve o raciocinio 16- sinénimo de “facil”. H4 muitas verdades profundas e dificeis que sdo
gico. apreendidas pela intuigdo.

A intuigio é, na verdade, uma faculdade mental mais poderosa
que o proprio raciocinio. E através dela que ocorrem as grandes
criagdes do homem, nas artes, na filosofia-e nas ciéncias. HENRI
POINCARE (1854-1912), um dos mais eminentes matemdticos dos
iltimos 150 anos, testemunhou bem isso, num artigo que escreveu so-
bre Criagdo Matemdtica, onde ele conta varias de suas experiéncias
como pesquisador. Uma dessas experiéncias ocorreu em suas ten-
tativas de demonstrar um certo teorema. Depois de vérios dias de
trabalho sem sucesso, interrompeu suas pesquisas para fazer uma ex-
cursao geoldgica com virias outras pessoas. Foi como se estivesse
tirando umas férias da Matemaitica, passando dias distraido com ou-
tras coisas. Num dos momentos da viagem, segundo ele conta, veio-
lhe & mente, assim de siibito, a idéia de utilizar, na demonstracio
de seu teorema, certos recursos matemdticos que ele j3 havia em-
pregado tempos antes numa outra situagdo. E ao voltar para casa,
! examinando detidamente essa idéia, péde verificar que ela era real-

Essas razdes, embora legitimas, ndo sio a justificativa mais im-
porta:nte para o ensino da Matemdtica. A primeira delas, por exem-
plo, é praticamente irrelevante Para uma pessoa interessada em es-
tudos na 4rea de humanidades. De fato, basta um conhecimento
eleme‘ntaf' de operagdes com nimeros para atender razoavelmente
bem as diversas necessidades do dia-a-dia. Aligs, ironicamente até, o
avango tecnoldgico criou uma situagio curiosa: hoje em dia o cidaddo
comum necessita de menos Matemsitica — pelo menos no que diz res-
peito a “calculos com niimeros” — do que décadas atris, quando nao

dispinhamos, como hoje, desses instrumentos tio eficazes, que sao
as calculadoras de bolso.

Co.mo se V€, as técnicas matemiticas de que necessitamos em
nosso dia-a-dia sdo tdo modestas que podem ser plenamente atendidas
no ensino das primeiras 5 ou 6 séries do 19 grau. Por que, entdo,
ensinar Matemadtica até a dltima série do 29 grau? Serd que a s,egunda
das razbes acima citada justifica esse ensino? A nosso ver, ela também

é insuficiente, e vamos explicar por qué. mente a chave da solucio que procurava. A “idéia”, de fato, tinha
7 seu “mérito”.
AS VARIAS FACES DO PENSAMENTO MATEMATICO Idéias sdo coisas que nos vém por intuigio. Uma idéia nio se

deduz, “se intui”. ALBERT EINSTEIN (1879-1955) concebeu sua Teo-

A idéia de que o pensamento matemitico se reduz a seus a a da
z y . . - * ryl + =
seus as ria da Relatividade com base na idéia da relatividade do espago e

pectos légico-dedutivos — uma idéia muito difundida, mesmo entre s : o e T ;.
professores de Matemdtica — é incompleta e exclui 0 que h4 de maijs tempo, idéia essa que lhe veio por intuigéo, ndo por dedugio. Exem-

rico nos processos de invengio e descoberta nesse dominio do conhe- » plos como esse e 0 de Poincaré existem em abundincia na Histéria
cimento. A verdade é que o pensamento matematico vai muito além da Ciéncia, nao apenas em Matemadtica ou em ciéncias exatas.

do raciocinio légico. : ! Em Matemitica, particularmente, é muito comum um pesquisa-
dor, em conversa com colegas, tecer comentirios sobre algum resul-
tado novo que ele acredita ser verdadeiro, embora nio disponha ainda,
de uma demonstragio. Q pesquisador, com sua experiéncia e fami-
liaridade em determinada 4rea de investigagio, valendo-se das varias
modalidades do raciocinio (indugdo, analogia de uma situagio com
outra, argumentos de plausibilidade) e da intuigdo, é levado a suspei-

Em seus aspectos mais criativos, a Matemadtica estd ligada
muito mais a intuicdo e & imaginacdo do que ao raciocinio
légico-dedutivo, como procuramos explicar a seguir.

A intuigdo é a faculdade mental que nos permite obter o conhe- tar da validade de um novo resultado ou teorema. A demonstragio,
cimento de maneira direta, sem a interveniéncia do raciocinio. Os em geral, é a etapa final, que completa o trabalho de investigacio.
matematicos freqiientemente referem-se a algum fato como “intui- | E muitas vezes, por ndo conseguir encontrar uma demonstracio, o
tivo”, querendo com isso dizer que se trata de algo cuja veracidade f teorema, tendo ji adquirido credibilidade na comunidade matems-

|

é facilmente reconhecivel. Mas é bom lembrar que “intuitivo™ nao é tica, impde-se com o nome de “conjectura”, “hipGtese” ou mesmo
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“teorema”. Ha i 41 :
ou seja, resullt{af,‘d;]s:3 F:if;ld;a;;s dC:;ll.Le:;;I:(f oy matemét'ica’
acreditam serem verdadeiros. D os, EaEs gre S ma.tematl.cos
turas é demonstrada, geral . Dt vz aon glanii Uva CEEE o
se torna, entio, ba.st;.fte: E::;?l‘lalﬁ:?dio;n?gum mptemaiicd Jo Q‘fe
famosas : C re seus pares. Uma das mais
conjecturas pendentes é a chamada “Hi Gtese de Riemann”
ic:lm;leaciia. p(:}o m’a,tema'.tico alemio BERNARD R.Il;MANN ( 1826-1856)
o Fo & ‘:S o século passado; outra é o chamado iltimo teorema
rmat (veja RPM 18, p. 14), de formulagio muito si les, mas
que vem desafiando os matematicos e o’sunp =
s por mais de trés séculos, € que,
nos .ultlrnos anos, vem sendo resolvida no contexto de uma’ ampla
teoria pertencente a duas importantes e dificeis disciplinas matemd-
a Teoria dos Niimeros e a Geometria Algébrica. Dizemos “vem
orque, de fato, varias vezes a solugéo foi anunciada
da, revelar falhas. O “teorema” parece finalmente
o momento em que escrevemos, estd ainda sob

alistas.
ostram o guanto de riqueza existe noO pen-
além de seus aspectos 16gico-dedutivos-
s tao importantes na invengdo
e concebe um quadro, para
ou para o misico em suas

ticas,
sendo resolvida” p
para, logo em segui
demonstrado, mas,
verificagdo dos especi
Essas consideragoes m
ento matematico para
Imaginagao € intuigdo 580 instrumento
matematica como o sao para o pintor qu
scritor que planeja uma obra literdria

icas.
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ca é justificado, em larga

es processos de criatividade que ele
excelentes oportunidades de exer-

tuais. Mas
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Certamente que o
ela riquez2 do
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volver suas faculda
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des intelec

abébada cel s ,
este é b G
tadas? Por que ¢ :ma, fronteira dltima, com as estrelas nela j
deslocam erra.tiCamz:iO?a.lguns corpos celestes — os Plane ta. incrus-
Como explicar Has O que existe para além d € as — se
os movimentos do, Sol e da Lua? essa abébada?

Perguntas
como essas cert
. amente at
mano por muitos milénios, : atormentara ii
mil 5 T} © &
garam a ser respondi?iI::S’eaze que, a partir do século VI : I();nt?) -
o om muit 0 come
maticas simples d ’ 05UCSERG; Ea idéi
" . Foram
lidade que permjtir:fxlln :ihanga.de figuras geométricas e ;S:Ias vy
o tamanho da Terra (vej § astronomos, ji no século III a.C POZ;IOH&-
e eja nosso artigo na RPM 1), d S 1., calcular
ue s 9 20
hade problema.sqmudz :n::;tl;ajm esses astros da 'ferra E :sdo?ul“_‘a.
ic idéi ’ 20
do mun do em que vivia. mente a idéia do homem a reSpegito

As idéias de COPE
OPERNICO
solar, bem com , GALILEU e KEPLER _
nETEm, 16 Séculcc,; c}’?‘gados de observagio de TYCHos;];m o sistema
! .
dava ao homem um nIO’VCOm a teoria da gravitacio de D?:I“i’ culmi-
do universo. Os desen (1) e poderoso instrumento de inte Satas
os trabalhos de LAPLAEO vimentos que se seguiram SObretrp(rietagao
de PITAGORAS de que CE (1749-1827), iriam YESERLAF 5 retudo com
fenémenos”, pois fica 0 nimero ¢ a chave para a com 1ga idéia
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cepgoes filosdficas dessa, época. 111, portanto, nas

Idéias sobre a :
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solu¢so dos problemas. rumental matemético estf na base da
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Até mesmo em virios do
uma influéncia substancial e
tura, na Pintura e na Misic

Na Pintura, Particularmente, foi gracas a idéias matematicas
de paralelismo e Projecdo que os pintores da Renascenga criaram a

ciéncia dz:\. Perspectiva, que lhes tornou possivel retratar em suas telas
uma realidade marcada Por intenso humanismeo,

minios da Arte, a Matematica tem tido

direta, como na Arquitetura, na Escul-
a.

. - Mas foi s6 no século XVIII que 2

teoria i ectlo 1

reor®s .musma..l encontrou baseg S€guras para se estruturar cientifica-
€nte; e aqui, novamente, foram

idéias matemsticas u iti
; Ovament, e permitiram
uma interpretagio cientifica dos fendmenos S0Noros ner

realizadas, ha pouco mais de seis d
estabelecem ser inalcang4
Matemitica de forma 3 garantir
sam ser testadas como verdadeir

i & .. Em outr
edificio matem4tico, como resultado do trabalhe hum:i Pal:_a-.Vras, o
nem pode ter, garantida sua consisténcija, oniDug e,

o conhecimento humano, j4 que a Ma.temzit{:.oésed::ﬁtete em t?do
tamente, instrumento do qual dependem, para Sl,la. ore > ou l?d“e-
demais ciéncias, como a Fisica, a Quimica, a Biolo -g: mzaéa.o, a3
logia, etc. Em conseqiiéncia, todo o con fns’t::ﬁd Osm;}-
homem est4 necessariamente marcado pelas limitagges gy Pl'ép:i :tie o
telectualidade. E é o préprio conhecimento humano que revelp, ess:.;
limitacdes. Em outras palavras, o homem descobre

seu intelecto, através do exercicio desse mesmo intel

oposigGes pos-

hecimento ¢

as limitacses de
ecto!

Esse ra.pu’i.o apanhad?.de varios exemplos serve para mostrar o
quanto as “idéias matemdticas” tém estado presentes na construgio
de todo o edificio do conhecimento, influindo também, de maneira

profunda e marcante, nas préprias concepgoes filoséficas do homem
diante de sua existéncia e do mundo em que vive,

JUSTIFICATIVAS E OBJETIVOS DO ENSINO DA MATEMATICA

Tendo em conta essas virias consideragdes, vemos que o ensino
da Matemdtica tem justificativas mais amplas e abrangentes que ape-

SGCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

nas aquelas duas citadas no inicio deste artigo. Cremos poder assim
sintetizar essas justificativas e objetivos que o ensino deve atingir:

A Matemadtica deve ser ensinada nas escolas porque é parte
substancial de todo o patriménio cognitivo da Humanidade.
Se o curriculo escolar deve levar 2 uma boa formacdo hu-
manistica, entio o ensino da Matemdtica é indispensdvel
para que essa formagdo seja completa.

O ensino da Matemadtica se justifica ainda pelos elemen-
tos enriquecedores do pensamento matematico na formai_;zi.o
intelectual do aluno, seja pela exatidizo do pensamento 16gi-
co-demonstrativo que ela exibe, seja pelo exercicio criativo
da intui¢do, da imaginagao e dos raciocinios por indugio e
analogia.

O ensino da Matematica é também importante para do-
tar o aluno do instrumental necessirio no estudo das outras
ciéncias e capacitd-lo no trato das atividades priticas que
envolvem aspectos guantitativos da realidade.

E claro que uma pessoa pode prescindir de conhecimento mate-
mético e mesmo assim ser um grande ator, escritor, estadista, enfim,
um profissional realizado em muitos dominios do conheciment.o. Mfts
certamente seus horizontes culturais serio mais restritos. A :s:tua.ga.o
é andloga a de uma pessoa que, mesmo possuindo competéncw: mate-
mética, tenha poucos conhecimentos humanisticos; seus horizontes
culturais também serdo mais limitados.

ENSINO ORGANICO E INTEGRADO

Para atingir plenamente seus objetivos, o ensino da Matemdtica
deve ser feito de maneira a atender a certos requisitos basicos, que
enumeramos a seguir:

1) O ensino deve sempre enfatizar as idéias da Matemdtica e seu
papel no desenvolvimento da disciplina.

2) Os diferentes tépicos da Matemidtica devem ser tratados de ma-
neira a exibir sua interdependéncia e organicidade.

3) O ensino da Matemadtica deve ser feito de maneira bem articulada
com o ensino de outras ciéncias, sobretudo a Fisica.

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA 27, 1995 7




EM CLASSE

Neste ponto voltamos & questio inicial, que motivou todo este

artigo: como deve o professor lidar com ag perguntas dos alunos sobre
a relevancia da Matemdtica?

Dissemos, no inicio, que essas perguntas nio tém respostas ficeis
nem breves, O ideal é que o ensino proceda de maneira a justificar, a
cada passo, a relevancia daquilo que se ensina. Cada novo tdpico a ser
tratado deve ser devidamente motivado, o que pode ser feito com 2
formulaggo de problemas praticos interessantes; oy Pequenas histérias
que ajudem a despertar a curiosidade dos alupos (veja, por exemplo,
RPM 25, pp. 10 a 14); ou, ainda, estimulando a pa.rt,icipagéo ativa

dos a.lun?s (veja, por exemplo, a RPM 2e, PP. 8 a 11). Mas isso nem

sempre € possivel, pois h4 questges Puramente tedricas, que exibem
] 1 aquela de provar que existem infin: i

primos (RPM 19, pp. 26 a 28); entg.o é preci::) lli?-ngc::iilclll;gl;rgz

fazer uma boa exposigio, de preferéncia que nio dure muito tempo,
Para cativar e manter os alunos atentos, Nos casos que envolvem
demonstragdes, é de suma importéncia ressaltar as idéias envolvidas
pois sdo elas que despertario o interesse do aluno, E esse lti ;
exemplo que citamos, da RPM 18, jlustra muito bem esse ponto e

resse pela disciplina.
Assim procedendo, o professor se antecipa as perguntas do aluno
sobre a relevancia da Matemitica;

o aluno nem terg necessidade de
fazé-las. Alids, se faz tais perguntas com certa fregiiéncia, isso jAé,em

si, um sintoma. de que algo deve ser feito para motivar o aluno. Talvez
o ensino esteja se desenvolvendo muito abstratamente, sem exibir a
relevancia dos conceitos introduzides. E o que pode acontecer, por
exemplo, com o ensino de fungGes a partir do produto cartesiano de
conjuntos, seguido de relagdes, a fungio sendo definida como um tipo
particular de relagio; depois fungdes injetoras, sobrejetoras, bi jetoras

etc. E natural que o aluno pergunte: — Mas para que tudo isso",
E ele tem razio. Aqui o professor dey :

Mas nunca deve deixar essas perguntas s

. . €m respostas ou descarts-las
como 1mpertinentes oy extemporaneas.

8
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E, se ndo estiver preparado para uma resposta s.atisfatéfia —
o que acontece até mesmo com as pes.?oas mais e.x;’ae:nentes
—, o certo é dar alguma resposta parcial ou provzsona,‘fem
rodeios ou evasivas, por exemplo, dizendo ao a}luno: vou
pensar mais nesse assunto” ou “vou procurar mais elementos
para melhor esclarecer sua curiosidade”.

Nao qpeira também o professor apresentar to'das as justiﬁcatit.ras
e motivagoes do ensino da Matemdtica de uma SG vez, nem des;:e;]a,r
sobre os alunos todas as histérias sobre a relagio da Matemdtica
com outras ciéncias. Tudo deve ser feito aos poucos, em pequenas
doses. O ideal é que o professor esteja sempre preparado com algumas
historinhas e exemplos de aplicagbes para serem apresentados nos
momentos mais oportunos.

E é importante que as aplicagoes sejam interessantes e sem artifi-
cialismos. Assim, calcular o tamanho da,. Terfa, como fez Er:l.tosfen?s
na antiguidade, certamente é uma aphca,.gao de Eﬁram er (:.Van;;;?
que, devidamente apresentada, hd de n'lcftlvar os alunos e es :;mu
seu interesse e admiragio pela Matemdtica. Indo a outro ex {-zm;,
seria contraprodutivo propor o problema de calcular a quanti ade
de tecido necessaria para fazer uma toalha na fo-rma._de um trapézio
de bases 180 e 240 centimetros e altura 120, pm’s nio se costumam
fazer toalhas assim... Melhor seria calcular a drea de um terreno
com a mesma forma trapezoidal (trocando ce}ntlmetros p?r. metros,
evidentemente); ou, simplesmente, ca.lcula.r.a area do tra.piazm.

Embora motivagio e aplicagbes sejam ’n:nport-antes, nio se.poge
ir 2 extremos, querendo que toda a I\/{a.tematlca slti:z_]a. s:em;;re enslaxlla z
com aplicagdes. A apresentagdo i;requente de ap icagbes eva.t::; y :lle
a adquirir entusiasmo e admiragao pela M’a.tiema,tlca, a P{)m de se
interessar por questdes puramente ;rlia:t:ﬁi.:;:,nc;u; :i\ud :.;n ;pellg

interessantes, como as que , PP-
:u2§?t:1i ;,n:ie; disté.nci,a Rio-Séo lf'aulo .(RPI'VI 22, pp. 1 a 3)f, 56 pa;.ra
mencionar algumas dentre as muitas discutidas nos varios fasciculos
da RPM. : '

Para concluir, deve-se ter sempre em mente que nenhuma.drece:ta.
sobre ensino pode ter sucesso &€ fa.l'tar ao .professor amor ed evota-
mento & profissio, e um esforco contmua.do'd.e sempre ae;ill-len er ?ms
e aprimorar seus conhecimentos de Matemadtica para melhor motivar
e despertar o interesse de seus alunos.
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CAIXA ECONOMICA

Ernesto Rosa Neto
530 Paulo - SP

No dia 17/12/91 paguei uma divida
pos dificeis. .., precisei fazer uma.
fui obrigado a esperar 2 compens
Porém, nao pude ir em seguida:
estacionamento. ..chegaram as fé
tei no dia 12/04/92.

O caixa fez as contas e me cobrou o equivalente 3 quase metade
do valor guardado. Quase caf de costas. Nio tinha COmo pagar —
aquilo era um absurdo — e as jéias nem eram minhas. Pedi que
refizesse as contas, era mesmo aquele disparate.

que fizera na CEF. Tem-
penhora. Como Paguei em cheque,
acdo, para depois retirar os valores.
sem tfampo, av. Paulista, transito,
Iias, viajei. .., fui deixando e 14 vol-

Pedi que me mostrasse as contas. Foi assim (em moeda da
época):

Avaliagao das jéias ...... T T T — +o.... 8 690.000,00
n? de dias de 20/12/91 até 12/04/92 ................ cere. 114
taxa de permanéncia ..... R4 § 6 - anmvsesgrs $5 1 SUEEEA - 0,003334

$690.000 x 114 x 0,003334 = $262.000,00.

Fui 2 um canto pensar preocupado. Conversei com outras pes-
soas:
— E isso mesmo! Paguei um absurdo

_ _ Para guardar uns poucos
dias, disse-me um senhor.

10 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Mas af fiquei mais calmo, comecei a pensar. A ﬁni::a. vallia’.v?l éo
nimero de dias, entdo, como foi feito, o valor a pagar é funcéo llqeaf
do ndmero de dias — mas a inflagio é exponencial. Caramba! E sé
esperar... ' .

Voltei ao caixa e perguntei se podia deixar para retlfa.r outro dia.
O caixa disse-me que poderia deixar até cinco anos, s6 que o valor
iria sempre aumentar. Vi o canto da sua boca se mexer como com
sarcasmo, mas talvez estivesse mesmo apenas querendo me avisar que
o valor aumentaria cada vez mais, todo o dia. o

Sabe de uma coisa? O melhor lugar para guardar jéias é na CEF.
Fui embora! .

No dia 12/08/94, quase trés anos depois, telefona,ra,gl-me ge:
dindo que retirasse as jéias porque as normas estavam senco m;l : :1
das. Mesmo sabendo que as mudangas (}e c.ontra.to’ nio temle eito
retroativo, mas considerando que a inﬂ_a.gao tinha caa;i: naquel ;‘121':;
mento de vésperas de eleigdo, fui & Caixa em 15/08/94 e o cai
as contas:

Avaliacio das jdias ........ iusw / rcsnsannes. » & § § & SO $ 690.0009,{8]2
n? de dias de 20/12/91 até 15/08/94 ....ovvvernnennnnnns

Sy ————— ,003334
taxa de permanéncia ...... S—— § 448 wme 0,003

$690.000 x 985 x 0,003334 = $2.270.031,00.
Isso em moeda de 1991. Para fazer a cOnversao para reais era
preciso cortar 3 zeros e dividir por 2.750:
$2.270,03 + 2.750 = $0,83.
Oitenta e trés centavos! Paguei, peguei tas‘ jéiazszs fu; iﬁ:‘;ﬁ;ﬁ
és m
A Caixa cobrava 40% para guardar uns tr

para guardar durante trés anos. . .
Sim, senhor! Quem sera que Criou €ssa sistematica’

Ernesto Rosa Neto é professor de_ ?ri.tica de I':nsin‘o
da Matemitica e de Histéria da (?lenaa. na Un-nr?rs;-
dade Mackenzie, trabalhando na lll.lll?- f:onsl.mtmst,a_"
£ autor de livros diddticos e paradiddticos e de rotei-
ros de video e multimidea.
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NR. A experiéncia vivida pelo colega Ernesto Rosa Neto (acreditem,
isso aconteceu mesmo com ele) é um exemplo curioso e interessante
das distorgdes provocadas pelo processo inflaciongrio. Achamos im-
portante destacar alguns pontos que permitem uma melhor compre-

ensio do que ocorreu durante o perfodo em que a CEF guardou as
joias do professor Ernesto.

1) Sem divida o aspecto mais importante do problema é o fato de
que, embora a divida aumentasse todos og dias, sobre o total da
divida nio incidiam nem juros, nem corregao, nem qualquer tipo
de encargo financeiro,

2) A taxa de aproximadamente 10% a0 més permaneceu inalterada
durante um perfodo em que a inflagio mais fregiiente era de 40
a 50% ao més. Além disso, o Principal que servia de base para o

f:é,_lc.ul.o da taxa diria também Permaneceu fixo nos $690.000,00
Iniciais. Em agosto de 1994,

Concluindo, o sistema
vordvel para a CEF por pr
nosso colega levoy um gran
tirar as jéias. A Questdo
sistema, mas, sim

foi criadp Para funcionar de modo fa-
azos curtos. Tanto isso & verdade que
Timeira vez que tentou re-
¢ perguntar quem criou ©
¢ fosse usado para prazos

de susto na p
» Portanto, nio

dislintos,

12

SOCIEDADE BRASILETRA DE MATEMATICH

o
e

DEMONSTRACOES VISUAIS

' José Paulo Q. Carneiro

Rio de Janeiro, RJ

ALGUMAS DEMONSTRAGCOES VISUAIS

Cada professor tem a sua demonstragio favorita da.s'imp?rta.ntes
férmulas de sen(a+d) e cos(a+bd). Dequalquer forma, é sabido que,
deduzida uma delas, as outras podem ser obtidas por complemento:
suplemento, etc. Uma das mais simples. e répida.§ que conhego é
uma demonstragio “visual”, que se baseia, em primeiro lugar, na
conhecida férmula:

a=bcosC+ccosB (1} A

onde @, b, ¢, A, B, C sdoosladose
angulos respectivos de um triangulo.

Essa férmula pode ser visualizada
facilmente e diz apenas que o lado a

¢ a soma (ou a diferenga, se B ou C’ .
for obtuso) das projegdes ortogonais

dos lados b e ¢ sobre o prépric &,

como se vé na figura ao lado.

-3
g
1]

Q pm-==~vecaa

Por outro lado, é também bastante conhecida a lei dos senos em
um tridngulo, segundo a qual:
b c
sen A senB senC ’ )
onde R & o raio do circulo circunscrito. Isso decorre imediatamente

da figura na pigina seguinte
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Segue-se de (2) que, num circu- A
lo de disdmetro 1, tem-ge:

d=sen4, etc,

Entgo, Para um tridngulo inscrito R
1esse cfrcu]o,a.férmula. (1) sela:

8N4 = gep B cos C+sen cos B,

w
E como, ﬁna]mente, 0 dngylo
c o2

¢ 0 suplementq g B

o ol
o , Ao — —p 2
5€J2, tm o megpq SENo, obtém-ge , -
célebre f6rmy)

2 jente para
eduzir ¢ cyq, gera] 2 B4C ¢ 180°, o que & suficien

A demg tracio oo \ . ng, em-
Contrads, revis% };:th: ba:f!la-se huma jdéja de S.H. Kung,
1991 Maticg

o de
Magazine, v. 64, n? 2, abril

” AUCHY'SCHWARZ ,
! ) i-
Bualdag, d;nén dlllgasade;,1 Com 5 f6rmy), do cos (A~ B) estia des
Es D VSchwar, 10 plang,
forem Vet

Ortan ;
etores gq 5 esngualda.de afirma que, se (a;b)
190 exceders , . L0, *0t30 o valop abso] : roduto €s¢
rd o Prodyg, de Beus Soluto de sey P

cc'mll"rimentos, ou seja:

3)
Vei® vara (

-

e (:131'

lac 4.4;

Il].llog de n?ffa,r que
€}

Seug cm“PTimen Bual a

2

» Comg

20
] es n
sey 1 . 2088en0 do angulo de dois ve?tfto #
. Prodyte ®calar dividido pelo pro o’
Valop a,bsoluto dtos: ent i 3 idido p o

q
2 *Sigualdade (3 traduz o fato de
pOd&SQ di €85e CQSSEHO = e ( ) radu tro m
i lao C ou 13
deﬁmsio "due, desigual Tapassa 1. Visto de ue

. aq
Inotivadade C08sen, do 3 ade de Cauchy-SchwafZ justlﬁ;a é o
tla férﬂlula ] :gulo de dojs Vetores, que pode t2
Cos(4
12 megy, em°“5tra§~ o4

: 2 olsel
% Tevigy, Tapidg ¢ « . ’ $ devida a v " g
8¢ g ObBErva Sta Citagy, v. 6 Vlgua,]’ de (3.) é devi 094, © baﬁajof
S0 ‘e‘v'idente’; » I 1, fevereiro de 1 - 6
14 " Mada myig que “a obliq o
i1t

N
MATE
SCCIEDADE prosLEIRA DE

que a perpendicular” ~ de que, fixados 05 comprimentos dos lados

de um paralelogramo, sua drea maxima ocorrers, quando ele for um
retangulo.

Considere entao as figuras:

A a cede
Pela observagio inicial, a 4rea da figura da esquerda nio ex
a da direita, isto &;

1 1 2482\l 1 gn,
(a+c)(b+d)$2-§ab+2-§cd+\/a +82 Ve? 4

Simplificando, obtém-se (3) para nimeros positivos, Levando
em conta, porém, que

lac+bd| < |a]|c|+|b]|d| e a®=|al?, etc.

f inai isquer.
a desigualdade Segue para niimeros de sinais quaisq

idéi sada também para mostra.r’qua.ndo é que
ocorrEe:iZ.aal;ig‘i:ls:g: esn;r (‘.‘13) De fato, a igualdade das a;creas czzj,s dul?
& quando o paralelogramo da esquerda or retingu ;
e saoeorreré glhanga. dos tridngulos que o cercam obrigard a que:
tlos ola o Sen{a 0s-vetores de coordenadas positivas (a;b) e (c; d)
a/c"= i e(l)u o d,e mesmo sentido. Observe que nesse caso ocorr?
Semo'pamli ?a.ledade na desigualdade triangular. O lejtor poderi,
::;21!:32 :jnga algebricamente para o caso de a, b, etc. serem de
sinais quaisquer.

?

inalmente, uma noticia: uma coletinea de 144 “demonstl'-a,gées
i Fl’l,l forinreunfida. por R.B. Nelsen no recente livro Pz:oofs without
‘I;;}:-ZI: editado pela Mathematical Association of America,
]
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A DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ

Eduardo Wagner
Rio de Janeiro, RJ

Neste mesmo nimero da RPM
nos mostra uma elegante demonst
Schwarz para o caso n = 2:

@11 + azb; < \a 2+ q,2 - Vb1 24 b2
onde a1, a3, by e by sio reais quaisquer.

Entretanto, é natural a curiosidade sob
neste artigo, mostrar uma demonstracio si
Algebra Linear) e algumas aplicagoes do ¢

TEOREMA:

Dados 2n nimeros reais: 1,83, ..., @n,by, b,

» 0 professor José Paulo Carneiro
racdo da designaldade de Cauchy-

Te O caso geral, Vamos,
mples (sem recursos da

aso geral dessa desigual-
dade.

vevy by, temos:

@by + -+ apbn < V24 a2+ ... g, 2. Vb2 b, % 1 oo by, ?

valendo a igualdade se, e somente se,

_——— I a ey ==

Demonstragso:

Inicialmemte,
b, temos:

2 2
(@=820 = a? 442> 200 = abs%+é2—

16

vamos observar que, para dois reais quaisquer ¢ e
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valendo a igualdade se, e sé se, ¢ =b.
Facamos agora

A=+ 2+ - +a,2 e B=+yb12+ - +b2

e consideremos os nimeros

_ . a 3._2".
a;:}—l' e LA
Observe que
2 2
_ @4 - Fen”
El2+ ..+an2= Az 1

= T 2 _
e, analogamente, b4 - +b*=1.

Temos entdo as desigualdades:

..............

Portanto,

b
@ b %828 o
A 3TTAB
albl+.--+dnbnSAB,

veriamos demonstrar.
- jeualdade vale se, e somente se,
Observemos ainda que a igualda »

ay ==E&, veey Bp = Un, ou.seja,
o _h ——-d“ = ba , ou ainda,
A°B'"A B
A
m_ =3 (=)
o ba (=3
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EXEMPLOS

Vamos comegar com um problema que, aparentemente, nao tem
relagdo com o que acabamos de demonstrar.

1) Em um trapézio de bases a e b
b, determinar o comprimento z de
um segmento paralelo is bases que
divida esse trapézio em dois outros
de mesma drea. §

A figura a0 lado ilustra o enun- o
ciado do problema.

Para resolver, prolongamos os lados o

B e Postos nao paralelos do
trapézio para formar trés tridngulos semelha;

i ntes: ¢ menor de drea A
e base b, um outro de drea A +S8 ebase z

» € 0 major de area
A+ 28 ebase a.
Como as 4reas de figuras seme-
lhantes sdo proporcionais aos qua-

drados dos segmentos homélogos
(correspondentes), temos:

A+25 _A+S _A

a?  z2 TR

Utilizando 2 seguinte proprie-
dade elementar das proporgoes:

53T =g’ concluimos que:
28 2=52852’ ou seja, az—zzz:rz—bz,
al—z —

2 1 p?
donde, 2z =@ +0% e z=4/2 ;b.

Estd resolvido o problema. O segmento que divide um trapézio
em dois outros de mesma drea foi determinado.

18 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Vamos agora observar o seguinte.
A base média do trapézio (segment_o
eqgiiidistante das bases) tem compri-
mento (a +b)/2. Essa base média
divide o trapézio em dois outros onde
a drea do “de cima” é claramente me-
nor que a area do “de baixo”. Entio,
o nosso segmento = certamel}tfa estd
abaixo da base média do trapezio.

Isso tudo mostra claramente que

atb /a?-i-bz_
9 - 2

' Frg » 3.
{dia ari e a média qua-
: i a média aritmética
a desigualdade entre . :

et i 'g j a vez, tivemos a oportunidade de
drdtica de dois nimeros e, mais um ; Sl iy sy

mostrar um resultado sobre niimeros reais positi g
demonstrar a desigualdade entre as medias

da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Podemos, entretanto, dem
aritmética e quadritica a partir
Vejamos.

Temos, no caso n = 2, que

2 4by2.
a1by + azbe € Va2 + a2 2.4/by% + b2

=by=1.
Facamos a; =@, G2=b € by = b2
Entdo, a+b< Ve +02 V2.

Dividindo tudo por 2, temos
2 4 b2
a+b \/(02;"’2)2 - ‘/E—E—’
2 - .

como queriamos demonstrar. ——
a
O leitor deve reparar, neste ponto, queala. n::a:m
zamos para n = 2 demonstra, no caso geral, q

2
2+a22+ "'+aﬂ
a1+ﬂ2+"'+ans"al " )
n

— = s = 8y,
ay =a3 = n
valendo a igualdade se, € somente se, €1

19
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O segundo problema ser4 deixado como exercicio para o leitor.

2) Prove que para quaisquer niimeros reais Q1,82, ... Oy,
|
(a1+ cen +an)(—+ s +i) > n2-
ay an” —

Sugerimos ao leitor tentar demonstrar essa desigualdade para

n =2 e em i =
Cauchy- Sc’hwarzs,egmda, © caso geral utilizando a desigualdade de

O ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

Aequagé',o 1ﬂ+ n
¥ =2" na . . g
bara nenhum expoente n >n ZO tem solugdo em inteiros

e ;
pedem que a RPM pyb 'qlf:,’e;g&l;;:lm se & verdade. Qutros

» ma r N
Nfimeros ¢ 5 Geometrig, A]te:m?'tlca's’ a Teoria dos
sendo resolvida? gébrica, Dizemos “vem

solugdio foi anuncizgrque’ de fato

20
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PROFESSOR BENEDITO CASTRUCCI

E com pesar que a RPM comunica a seus leitores o falecimento do
professor Benedito Castrucci, ocorrido no dia 2 de janeiro do corrente
ano.

Benedito Castrucci nasceu em Sao Paulo, no dia 08/07/1909, e
comegou a dar aulas particulares de Matemdtica quando ainda era
aluno do gindsio, continuando a exercer essa atividade durante todo
o periodo em que cursou a Faculdade de Direito.

J4 advogado, estimulado pelo prazer que sentia ao lecionar, in-
gressou na recém-criada Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da
Universidade de Sio Paulo, onde se formou em Ciéncias Matematicas
em 1939 e obteve o doutoramento em 1942.

Ja como professor da Faculdade, continuou sua carreira académi-
ca, obtendo por concurso, em 1950, o cargo de professor catedratico
de Geometria Analitica e Projetiva.

Na década de 60 participou ativamente dos primeiros grupos
que se dedicaram aos problemas do ensino da Matemdtica (GEEM),
escrevendo trabalhos e livros sobre o assunto. Em 1970, com a re-
forma universitaria, transferiu-se para 0 Instituto de Matemdtica e
Estatistica da USP, onde se aposentou em 1979.

Embora aposentado, nao parou de lecionar e de exercer ativida-
des nos grupos que se dedicam ao ensino da Matemdtica na PUC de
Sao Paulo.

Acreditamos que o professor Castrucci era conhecido pela grande
maioria dos leitores da RPM, se nio pessoalmente (em aulas ¢ pa-
lestras), pelo menos através dos trabalhos que ele deixou. O Comité
Editorial da RPM, em seu nome e em nome dos intimeros leitores que
o conheceram, registra aqui a nossa gratiddo e o reconhecimento pelo
trabalho desenvolvido pelo professor Castrucci em prol da melhoria

do ensino de Matemética no Brasil.

Fldvio Wagner Rodrigues

21
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A GEOMETRIA TORNA-SE ALGEBRA

José Orlando Gomes Freitas
Funchal, Portugal

AG i 3

mente: ﬁi:’;:f’eif Phde rer comparada & um ele-
a Algeb. -

tomatica, 3 mt’iquing 7a drabe a uma produgiao au-

a. (Luci L. Radice)

APRESENTAQAO

A RPM recebe co] &
a.bor 0es na .
mas também de outrog pal,:f Nao apenas de colegas aqui do Brasil,

mos pela versio original. O aut:ofh-a_’ da Madeira,, Portugal. Opta-
; % 5
;gzbuajiz:: : pima carta explica; “Un o ;ﬁdau S Pe‘*"ﬁ;‘éﬁ
rtigos
conifans & i 808, (...) por nos dar uma Passat?mpos &I
ua € importante rodagem, pois a formaga®

Seﬂta;-los aos nossos a'lun()s” e hOJe- E sempre podemos apre_
A RPM d§ N
: as boas-vj
Freitas no rol de geys aut]lfas 40 professor José Qrlando Gomes de
colaboraggo, ! €5 ¢, em nome dos leitores agradece 3
r

Presentagdo de p

. ontos

co i .

oometri 013550 do trgs focgoney, .. SOMetria analitica pasece
4 por uma, s es: a ex ~ 1ade

el Pressio de uma realida
coordenadas e o Princ{piac:;?l:, entre Quantidades varjgveis, o uso 43
Tepresentacs 5 '
22 a0 grifica. Ora, se cada u®

SOCIEDADE BRaSILETRs pE MATEMATICA

destes trés factores surge desde muito cedo no desenvolvimento da
geometria anterior a Descartes, eles ndo foram no entanto encadea-

dos.

A ideia de caracterizar um ponto do plano por meio das suas co-
ordenadas surge na Grécia antiga. Apolénio (séc. ITI a.C.) caracteri-
zou as secgbes cénicas através das suas coordenadas, sem as designar
por esse nome e sem lhes atribuir valores numéricos. Também na mais
alta antiguidade, a observagio astronémica conduzira a referenciar as
direcgdes no espago por duas coordenadas angulares: altura acima do
horizonte e afastamento em relagio ao meridiano. Contudo, a inter-
pretacio das relagdes entre essas coordenadas, ou seja, a geometria
analitica sé aparece muitos séculos depois.

Um diagrama cartesiano é uma coisa que se vé agora todos os
dias; compreende-se, ainda que nao se saiba, que aquelas “figurinhas”
se chamam assim: diagramas cartesianos. Quando jogamos a Batalha
Naval, para nos referirmos a um lugar temos uma letra e um ndmero,
ou seja, duas coordenadas. Quando analisamos um Mapa do Mundo
ou mesmo uma Planta de Lisboa ou Funchal, utilizamos duas coorde-
nadas para indicar o destino desejado. Para os avides em pleno voo
é preciso mais um nimero para dar a sua altitude. E, se quisermos,
usamos uma quarta coordenada para o tempo.

“y = az+b, com aeb constantes reais, é uma recta; 22 442 =
r2 & uma circunferéncia com centro na origem e raio r; e por al
diante... 3 Descartes”. A primeira vez que afirmei isto as minhas
turmas do 10° ano (programa novo), os alunos .f'izera.m uma cara de
espanto mas, umas aulas depois, eles préprios ji chamavam recta a
¥ =z e circunferéncia a =%+ 3¢ =1, entre outros exemplos.

Descartes terd sido influenciado pelos trabalhos de Nicolau Ores-
me (bispo de Lirieux), que num seu trabalho (1360) introduz as co-
ordenadas rectangulares (longitude e latitude), bem como a equagao
da linha recta. Qresme comega por apresentar o principio de repres
sentacio gréfica no plano, passando 2o espago a trés dimensdes e

chegando 2 antever o que hoje é o espago 2 quatro d%mens&es’. Mas
a sua teoria nio pode evoluir devido 3 falta de simbolismo algébrico.

E é precisamente neste aspecto que Descartes — pa.ra.lelamente‘cc.)m
Fermat, apesar da notagio deste {ltimo ser antiquada, apegado a lin-
guagem pesada da algebra dos gregos — desempenha.\um papel fun-
damental. Recorrendo a dois eixos perpendiculares e s coordenadas
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dos pontos do plano, relativamente a esses eixos, desenvolve.o estu’do
das curvas e considera que a definigio de cada curva (ou linha) é a
expressdo da relago algébrica entre as coordenadas z e y dos seus
pontos. Estendendo ao espaco o que se passa no plano, Descartes
considera trés ‘planos perpendiculares dois a dois e estabelece que,
fixados esses planos, qualquer ponto do espago é determinado pelas
distincias a cada um deles, ou seja, por tras coordenadas.

O verdadeiro progresso realizado por Descartes reside no facto
de, em vez de limitar tal cilculo ao estudo de uma dada figura, como

faziam os gregos, ele o erigir em processo geral susceptivel de permi-
tir a criag3o de uma infinidade de novas curvas. As ideias e obras de
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INTUICAO E PROBABILIDADE

Raul F. W. Agostino
Rio de Janeiro, RJ

tos que des-
i sos alunos, os assun ue
ue ensinamos aos NOS ' e,
t:)rr(: 21:; (ilnteresse sio os que envolvem '?iuf:n(;eservido idiano.
11:Tert tempos de AIDS, o problema 2 seg:ln e V.
estes o prot i
fonte de motivagao e participagao, em sala

4 virus. Um
Num pais, 10% da populagio é poriagtioza(; (ﬁ'rl:::daj e O
tar ou nio a prese ) 0% de
teStL; pa;?la(ie;zca;ﬁcado a portadores e dé 80% de
acertos

quando aplicado a ndo portadores.

doras do virus,

almente porta

Qualop ntual de pessoas re - o forsa?

d uatl a:ﬂ(:laa: que o teste classificou como portagoras
entre

Probabilidade ou Estatistica:

i habitantes do pais.
Considere que o teste foi aplicado aos [ ’

me i esenca do virus foi:
imero de testes que indicou a preseng
O mi

0.2-0,9-1 =0,097+0,181=0,271.
0,9-0,1-1 + y )

e

dos niao
90% dos que realmen- 207:adores
te sio portadores por

Destas, sao portadoras 0, 091.

i tcie de vestibular em etapas)
to no projeto Sapiens (uma espef:le
Problema propos d

io de Janeiro.
para alunos do 2° grau no Rie
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hasion, e vedismente portadoras do virus 0,097/0,271 =
33,3% das pessoas que o teste classificoy como p

Esse nimero ¢ no m{nimo curioso
fez o teste e foi classificada co
de ser um “falso-positivo” (n

teste desse tipo e o resultad
novo teste).

ortadoras.

¢ mostra que uma pessoa que
mo portadora tem grande possibilidade
ormalmente, quando uma pessoa faz um
0 & positivo, os médjcos recomendam um

No entanto, o nimero de testes que indicaram a auséncia do vi-

rus foi 0,737 e, dentre esses, 0,721 nio sio portadores, o que
da

0,721/0,731 = 98,6%

de nio portadores dentre os classificados €omo nio portadores.
Algumas variagdes nog

dados também originam resultados inte-
Tessantes. Por exemplo:

Se 0,5% L a € 0 teste acerta em 98%
dos casos, entao somente 20% das pessoas que o teste

as 530 realmente portadoras.
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FORMULA versus ALGORITMO

na resolugio de um problema

% ol s
Roberto Ribeiro Paterlini
Departamento de Matematica da UFSCar.

Ao
P s blema abaixo deparamos com uma
o. O problema comporta dois ti-
; bter uma férmula que fornece

No estudo das solugdes do pro
situagio férmula versus algoritm

o a odemos © ;
pos diferentes de solugao. P ' ! i,
um i entio podemos consiruir um algoritmo que

a resposta direta. Ou

s dados sao concretizados.
ik dé'%;;ipziﬁ g;tznsfoglema em sala l_i_e a;l:r;(:[sl;s:z :
1 s E;lxpe'ne sobre o Ensino da Matematica. I?Tac;g e
holesciiy Rt do demasiadamente a assoclagao e
EIOfessoresglenf:téziitengio de uma férmula, em detrim
€ um problem

boragio de algoritmos?

O PROBLEMA . 1.
Sejam b e h inteiros posiiivos oy
Considere um retingulo de base % s
altura h reticulado por linhas parg 8_
las aos lados, formando bh gqua ru- p
dos unitdrios. Quantos desses Q;‘ﬂs

drados tém seu interior iritemeita 0 =
por uma diagonal do retdngulo’

B Bl 14
Ltor agr adece as SugEStoes do COIE a Sel (o} ilﬂd.ll ues
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Esse problema pode ser encontrado no artigo Counting Squares
de David L. Pagni, publicado no periédico Mathematics Teacher, vol.
84, n° 9, dezembro de 1991, pigina 754. Nés o Propusemos em uma
aula de problemas para alunos de Licenciatura em Matematica da
UFSCar. Na figura acima, temos b=6 e h = 4, e pode-se ver que

o nimero de quadrados unitirios que tém seu interior interceptado
pela diagonal é 8.

AS SOLUCGOES

Na aula a que nos referimos, os estudan- b h n
tes, em sua maioria, se empenharam em encon- 3 2 4
trar uma férmula para o ndmero de quadra- 5 3 7
dos unitarios interceptados, Passaram a dege- 5 4 8
nhar retingulos de virios tamanhos, contando 6 2 6
o niimero de quadrados interceptados em cada, 6 3 6
caso. O quadro ao lado traz alguns dos resulta- 6 4 8
dos considerados pelos estudantes. 7 é o nimero T 4 10
de quadrados interceptados pela diagonal, 15 6 18

Néo & ficil visualizar a férmuls correta a partir desses dados.

Com a ajuda do professor, os estudantes viram que n = b+ h —
mdc(b, h). Passaram entio o restante da aula elaborando uma de-
monstragdo para essa frmula,

tividades, um estudante trabdlhava de

modo diferente, e no final da aula apresentou-nos uma, solucio, que

resumimos a seguir.

Observou que trocando
modifica. Observou ainda
vial. Primeiro, se h

b por h e vice

Versa o resultado nio se
que nos seguinte.

=1 b . [Lies casos o problema é tri-
a.l— b(E’ v h= 1), o niimero de quadrados unitdrios
2 9 {ou A, respectivamente S b=h

! rados interceptados ¢ p, ) Segundo, se ’
. :fe‘;];mm 0 caso 3 x 2, E§se }-eté.ngulo deve ser decomposto em
etangulos menores. O primejro ¢ 0 maior quadrado possivel que

caiba no retingulo (portanto, um u
P adra, 5
retingulo 1 X 2. Algebricamente tegnos 402 x2). 0 segundo é o

0 nimero de quad

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

3 X 2 em retingulos menores.

P — 5 e

L~

O estudante observou que os retingulos menores eftazl de;)t(r;
dos dois casos triviais j4 considerados acima. Como o ret:nE ho) x2
nos fornece 2 quadrados unitarios ’interceptado: Eca.is;) en;-éo Econ-
retingulo 1 X 2 nos fornece também 2 (ca,s.o' ] —intércepta,dos -
cluiu o estudante) o niimero de quadrados unitanos
retingulo 3 x 2 é 4.

Para melhor ilustrar o procedimento, Ve‘].am 0; zagrlfcr):es. Pri-
11 x 7. Esse retangulo é decomposto em'4 retangulo —
meiro retifamos o maior quadrado poss fvel, IEO casa,c;;lente tomamos
7x 7. Do restante, repetimos o procedimentor FAEE »TLT
o maior quadrado possivel (no caso, um quadra

" s e sobra
por diante. Paramos quando o retangulo inicial se j,slg(l):.ap::ticula.r
um retangulo do tipo b = 1 ou h = 1. No nosso exemp

temos a decomposicio:

0 Caso

11x7 = 7x7+4x4+3x3+1x3.

» +
—
= +EA+

. dois casos
Cada um desses retingulos menores esta del;f;;) ag:):) g st
. in o es
triviais considerados acima. Entao (concll:zign(;ulo 11 x 7 é a soma
de quadrados unitdrios interceptados no

7+4+3+3.—_—17.

estudante. Ndo nos apresentou

: . 3 0880 .
Termina aqui a solugdo de o mas verificamos que funcio-

demonstragio da validade do algoritmo,
nava perfeitamente.
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ALGUMAS DEMONSTRAGOES

Apresentamos primeiro uma demonstracio da férmula:
o nimero de quadrados unitdrios interceptados ¢ b+ h—mdec(b,h) (*)

Indicaremos por 1, 2,..., ¥
k os pontos da diagonal que h
sao comuns a uma linha ho- 8
g . . T~
rizontal ou vertical do reticu- 6
lado. Suponhamos que os pon- 5"
tos estejam ordenados, isto é, j a4
estd entre j—1 e j+1. Confira p)
a figura ao lado. a7

T
b

Cada um dos segmentos 12, 28

associado a um quadrado unitdrio que tem seu interior interceptado
pela diagonal. Como temos k — 1 desses segmentos, nosso problema
ficard resolvido quando determinarmos k — 1 em fungio de b e h.

Por definigdo k é o niimero de pontos da diagonal que sio comuns
2 uma das linhas do reticulado. A diagonal intercepta exatamente
uma vez cada uma das b 4+ 1| linhas verticais e cada uma das h + 1
lir}ha.s horizontais. Mas do nimero bt 14541 devemice sibirair ©
numero de pontos da, diagonal que 530 comuns com algum vértice de
um quadrado unitario, de modo q4ue estes pontos nio sejam contados
duas vezes.

Um des;es pontos é certamente (z0,%0) = (0,0). Os outros pon-
tos (z;,9i),i > 1, sdo tais que z; e y; sio inteir’os 'positivos e a in-

clinagio do segmento que une (0,0) a : .
. . ’ z', i da
diagonal, isto &, ) a (= ¥i) é 2 mesma que a

- » k—=1k estd univocamente

Esses pontos podem ser obtid i
b : 0s consid <
¢oes m/n equivalentes f

a hfb tai se todas as fra-
£ » als que m ._<, h % Or“
dessas fragges ¢ a fragao irredutivel en <b A “men

5 P/q que & obtida simplificando 2
greu;ao h/b por mde(b, k). Depois, ‘multiplica,ndo-se’ p/; por 1, 2,
3 eeey mdc(ff,h), obtemos as fra.gﬁes Procuradas. Assim. contando
com (0,0), existem mde(b,h) + 1 pontos T s )

0
3 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Por exemplo, sejam b = 12 e h = 8 (ver figura abaixo). Como
mdc(12,8) = 4, simplificando- 1
se 8/12 por 4 obtemos a fragio P
equivalente irredutivel 2/3. As-
sim, as fragées equivalentes =

x 2=12 xi=1%

s & g
8 o
X5 =15

-

=3

2|

X

LS ==
Lt e
o e

-8
=3,

fornecem os pontos (3,2), (6,4), % |
(9,6) e (12,8), que pertencem a 0
diagonal.

Voltando aos cdlculos anteriores,

= — mdc(b, h).
E=b+4+14h+1-(mdc(b,h)+1) ou k—1=b+h—mdc(b,h)

quadrados unitdrios que tem

Portanto existem b+ h — mde(b, k) Fica assim demonstrada a

seu interior interceptado pela diagonal.
formula ().

1 4 ao do
Vamos fazer agora algumas con:snderagoes qurenz,o ;O;Eiaoexe-

estudante. Trata-se de uma segiiéncia d~e pmcedlmfle beh ;ejam

cutados corretamente, nos levam 3 solugdo, desde q iisncia de pro-

fornecidos em valores numéricos. Dizemos que €ssa seq

cedimentos é um algoritmo.

A principio ficamos surpresos e correto. Primeiro, sua
nos levaram a pensar que 0 a]gorlch.lO Sl o calculo do maximo
semelhanga com o algoritmo euclidiano pall':tmo WL ek,
divisor comum. Segundo, 3P1ica_nd0 1 aIgo}?_ emos entdo um estudo
verificamos que funcionava perfeitamente. Xz

Posterior, no qual constatamos:

essa solugio. Mas dois fatos

implica 2 validade do a.lg.;oritmo;
ode ser obtida do algoritmo;
de ser obtida independentemente

a) A formula b + h — mde(b,h)

b). A férmula b + h — mde(b,k) P

¢) A veracidade do algoritmo po
da férmula.

e b), as quais significam que a

FIOYSIOmcE Bt Al TLe 2 tes. A afirmacgao c) sera deixada

férmula e o algoritmo sdo equl‘fﬂ_len
Para o exercicio da argiicia do leitor.
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. Indicaremos Por Nyro m'lmnero de quadrados unitdrios intercep-

ados por uma diagonal do retingulo b x h. Algumas identidades

obwaﬂs sa0: le-h = Np.p, Np.b = be Ny, = h. Por outro lado

fﬂgo'rltmo consiste essencialmente da seguinte propriedade: dad -

inteiros positivos b > h,se b=qgh+r,onde 0 < r < h eni.éoa Tl
— —_— ?

No.h = gNhw + Niop = gh + Nyop. (#%)
a) A férmula b+ h — mdc(b, h) implica a validade do algoritmo.

Supondo valida a {6
i a formula, temos Ny, = b+ b — mdc(b, k). Por-

Ny.n = b+ h — mdce(b, )
= gh+ 7+ h - mde(h, r)
= qh‘E‘Nr.h,

e isso implica a veraci
racidade de (*x) e, conseqiientemente. do algoritmo
, do algoritmo.

b) A férmul -
) A férmula b+ h mdc(b, h) pode ser obtida do algoritmo

Para sistematizar, anotaremos b =

euclidiano aplicado a a; e a a, 0% i @1 e h = g,. O algoritmo

assim desenvolvido:

41 =qate, 0<a3<aq,
Gy = Qa3 + ay, OSa4<a3’
Sa At 0505<a4,

x b

Gp_q =

a“ 3= Gn-3an2+a,_3, 0<gqg
n=-2= qn_gaﬂ_l _|_ ﬂn, - ¥n

@n-1 = gn-185 + 0,

onde n = de(al,

-1 < Ay _9
0L an <a,_y, '

) 9
a"l

“1+ﬂ2+'-'+an 1'-(
e fI1a2+-..+qn
—1an)+(a3+-..+a )

donde

a; + ay :(q1a2+...+qn e )+a
Nt n,

32
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ou
qay+ -+ qn-10n = @1 + az — an.

Aplicando repetidamente a propriedade (+*) acima, temos

Non = Najoaz
=qQ Na.-_:-ug + Ncg-ag,
_-_- Q'] Nﬂ-g‘ag + quﬂa'ﬂ-:s + Na;;-a;

= q1Nogua, @2 Nayas T +n-1Na, 0,
= qa3 + q2a3 -+ Gn-10n
=a; +a — Qn

o b+ h — de(b,h)i

como queriamos demonstrar.

CONCLUSAO

E principalmente a diversidade de abordagens dos assuntos em

estudo que ativa a flexibilidade e a capacidade de compreensio da
mente dos estudantes. Essa diversidade faz compreender ao estudante
dos de tratar o mesmo

de uma maneira pratica que hd muitos mo

problema intelectual.
No Ensino da Matematica através de Problemas, vimos que de-

vemos colocar nossa atengao na possibilidade de se apresentarem
solugdes na forma de algoritmos. A elaboragio de algoritmos de-
senvolve qualidades de organizagao e previsdo, e 4 uma. atividade que
nio deve ser omitida no ensino formal da Matematica.
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DE VOLTA AO MAGICALCULO

Hideo Kumayama*
Sdo Bernardo do Campo, SP

Muitas vezes nos
805 alunos
28, p- 34, encontrei um que j4 menl(:s trazem desafios e, lendo a RPM

. avia si :
Que um numero de 6 algarismos da.la sido proposto por alunos: Por
*

por 77 A explicagio é muito Simples-forma ABCABlC, é divisivel

ABCABC =100] . ABC=17.143 . ABC

logo, ABCABC ¢ divisfve] por 7.

Observando com maj

N $ cuida,
trar um critério de divisi do ease

. bilidade or 7
Vejamos um’ exemplo: por e

O nimero 1916544 € divisive] por 7?7

argumento, podemos encon-

1916544 =
6544 = 544 4 916 1000 + 1 (1000y?
=54
s .41+916-(1001 ~1)+1-(1001 — 1)?
001+ 544 — 9164 1
6544 ¢ divis{v.

Fica claro que 19

1

916 + 1 o for, Masg el por 7 se, e -
544 - 9164 1 = » @ somente se, 544

ue 1916544 & Qijvies = m
q 916544 ¢ divigjye) por 7. 3= 7. 53, o que mostra
Mas, afinal g
’ » Que critérig de divisibilidade ¢ esse?

*
Adaptagio do Comgea
omité Editorial da RPM, a
. » 8provada pelo autor.

sQ
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Um niimero é divisivel por 7 se, e somente se, a diferenca
entre a soma de suas classes pares e a soma de suas classes
impares for um nimero divisivel por 7.

Justificativa: Seja N = ¢; ... 626100, onde ap éa classe das
unidades, a;, a classe dos milhares, a2, 2 classe dos milhdes, € assim

sucessivamente.
N = ao(1001 - 1)° + a1 (1001 - DL+ o+ + (1001 - 1)"

No desenvolvimento de N todas as parcelas serdo miltiplas de 1001,
. 1.
exceto ag, —a1, @2, —@35 -~ ou seja, as da forma ('_1) Qi.
7 FER L)
Assim sendo, para verificar se um numero & divisivel por 7, basta
somar suas classes {mpares, subtrair esse resultado da soma das clas-
ses pares e verificar se esse resultado é divisivel por 7.

Exemplo: 15627819340 ¢ divisivel por 7, pois:

(819 + 15) — (340 +627) = ~133=-7-19.
o cm—— \._w—d
classes pares classes fmpares
123121 nao ¢ divisivel por 7, pois
=2

classe par  classe jmpar

que nio é divisivel por 7.

Observe que 1001 =7-11- 13, e
<7ie divisibilidade por 11 e por 13 idé

i 4 professor de
Hilee K';;:caojl,:mSa ;;IXI A. 1. Lafer de Santo André
cads 2 r de Matemaética na EEPG Dr. Baeta Ne-
Campo. Licenciado em Ma-
Brito de Guarulhos, vem
pelas aplicages da Ma-
agoes técnicas.

e dai podemos definir critérios
nticos ao que definimos para

a do
ves de Sao Bernardo .
temitica pela FFCL Farias
se interwsaudo, hi 10 anos,
tematica em diferentes ocup
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Artefatos

A MAGICA DO CUBO

Gildo A. Montenegro
Recife, PE

INTRODUGCAO

A visualizagio espacial permite reconstruir mentalmente o mup.
do fisico e antecipar a solugdo de problemas antes que eles surjam no
ambiente real. Nessa linha, a intuicdo geométrica deve ser estimulada,
na escola com a construcio de modelos de poliedros e objetos da vida
cotidiana (maquetes).

Uma forma geométrica conhecida desde a antiguidade e ampla-
mente usada pelo homem é o cubo. Hj Poucos anos surgiu o “cubo
mégico”, engenhoso quebra-cabeca que utiliza as combinagdes de fi-
guras nas faces de cubos interligados. Entretant

0, podem-se fazer,
em sala de aula, outras “migicas” com cubos:

UMA APOSTA CUBICA

Ele: Todos os livros dizem a mesma
coisa: com seis quadrados po-
de-se armar um cubo,

Ela: E verdade, Abra uma caixa
clibica e vocé vers que ela é for-
mada por sejs quadrados, como
na figura,

Ele: Isso é 0 que todos dizem, Mas en quero mostrar como fazer um
cubo com quatro quadrados.

Ela: Com quatro faces voca forma uma cajxa clibica, mas ficam fal-
tando duas tampas,

36 SOCIEDADE BRASILETRA DE MATEMATICA

Ele: E se eu fizer um? .
) & mizar
Ela: Nio existe cubo com quatro faces. Se vocé quer econo )

experimente viver com menos dinheiro. o e fscei
Ele: Por falar em dinheiro, vocé aposta um?almogo

cubo com menos de quatro quadrados?
Ela: Est{ fechada a aposta!

Nessa altura, ele apresenta um
recorte em cartolina:

Ele: Aqui havia quatro quadrados e
eu recortei tridngulos, restam
trés quadrados. Agora, dobre
segundo as retas e veja.

Ela: Nio pode ser...bom...de fa,' |
do que aquele que eu mostrei. acordo: voca

et ati)ostafné,o gnvolvia medidas. Mas, :im f?ios:rr:ida em cubas.

Paga o almogo e eu, a sobremesa. .. desde 4

to. é um cubo. S6 que ele é menor
b

s aposentado
ildo A. Monkensse 8 amuite < PTOf:’f;?: DZscritivae

ia UFPE nte 30 anos enfifan G2 s ja, trabalhos

da UFPE.’I]?ura;‘po‘s graduacsf’” em mm-cen;fno,

Desenho. lem - " a ensino.

manuais, cooper e humor. E amor

S —

« ., F verdade que O Dese-
'pre muitos desenhos e el
Geometria e © Desenho
nio como uma

reveu:
Em uma carta, de 22/11/91, o colega es¢

. PM tem sem
nho fo; expulso do 1° ¢ 2° graus; mas 2 R vejam &

undo,
turezaeom
a estavam alguns desenhos

oduzimos dois deles.

®Pera que os colegas que ensinam Matemética
COmo estruturas para ajudar a compreender a na carh
ca'misa‘de*fm";a para prendé-los”. Junto com a‘- oot
*ob o titulo As PARABOLAS falam... - ADX0
-\x

ocE JA PENSO

ABRIR-9E
‘:A“ o MUNDOY

e et
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O CUBO E O VOLUME DE UMA PIRAMIDE'

O colega Wilson Massaro, de Morro Agudo, SP, também usa o
cubo em sala de aula.

Ele observou, ao introduzir o assunto Volume da Pirimide, que
os seus alunos tinham dificuldade em enxergar a decomposigao de um
prisma triangular em trés piramides equivalentes, como é feito, por
exemplo, na RPM 13, p. 55. Teve entio a idéia, de usar um cubo.

Chamando o centro do cubo de
V, ficou ficil ver seis pirimides S =2
equivalentes, cada uma com vértice @~ _T---- AR
em V e tendo como base uma das
faces do cubo.

O volume do cubo, de aresta a,
3

¢ @°. Portanto, o volume de cada
piramide serd e3/6. Observando a2 R

igualdade: &=

1,31 251
ga”=3xae*xja,

vé-se que o volume de cada pirdmide é 1/3 da 4rea da sua base (a?)
vezes a sua altura (e/2).

ERRAMOS

RPM 28 — Alguns leitores observaram que a calculadora no topo da pdgina
16 estd esquisita. De fato esti.

P- 21, £. 06 - versio correta: [+] [=] [=] [=] [x] 8] [1] [=] [ /] [/1[ V1LYl
p- 21, &£ 21 - no lugar de 1y leia-ze ip +1.
p. 53, £. 08 - acrescentar ao subtitulo: (jinior).

Um simples erro tipogrifico na sigla de um Estado, feito em 1988 e ainda
nao corrigido, provocou protestos veementes do leitor Manoel Eduardo Rocha de
Azevédo, que, em carta de 05/02/1995, invocando o artigo 29 da Lei 5.250/67,
nos “intimou” a fazer a seguinte corregio:

RPM 18, p. 63, £ 31 -nolugarde (RI) leia-se (RN).
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TESTES “DIFERENTES”

Compilagio: Renate Watanabe
RPM, Sio Paulo

INTRODUGAO

ica, temos em mente
questdo e 5 alterna-
a & questao.

Em geral, ao falarmos de testes de Matemat
testes de miltipla escolha que apresentam um::
tivas, sendo apenas uma delas a resposta corre

. e, em escala

Nos Estados Unidos, desde 1926, realiza-se u.msz!iﬂ; studos apés

Nacional, para estudantes que desejam-p rosseg;l 11.tic Aptitude Test).
0 término do 29 grau. E o chamado SAT (Scholas

te referente
O SAT é apresentado em forma de testes mas, na par

. 1es 5 alternativas,
2 Matematica, além dos testes de miltipla esjfllg:gzl quantitativa e,
hd duas outras modalidades de teste: o de co Po produza & resposta.

. . un
Mais rece e que exige que ¢ al X
ntemente, aquele q eresse em ver alguns des

Achando que seus leitores teriam int bteve) autorizagdo para
Ses testes “diferentes”, a RPM pediu (¢ ©
Public-los,

Comp ATIVAS
ARACOES QUANTIT. sses testes, Mas

contém @

s igina
Encabecando a primeira pg entamos a 56§

Uma disposigio diferente da que apres
S€ sempre as instrugdes e 0s exemplos:
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* INSTRUGOES:

Em cada teste hd duas quantidades, uma na Coluna A e outra

na Coluna B. Vocé deve comparar as duas quantidades e na folha de
respostas assinalar:

se 2 quantidade na Coluna A for a maior;

se a quantidade na Coluna B for a maior;

se as duas quantidades forem iguais;

se a relagdo entre as quantidades nio puder ser determinada a
partir da informagio dada.

wRol- Ty

EXEMPLOS:
Coluna A Coluna B Respostas
i
m 5 20 oo
|
|
|
|
!
1502~ x° |
|
I
12 x 30 : B o
|
f
T e 3 830 inteiros, :
: |
Ili 7] s~ 1 oo @
i

* -
. Copyright () 1995 by Educational Testing Service. English version copY-
nght?d .1 992 by Educational Testing Service. All rights reserved. Translated with
permission for limited use by Revista do Professor de Matematica.
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Coluna A Coluna B
1) 3-6-9 3 l
3.-3.3
x=25
y=-5§
2 x% + x2 Y6+V2 i
X & um Intelro posiiivo.
( x .1 x4l

Cldades X, Y e 2 distam, cado
uma, 10 km da cidade B

4) Disténcia
enfre X o ¥

m
eo Yo 2

1] A
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x o y 6o dois Ineiros negafives.

N
LEI[E]

I

HG 12 pessoas numd &aic
Aofodoelﬂspwnmm

==
7

A méﬂoadexev
é4ex-y+2=0n

[

5ih 6B no g c
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Col
una A Coluna B Coluna A Coluna B
A
\ e
81° 4
B ¢ i
o) Sema das ¢b- Soma das ob- m|in
cisscs do P a Q clssos doRe §
12)\imd° Comprmento do
segmento AB sagmento CD
Para todo a e b, sgia a+*b =12 + b
13) |3 » (0 »4 ‘i.o] 4
w]wmm-o
segmentos em 2
negito
2
X +2%-3>0
x<0 y>1
14) b 0
1) Xy X
Y
9 A 10 C 11) B 12) B 13) B 14 D
42
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RE
SPOSTAS PRODUZIDAS PELOS ALUNOS

Os tes 3
estd no fat tej sio problemas com soluges numéricas. A novidade
dentre a] o de o aluno precisar produzir a resposta e nio escolhé-la
gumas alternativas.
Com s
de esty da?]to SAT é, atualmente, prestado por mais de um milhao
miqui es, a sua corregao, necessariamente, tem que ser feita por
Omswmpmp%mm)
folha d:l odo de proceder é o seguinte: para
res
resposta, APgstas, I:’ma' pequena “grade” on
. As “grades” abaixo ilustram o processo:

cada problema hi, na
de o aluno colocard a

Resposta: 201

Res
posta: L
sta: iz ou 7/12  Resposta: 2,5
r_\a—
7/ —
Q?%—%ﬁ_ﬁago 2 : 5 Virend _95_!_
Lile] (e d z Gl irgula
'C‘D_@'% e fragio |50 |@lo|— ool
O oe eI )
@ @ - et
DD (ollolo] &) @
= > o|®
Dlo|o oleo|®
S olo|e oloole o|®
2olole o|olo|® @la
Dl® olo®|le
c’g % D g g ®® Qualquer nma das posigbes
®l® DD .
O é correta
olsalsl  [glslsls
AR
SIS el [el8lels
M olojolo| @IS Lo
odosg o "’"’@"@_@ @ 4.4
2 _ 0o aceitdveis de registrar olo|lo|of [© o ||| (@ g g
3 = 0,66 olo|®! |@
08 o|®|@|®| 2@ b3
— olojoe| (@2 ool |[2[293
o@2® S = = 2 pd Py bt e
o|o|®|® 2 ele
@gggﬁwuﬂﬂ“ el
0
NOvo sar
; o, foram
apro‘],3 m 1990, apés trés anos de estudos € pesquisas em ‘;3';;11_’ d’e 1094,
;das mudangas no SAT que entrariam em vigor aP oo
: _ : s
a parte de Matemitica, as 413 maiores povidades
. S
) i’;‘fblemas com respostas produzidas gelos aJuI:it;i c,)
culadoras: uso permitido, porém 30 necessario:
43
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Problemas

Fldvio Wagner Rodrigues

IME-USP

Solugdes e Sugestdes:
RPM - Problemas
Caixa Postal 66281

05388-970 Sao Paulo, SP

Problemas

118.

119.

120.

44

Na figura abaixo os tridngulos ABC e BDE sio retingulos
e isésceles. Os pontos M, N,
P e () sao respectivamente
os pontos médios dos segmentos
AC, AD, DE e EC. Prove
que o quadrilitero M NPQ ¢é
um quadrado.

(Proposto por Claudio Arconcher, SP.)

Na figura, AB;, AB;, AB;, ...
progressao aritmética. Mostre
que BiB; > ByB3 > ...

sei D BaBugil B vvee
(Enviado por Antonio Carlos Peixoto
de Mello, DF, que citou como fonte o
livro Elementos de ‘Geometria, FIC,
16® ed., p. 38.)

A

, ABn, ... crescem em

A

B ] Bz B 3 . Bn Bn+'| m
Prove que todo nimero natural tem um miiltiplo que se escreve,
na base 10, apenas com os algarismos 0 e 1.

(Do livro Andlise Combinatdria e Probabilidade, Morgado, A. e outros, Rio
de Janeiro, SBM, 1991.)

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

de Nova Iguacu, RJ (que
pela se¢do lembrassem
ados da década de 50.
vale a pena rea-

Uma sugestio do colega Juarés Saddock de S4,
aparece nos “probleminhas”), fez com que 0s responséveis
de um problema que encontraram pela primeira vez em me
Embora, talvez, muitos leitores o conhegam, acreditamos que 21
bresenti-lo aqui por ser essencialmente um exercicio de puro raciocinio, exigindo

a i a5
Poucos conhecimentos prévios para a sua resolugdo. E, seguindo ¢ exem?lo’d
as velhas novelas, substituimos

televisies, que adaptam para os tempos atuais su .
riginal, que infelizmente (pelo

Por trens metropolitanos os bondes da versao o
menos para nds da velha guarda) nio existem mais.

121. Num sistema elevado de trens metropolitanos existem dua?des-
tagdes, A e B, entre as quais circulam trens nos dois se'ntl l:;ns-,
com velocidade constante. De 5 em 5 minutos OCC_”fe’ SImuU:n
neamente, nas duas estagoes, 0 cruzamento de 'd01s ttrensr-n ue
atleta parte da estagdo A, em diregdo a B, no 1’n§ta.n eafelag,os
nela se cruzam dois trens, e percorre uma trajetéria para tante
trilhos com velocidade constante, chegando 2 B numllglsujndo
em que 14 ocorre também o cruzamento deﬂdms tretns'o rlercurso
0s trens que viu nas estagdes, © atleta ve dura,n‘g cgntrério-
38 trens, sendo 15 no mesmo sentido e 23 no senti Ua distincia
Determine o tempo gasto pelos trens para pel‘CCfl':':: pontuais.)
entre as duas estagdes. (Considere 03 trens como obJe

e, B probleminhas
m uma nova caixa postal? Ell\)/[?:::;
de dois primos- O novo C

?
primos. Quais:

1. Vocé reparou que a RPM te
que o seu nimero é produto 4
0 970) também é produto de dois

(Propoat.o por Alciléa Augusto.) 5 0o dos distintos

. anto
Agora que existem moedas 2 vontade, dequ

Vocé pade pagar 25 centavos’

' ,Um trem parte de uma cidade
Instante em que outro trem Pa% km da cidade B ‘Com-
Cruzam, cada um em sua trajetorid, a3 {rarios 205 jniciais € 5€
Pletam a viagem, partem em sentidos 001;1 gupondo constantes

H M .
Cruzam, novamente, a 12 km da-ne a distancia entre A €

as veloci s, determ!
dades dos trens, Nova Iguagth

o
A para umé cidade B no glg:rx;e
a.rfe de B para /2 Os doi

(Enviado por Juarés Saddock de Sé,
(V. respostas na p. 62.) 46

RE
VISTA pg PROFESSOR DE MATEMATICA 27 1995




Solugdes dos problemas propostos na RPM 25, 12 semestre, 1994

110. Mostre que a equagio z* — 6pz? —2p® = 0, onde p é um nimero natural,
nao admite nenhuma raiz que seja um niimero natural. )
Solugdo:
Observemos inicialmente que 2 equagio dada é equivalente a z2(z — 6p) = 2p°.
Como o lado direito da igualdade é um nimero positivo, segue-se que qualquer
raiz real da equagio serd necessariamente maior do que 6p.

Vamos supor que a equagio admita um nimero natural zg como raiz. Nessas
condigbes é ficil ver que o nimero racional zo/p é raiz da equacdo

¥ -6 —2=0.

Como as Yinicas possiveis raizes racionais dessa equaciosio 1 e +2, segue-se
que os inicos valores possiveis de z, sdo +p e +2p. Como nenhum desses
valores é maior do que 6p, conclui-se que ndo existe nenhum niimero natural
Zo que seja raiz da equagio dada »

[Adaptado de solugbes enviadas por virios leitores.)

Obs.: Os leitores José Hernandes, de Sio José do Rio Preto, SP, J. Claudio M. Velloso,
do Rio de Janeiro, RJ, e Sérgio N. Sato, de Guarulhos, SP, observaram que a
equagdo dada era equivalente a

(z-pP +2°=(z+p).

Segue-se que se existisse uma raiz o que fosse um nimero natural, como z,
seria necessariamente maior do que p, existiriam mimeros inteiros positivos
¥, 7 e w taisque 3°+ 2 = w?, o que contraria o “dltimo teorema de
Fermat™.

Embora a demonstragio no caso geral ainda esteja em suspenso [v. p. 20 nesta
RPM], sabe-se que a afirmagio do teorema ¢ verdadeira para muitos casos
particulares, inclusive para n =3 [v. RPM 1E, p. 14].

111. Considere o exPerimento que consiste em tinco lancamentos independentes de
um dado perfeito. Determine a probabilidade de que o produto dos niimeros
observados seja miiltiplo de 10.

Solugio:

O experimento que consiste em cinco lancamentos de um dado perfeito
tem 6% = 7776 resultados possiveis. Para que o produto dos cinco nimeros
observados seja miltiplo de 10 é preciso que pelo menos um deles seja igual a
5 e que pelo menos um deles seja par.

E facil ver que é bem mais simples contar os elementos do conjunto complemen-
tar, isto é, contar o nimero dos resultados nos quais o produto dos némeros
observados ndo ¢ miiltiplo de 10.

Estao no conjunto complementar todos os resultados que nio contém o nimero
5, isto ¢, os resultados formados pelos nimeros 1,2, 3, 4, 6 que 520 em niimero de
5% = 3125. Estdo também no conjunto complementar os resultados formados
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——

2penas pelos nimeros impares, 1, 3, 5, em niimero de 3° = 243. Observe agora
‘ que os resultados formados apenas pelos niimeros 1 ¢ 3 (que séo em nimero de
| 2" = 32) foram contados duas vezes. Portanto o nimero dos resultados que
| Nao sio miltiplos de 10 é 3125+ 243 — 32 = 3336.
Segue-se que o nimero dos que sio miltiplos de 10 é 7776 — 3336 = 4440.
Portanto, a probabilidade pedida vale 4440/7776=185/324x
[Adaptado da solugio enviada por José Bartolomen de Carvalho, de Recife, P E]
112. Na figura sio dadas duas semi-
Tetas res, por O, eum ponto
P. Entre todos os tridngulos P
OMN, com M e N variando ©
€m re s, respectivamente, tais N i
que P e MN, determinar o de
area minima.
Solu¢ao. ;

M f

s ponto médio de
4?:{ tridngulo OM N de 4rea minima é aquele em queé F % pe
N,

amos M€ paralela &

trag

t A7t
De fat,, para qualquer outro tridngulo Ol 4rea
'3 s até encontrar M’N' no ponto tes, concluimos qué &
COmQ os triﬁngulos PQM e PNN' sao Congf:rei‘néng"l]o OMN »
© tridngulo QM'N' & maior do que 2 drea 40
Solugzo de virios leitores.] . x u)
ara 08 qUais (1)’ (2 ’

13, .
Detemﬁna-r todos os nimeros naturais 7 P

n
( - 1) $30 todos nimeros pares-

Soly.x
40; u
9 n ) ¢50 niimeros pares. Comn
Sei i ‘
2 n natural, tal que ("), (2), ("_1 "
1 k.p, onde P 4 fmpar &
) (1) ¢ par, podemos escrever 8= 259y )
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k>1. = =
1. Mostraremos que p 1, isto é, n 2". De fato se p> 1
h :

nY _ (2°p) _p- (22— 1)(2%p - 2)...[2%p -
(2*) (2'«)‘ f.a.l...[éf_if)"’(';;f)ll?"p—(z*-1)1

serd um niimero fmpar, ji que
u , para cada £ ¢ k-1 :
2¢ tém a mesma quantidade de fatores 2. PlafieonsP th Fp=ae e

Falta mostrar que
» para 8 mnatural, s> 1 e
» 821, equalquer £ ¢ {1,2,... 2¢
;o2 = 1),

5
(t) ¢ um nimero par. Como (n ={ " i
4 n—1) entdo, basta fazer a anilise

para t € {1,2,...,2%
oy 2% }- O mesmo argumento anterior mostra que, para ¢
(7:) = 2"(2" — 1)(2’ - 2) — [23 - (t _ 1)]
2.3.4...(1_ l)t

é par porque t < 21 ¢ .
numerador 4 para t impar ele ¢ par porque 2

[Solugdo enviada por Carlos Alberto da Silva Victor, RJ ]
s RJ.

¢ um fator do

A volta do professor SERGIO DALMAS

Recentemente i
o Sergio voltoy
mesmo uma solugio par 2 todo vapor com recl 0
sm b clam 5 5
préximo nimero, Despcob o problerzla 57 da RPM 11 que afoes, sugestdes e até
rimos, entdo, que ele ests ﬂg(;ra emplf\?oeflde'mols discutir no
rianépolis, SC (onde

provay.
i elmente, os transtornos da mudanga (e

o qualidade da secs
prolengado siléncio. 830} foram os principais responsaveis pelo seu

Vamos procurar
responder a, wis
problema 105, que foi publicada niO;:P?uuma eritica do Sergio sobre a solugio do
Enunciado: Sab -

iz +1)> f(f(a))

deveria ser necessariamente F(1)

de A, teri De f:
» teriamos uma contradigio, ato, se f(k), k> 1, fosse o menor elemento

uma vez que f(kj > FUF(k = 1))

C

er::: ‘:nlfr?test" do Sel‘gio) que o mesmo argumento
fnimo do conjunte B = {f(2)» f(3), ---}.

Dissemos a seguj
“MOs a seguir (o que
Ros permitia concluir que f (%30‘,0
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Suponhamos que f(k), k > 2, seja o minimo do conjunto B. Como f(k)>
ortanto, a linica alternativa

;’e(i(’v —-1)), f(f(k=1)) nio pode pertencera B ¢,p

a f(f('k ~1)) = f(1). Se f(k-1})=1£>1, f(€) = f(1) seria um minimo de

= O que & ?.bsurdo. Se f(k—1)=1, terfamos f(k- 1) como um minimo de A,

3 que ta.mhe‘m_ é absurdo ji que k, por hipétese, é maior do que 2. Logo, f(2) &
e fato, 0 mfnimo de B.

Relagdo dos leitores que enviaram solugdes dos

problemas 110 a 113 da RPM 25

José R.C. e Carneiro (SP) - 110
Levi B. da Silva (PE) - 110-12-13
Marcelo Guimarées (EUA) - 112
Marco A. Manetta (SP) - 111
Miguel de C. Neves (RJ) - 112
Ferro (RJ) - 110-13

-éz:llrel W.C. Saraiva (SP) - 110
Edsoons I}{\ da S. Victor (RJ) — todos
S oberto Abe (SP) - 111
o ro ~de Freitas (RJ) ~ 110-12

- W. Leao (RJ) - 112

Geraldo Perlino :

i Jr. (SP) - todos Ricardo R.

gés?}"dp M. Velloso (RJ) - 110-12  Roberto P. Chages (M) - 112

Josg g ine da R. Neto (RJ) - 112 Sergio Dalmas (SP) - L10-L1

Tose pp, ¢ Carvalho (PE) - 111 aegio N. Sato (5P) 101 o
¢ Hernandes (SP) - 110-11-13 Trajano P. da Nébrega N. (SP) -

\\_
[ ————

—

E 6 tirar a raiz!

]_9 colegia.l, um

H4 algum tempo, trabalhando com turmas noturnas

fato inusitado ocorreu.

82 ,E_‘”" do programa do Colégio repass

wt erie durante o 19 bimestre, j& que 2 &r
as deficiéncias nesses tépicos.

a {5 No estudo das equagdes, era natural
ormula de Biskara.
uma'}rl"nm meioaao’s.exercfcios, um gr'upo dt ;i
o deltaesina 8% série errava, sistem:?txcameﬂ €
n&o era um quadrado perfeito-
ao gl‘llP?v

Intrigado com o fate acompanhe, junto
€ssag = ) ram 3 form’
enc equagées, No momento que escreve

ontraram o delta, nio quadrado perfelto:

do ergu e
Sem compreender direito o que eles estaYam fgzu‘la;iad,e]: oram unanizes
nha incre & s tirar &

am aprend; R mi y .
ido tal coisz. Apesar da série tinha ensinado:

em diz i
er h ;
raiz! que assim a professora d2 8

untos fundamentais da

armos 08 358
dos alunos carregava

ande maioria

- o com
ever a equagao o 2 grath

. todos de
nos ptOVBmentes
ot cdlculo das ralzes, quando

nh

\~
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Livros

Augusto Cesar Morgado
Eduardo Wagner

ANALFABETISMO EM MATEMATICA
E SUAS CONSEQUENCIAS

John Allen Paulos
Editora Nova Fronteira, 1994.

Titulo original:

Innumeracy: mathematical illiteracy and its consequences

E um livro sobre estatisticas, probabilidades, estimativas etodoo
tipo de matemitica que interessa ao cidadio comum. De leitura facil,
com dezenas de exemplos bem-humorados e muj
livro pode ser usado pelos alunos, diretamente
do professor.

to bem explicados, o
Ou com a orientagao

A maioria das situagdes descritas sio casos
acompanhadas de uma pequena histéria, Alguma:
creditaveis, como a divulgacao, no boletim de met
de TV, de que a probabilidade de chover num certo final de semana
era de 100%, ja que a probabilidade de chover no sdbado era de 50%
¢ a probabilidade de chover no domingo também era de 50%.

Uma das maiores preocupacées do autor & €Omo uma. sociedade
baseada em ciéncia e tecnologia pode ser, a0 mesmo tempo, tdo mal-
informada e acreditar tio facilmente em explicacdes nada, cientificas
para determinados fendmenos,

reais e vém sempre
$ sa0 realmente ina-
eorologia numa rede

O trecho a seguir trata disso ¢ ilustra o estilo do autor:

Admita que hd uma probabilidade em dez mil de que um so-
nho especifico corresponda com alguns detalhes nitidos a uma
seqiiéncia de eventos na vida real. Essa é uma ocorrén cia bas-
tante improvivel e significa que as chances de um sonho nio

50 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

premonitério sio de esmagadores 9999 em 10 m.JLX i?éizg:
também que a correspondéncia ou nao c{e um sc:nhdo a l’? 5m G
de um dia independe da correspondéncia ou nao de aiprobabi-
sonho com a experiéncia de algum outro dia. “Asmm,s it
lidade de se ter sucessivamente dois Sonhosbng?“_;';f;: };Pmd’uto
é, pelo principio da multiplicagéio para probadi ne,-ra’aprobabf-
de 9999/10000 e 9999/10000. Da mesma mat orrejspondentes
lidade de se ter N noites comuns de SORh(;JS-I?jZd(; de sonhos nio
¢ (9999/10000)"; para um ano, a proba 5:999/10 000)°°.
correspondentes ou ndo premonitorios € (

, de 0,964, podemos
Uma vez que (9999/10000)%° ¢é cerca e sonha,m todas as

I oas qu <
pamlily guacenn g SRR das ST dentes no intervalo de
noites terio somente sonhos nao correSP0”3 50¢ das pessoas que
um ano. Mas isso significa que cerca de 3,

AT Va0 é uma
os. Nao
: " remoinifor
sonham todas as noites terdo sonhos p milhdes de sonhos

= . duz em 4
fragdo tdo pequena assim; ela se igﬂ ano. Mesmo se mudar
aparentemente pré-cognitivos a €a ah remonitdrio para wma
mos a probabilidade desse tipo de sonho ISJ nimeros enormes de-
em um milho, ainda assim alcSATSTIN ULy o Estades

I als I. ade
les, por mero acaso, somente num p ar nenhuma capac
Unidos. Nio h4 necessidade de Invoc  parentemente premo-
Parapsicoldgica; a banalidade de sonhos ,gcjsafia ser explicado
Nitdrios nio requer explicagdo. G giaak

. ) Ameno.
Seria a ndo-ocorréncia desse fenome

O'livro também traz: Estados Unidos,eflin
® reflexdes sobre o ensino da Matemdtica 0% mas diﬁc“ldad?s 3

{ d que

g 5 = r

(.j 0s og niveis, e af é interessante nota

L _ . :

ca- 540 a5 mesmas que temos aqui, cOM i

Omg fazé-lo, como preparar professores: e
iniao

¢ opinl m

itos ou descomp ¥

+tor dindmico da evilggde
= sa0 propr

50 sa0 prok 1

| : v jdadaos:

®las matemadticas e a opiniao de que iy T -
iva 4 ialistas, mas pertencem sim, g 4
0s especialistas, fi i
ormag

: : e.
pa In socledﬂvd
Em ; stimo livro, com DO agao
ala Tesumo, é um Stimo Livro, o inform

€ analisar o impacto da falta 51

tC.} ;
il o pesquisas 4°

jssados;
® andlise de quando levantamentos d o

-fe
®fcado oy eleitorais) sdo seguros, bem

dae - 2 Convicgio do autor quan
as iqd

Xclyg
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VIsTA pg PROFESSOR DE MATEMATICA 27+ 1



INTRODUGAO ;

A GEOMET

Paulo Cezar Pinto Carvalho 1 BSEACTAL
IMPA / VITAE, 1993,

nas s
0 pr;mei explicagdes e demonstl'a&ﬁe irio,
% " . IO grande 4 8.
identificar, j4 na Introdum'ento do livro do profi A
aprender, longe de sere §30, que as tajs dificy] d:s;Ol' dPau.lo Cezar é
es de epsinar e de

ou sm d; estoes di
tra. Além disso, b4 arestoes distintas, g3
,hd o deg » 830 causa e efeito uma da

ser uma 6tim taqu
a (e talvez fin; e para o f;
al vez ato de . .
Unos, no 22 gray ) oportunidade de : Geometria Espa.cxal
2 mais rigOmSamenIt’;e;enta:f a,(:ls 1nOSS08
Tganizada.

apresentag
o8 .
8 principais conceitos da Geome-

plrimides se dj

dades iniciaj j
Clals, POI‘ . a Ja” na pie
causa dj Pagina 9, logo apés as proprie-

forgad
a separaca $80, &
a0 em G » € claro
€0 ; ue nio ha i
Quase umg cente dmetna de posi(;qﬁo n(a;o hma a usual e mel?
Ila. e e + . e eo Etr. 3 i
Xerciciog comple t ta metries
mentam o livro, assim
H

COmo um capi
: pitulo g b
idéi Obre Geom ia D )
as idéias desenvolvidas no tex:tn Sacritiva fechand
o chando com perfei(f

Ao profes
SOT este I
::llta Para aprofunday o
(e, para muitog o
em sala de aula

T0 serg
ll la 2o
de n,“hecimentgs em:: Uik comarfontede GO
a rifica; i -
10va) forma s T uma mais natt
apresentar o assunt®

[As duas res
enhas siq
da dutoria de Raul F‘
s A i
W. gostino,

Esta’. pre 1
: Visto
Histéri Para maj
de Howard poessikicn. Trape 2 M5AMeNto de maj
ves: An Introg 5e de uma ¢y, € Mais um livro sobre
. Uction to ¢he H;(:ugao do excelente livr?
ory of Mathematics:

SoCIEp
A0E BRASILEIRA pE MATEMATICA

Olimpiadas

E“O Mega_
Eta.pa,, SP

Correspondéncia:
RPM - Olimpiadas
Caixa Postal 66281

05389-970 Sao Paulo, SP
o ,
LIMPIADAS E ENSINO
estaoAs Olimpiadas de Matemdtica, sob as mais variadas formas,
se disseminando pelo mundo todo. Muito jase discutiu sobre ©
estg . .
pe: longe de encerrar-se. Entretanto, © fato de cada vez mais e mais
da sua importancia-.
ag mA.s olimpfadas ditas culturais, is as de Matematica 530
ais conhecidas, diferem das olimpiadas esportivas :
n jadas esportivas constituem-s€
u : ici ente
pa,:-x; fim em sj mesmas, isto é, 0 atleta el xplicitam
ganhar medalhas. As olimpiadas de Matematica, PE2 - o
ge tornarem seus proéprios 1ins-
a0 ey o
tenhae ):Ste nenhum participante de olimpiadas ;petin Jo. nem que
Pretensio de permanecer ! .
dxi
dalha o projeto e
o mas 0§
or;l&r.o que hi competigio, possivel qué haja rlva:l?:((ilzsaue s
“rBanizadores dessas olimpfadas semPre si m,hamdo &
A cioar
ante oif dalhas ¢ Bart.lmp (- wecedoras de sua
Pers oh_mPiCO vive uma série de experiéncias fﬂfd‘l * ando.
onalidade e de sua consciéncia addo €0
53

val 3 .
or pedagégico dessas olimpfadas € tudo leva a crer qué © agsunto
08 DA sa atividade, em PTa
Paises, pode ser um indicador
das quals
. i num aspecto
apar
entemente despercebido: as olimp a
olimpico treina €
pela natureza
0 evellto a a
- n - 3 K4 s
, 130 tém a possibilidade de Matemitica 4ue
muito temp? col®t
faca qa obtengio de alguma me j mo de sua V%
~MPortante do que ganhar me o evento: 0 &
n
omo Ci
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petitivi . C tg ;
oo idade doentia, a elimip éof()imo o elitismo, o estimulo & com-
S€ enquadram nas o 330 de estudantes com potencial que

etc. s igi
Upostamente rigidas das olimpiadas,

s ete. Voltarem
0 .
Rela S a esta discussio em .
0s de todas ag part outra oportunidade.

envolvidas
. mpia
de melhoria em sey ensill:o.d;s de Matemitica obtiveram algum tipo

envolvidos e yy =

OLIMPiADAS DE 1995

M acontecj ;
e 1995, de trgs 01imf,}:§az°s 1ty
Olfmpl'a.da, Inte . de M
Olimp{ada Iber

mO “y s s . e
S anos, o Brasil ird participah
atemdtica:

M e
dealtzmatlc?’ no Canada, em julho;
atemdtica, no Chile, em setem-

alo, por aliz 5 .
» POT Correspondan.: ada pela primeira vez a Olim

a 4
amer]. envolvendo estudantes de varias
merlca,m)s.

. 0’ estuda
m , ntes d P %
Piada Bragijai. . '3T1as partes do Brasil, selecio”

ipando dot ile
T 1ra de Matem<4:
a t'lca- de 1994, estaO pa'l 1-

. Einam
ma-lO’ qua €nto
ndo que se ¢
as trés eqllip:se lzubmeterin a :::::de do inicio do ano até o més d¢
Sempenhg pq treing, % em cont 5 dg;"}i'ia adicional. A composi¢3®
Silicacio na Qlimpi. de-
a Olimpiada, ©

mos OPOrtu . mento
nidag € 0 reg
" s ; de explic emui:.fio da prova final, como j4 tive-
§ . 1gos P
undia] (352 OIM 3 Beguir 54 qu .g 05 anteriores.
© Dhero. g g 0% das provas das olimpida®
ana (93 OIAM) de Matemdtica

tam esejar

) a i ec

um enye] nho Oﬁczo) e’ber a8 resolucs

OPe auto.g evers encam; Ugdes dessas questdes (¥

am :
deregado ¢ se har o pedido, juntamente €™
ado, para; ’

b4

s0c
IEDADE BRasriprra pE MATEMATZCA

- 5. Seja § o conjunto dos mimer

QUESTOES DA 35% 0IM — (Hong Kong)

A duragio das provas de cada dia é de 4,5 horas e cada problema vale 7 pontos.

. Primeiro dia
13 de julho de 1994

l. Sejam m e =n inteiros positivos e d1,82,.0m elementos distintos de

{132, .n}, tais que sempre que a; +a; < n, para 1< i< j < m, entio
existe algum k,1 < k < m, tal que a; +¢j = a. Prove que

e ta+...+am s n+1l
m = g 7

2. Seja ABC um tridngulo isésceles com AB = AC. Suponhamos que

. 5 —_— =
i} M é o ponto médio do segmento BC e O é o ponto da reta AM tal que

AB e BQ sao perpendiculares;
ii) Q é um ponto do segmento BC diferente de BeC;
iii) £ é um ponto da reta AB e F é um ponto da reta AC tais que E,Q e F
sdo distintos e colineares.
Prove que 0Q e EF sio perpendiculares se, & somente se, QE=@QF.

imero de elementos do con-

3. Para todo inteiro positivo k, seja f (k) on
na base 2 tem exatamente trés

junto {k+1,k+2,...,2k}, cuja representacdo
algarismos 1.
a) Prove que, para cada inteiro positivo m,
positivo k tal que f(k) = m.
b) Determine todos os inteiros positivos m p
tal que f(k)=m.

existe pelo menos um inteiro

ara os quais existe um dnico k

Segundo dia
14 de julho de 1994
4. Determine todos os pares de inteiros positivos (m, n) tais que
nd+1 ; o
8 o L seja um inteiro.
mn—1

maiores que —1. Determine

os reais estritamente L
s :
ue verificam as duas condigdes seguintes:

quaisquer que sejam z e y em 5;
ada um dos intervalos

todas as fungdes f: § — 5 4
i) flz+ fly) +of(@) =+ f(=) + vf(z)

ii) f(z)/z & estritamente crescente em ¢

-1<z<0 e z>0.
onjunto de inteiros positivos A verificando a seguinte

6. Mostre $
que existe um ¢ . 3 : >
Propriedade: dado qualquer conjunto infinito de niimeros primos §, existem
dois inteiros positivos m € Ae D A, cada um dos quais sendo o produto de
k, k> 2, elementos distintos de §.
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QUESTOES DA 92

4. S50 dadog o8

56

OIAM ~ (Fortaleza)

10 pontos.
A duragio das provas de cada dia é de 4,5 horas e cada problema vale 10 p

Primeiro dja
20 de setembro de 1994

r<
. " - - . . com 1 <
1. Diz-ge que um nimerg natural n ¢ Sensato se existe um jnteiro T,

igitos iguais.
n—1,tal que a Tepresentagio de n ng base r tem todos os seus digi
Por exemplo, 62 e 15 530 sensatos

¢ 33 na base
» J4 que 62 § 222 na base 5 e 15 é 33
4, Demonstrar que 1993 nzo ¢ Sensato mas 1994 4, bl
. _— . . . - deno
. Seja um quadrildtero inscrito em umga circunferéncna, Cujos vertices sinferénd"‘
consecutivamente por 4 p Ce D, Suponha que exista uma semicirc

308 outros trés lados do quadrilitero.

ABey:CD

'n if
, a 4rea mdxima que pode ating
adriliterq que.satisfa;

48 condigdes do enunciado.

da uma
O %X hi uma limpada. Ao BEL ;::ana linha
m de estagq ela prépria o todas as limpadas situa: ue estao
€ na colypg que ¢la, determina, (as que estdo acesas se apagam e as q
apagadag ge acendem),
Iniciaimente todas estio apag
adequady de to

y €I fung&'lo e
todas as lé.mpad

, com
. ]Ve]1
adas, Demonstrar que é Sempre.poiisque aceso
ques, fazer com que todo o tabuleiro

a ue se acendam
7, 0 nimerg Mminimo de toques para q
as,

Segundo dia

21 de Setembrg de 1994

oS
ira qué
in do o nbos 4, B ¢ 8obre uy, circunferéncia K de m?‘ne';aj )
08 do triangu, ABC sejam 38udos. Seja P um ponto interior i3 em
‘racadag a4 retas Ap F3  — ; feréncia
X,)Yez D — A P.BP e 1 que cortam Novamente a EITCI ilatero.
N * Vetermingy o Ponto P para que o tridngulo XV Z seja equ

% S Avl’
. untos 7~
' Deseja.se construir r subcon]
o~

entoS,

2 inta ' €ada um dgjag Com exatamente & demAz, sy TF
Ny neer.T, —*Sn‘l,eﬁstema:l em Al! T em

r €mentp ¢ tada Conjuntg , COm

=g +32+...+J.',-.
Posgiyg)

que todq RNimerq 1000 0o
a.zen' do-ga Menog o | 10000 Natural < 9
de Nimeygg Natyra; Hom

Para cada ; .

Achar o menor yage,

dekemfuniod ner. 1
D‘emonstra.r e Lo e q btido 2 partil' g;a
pode ser o 530
i Majs Precisamente, hs uma suce: tal qu&
™k < 1100000, 7 = 1, o R
com Sr<i0<s<ien; =

1 0, 3]_,...,.'):,c co
12,»-’ y Exjsl,‘em T8

1CA
EMAT
SOCIEDADE BRpSILEIRA DE MAT

O leitor pergunta

Vera Helena Giusti de Souza
IME-USP

Envie suas perguntas para
RPM - O leitor pergunta
Caixa Postal 66281
05389-970 Sao Paulo, SP

Diofante.
nta sobre &-se que

: {, GO, pergu ;ofante. Cré-

- tor de Jatal, Diofan bra.
o be sobre a vida do gl‘egad.C. Sua grande 00T,
. se sabe a

f:fl?a/[vwl::l): (i?.om Alexandria, .poge‘;"fatdosﬁ

Arithmetica, tem 6 volumes pre

Crita em 13 volumes.

stico, d
ema,thO,
Quanto ao seu trabalho mat
int"al'essantes:

ontos
estacamos alguns P

mesmas

nta as

50 apresen seu

obra nac I_)_ or exemplo,
ita em greg(), Slla'd per]’odo p

* Embora escri o

# 011,
época, .
balhos £regos ega da €Pp
P al
Caracteristicas dos tra

itica BIee” resolugao
atematits sim, 2 3
§ incipiente na M dos gerais. ATy ou Az"+
‘E!Ilfoque na Algebraa n = m méto 3 BE""C =Y 1 e nio se
ainda, gya nio-preocupagao fio tipo Az"+ solugao

> quagdes indeterminadas do
B2

ma stao, por
) bter U dou e
2 consistia em © agoes que et idas como
tCr+ D =dy ’a.is Entre 853gq]; —
Preocypar com as demais. 2 30y =
exemplrc:, 2? -2y =1 ¢ =

®qQuagées de Pell.

u
or sol
* Diofante s4 se interessa;:alzionais'
Aceitandg gs negativas ou as

rimeira
pelaP’ : 25 5
ntramm- ebl‘l
* Na obra de Diofa.nt’tl%) 0_1;;;" Equagbes alg .
temitiCO de simbolos algébri

: . nositivas, nao
ra,CionaJs p
bes
;oe

vez 0 uso §18°
50 exptessas
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7, 19
TICA 2
REvigT, DO PROFESSOR DE MATEMA

ita-se que foi es- _

B ——

e —

o




. o 7 itico, des-
por simbolos algébricos e Seu tratamento é puramente analitico,
vinculado de métodog geométr

2l
icos. Identidades como (a + b) >
a® + 2ab+ b2, 9ue, para Euclides, eram teoremas da Geometria, pa
Diofante eram Conseqiiéncias imedia

tas das propriedades algébricas
das operagdes,

¢ Diofante era m
Para calcujar do;j,
e 1042 ¢ o por

= . 0s
10 Tey. Tal Procedimento, em muitos casos,
simplificava, 5 resolug

a0 de um Problema,
¢ Outro Problema, abordado por el

. s, o ! B —
dois quadrados, st €, encontrar Inteiros g, be ¢ tajg que a’+b

F 'a
ado 3 atengio de Farm at, que, ao ler a copi

. as
> fez divergag anotagdes nas margens, entre eslta
€0rema de Fermgat» (v. RPM 15, p. 14 e ne

. ps em
e: dividir um quadrado

o famoso “iltimo ¢
Tevista p, 20).

minados que exige eiras (oy racionais) positivas e en‘.ml-
Vem, em geral, equagges de 8rall superior a0 primeiro. Mesmo asSifs
0Je s dl?}, €quagses indeterminadas do primeiro grau, com goels
clent'es Inteiros, s30 chamadag equacdes diofantin as em homenagem
a0 pioneirismg de Diofante Dessa frea.
* A titulo de cypign; ; ol
Teceu sgh fc»rm;l ed:u;:ao:tll;i: (:::; reproduzimos um problema que 3P

quinto ou sexto século. Ele pe
calcular Quantos apgg Diofante Vivey;

i [ . tude

Ua vida pa Infincia, 1/12 na juven e

um fitho ¢, deise €asar; 5 anos apos seu casamento, ﬂf’;ﬁ de
q. € morrey 4 2105 antes do Pai com a metade da i

que este tinhg ao m

01'1'&1'
(Para redigir s
livros foram consultagog, Posta, e por estarem 4 mio, os Seg
1] Boy o
{2} A3 QEI}:[' (; B. Hl.sténa da Matemética, Sio Paulo, Edgar Bliicher, 1974;9.
[ MONTE;R(')A history Mathematica. 2. ed. New York, Macmillan, Ili'ro
) 1
écnico, 196!;. SMentos de Algebra, Rio de Janeiro, Ao
" conclse by I an
Song, 1954, ) Onciga bmtory of Mathematics_ London, G. Be
58
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taxa de juros
de Valenga, RJ, quer saber qual a
~ Um leitor de ,

embutida na seguinte situagio:

Um CD custa R$23,00 & ﬁ;za:_:ntrada,
prestacées de R$10,00, uma
outra em 60 dias.

— a tax
RPM: Cuidado ao fazer compr;l‘suito elevad
Pagamentos parcelados pode ser uinte conta:
Supondo juros simples, faga a seg

3
de ser pago em
mas pouma em 30 dias e

a de juros embutidadexlr.n-
a! Veja como proceder:

fica devendo R$13,00;

mpra € 00:
" eoecE: Rila 00, apos 0 ABHES kNI g 26,92%
. 20-13=7=""700
¢ portanto, temos: 20
maés, fica: 1o R$IZ00;
Supondo juros compostos, a conta pra e fica deven

com

® vocéd paga R$10,00 no at’oltcila, o

* 20 fim de 30 dias essa divida N

13(1 + ﬁ) reais; o fom de 30 dis®

* vocé paga R$10,00; portanto,
vendo 13 (1 + 15) — 103

R$13,00 transforma-se €m

vocé fica de-

1
(14 ) - 10] (1+ 750
2 [13(1+ Tg0
* 20 fim de 60 dias, vocé deve o

. portan ]
r R$10,00; po =)
* e tem que paga __z__ _ 10] 1+ 100) més.
10=[13(1+ 150 i~ 34,15% 20
se a

hega p. 11, RPM 20,
. i >
¢ calculando o valor de i, € egd R
Para explicacdes mais detalhadas .

: das pa-
m
P. 23 oy RPM 22, p. 13. ger saber 2 orige
q

: DF
~ Uma leitora de Sobradinho, V%>

IELvra,s Cateto e hipotenusa.

”.
dicula-r b)
- jcal” 08 “PERE 5 por
RPM. Ambas vém do grego: “yertl

. esten
izer «linha
* cateto vem de kdtetos e quer d significa

fnousa- e " A-l'
* hipotenusa vem de hypotef do a essas palavr®®
bajxo” . fato hga
Nio localizamos nenhu macoes? 69
gum leitor teria maiores infor

1995
A 27,
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Cartas do leitor

Correspondéncia:
RPM - Cartas do leitor

Caixa Postal 66281
05389-970 S30 Paulo, Sp

* O leitor sugere

—De Fortaleza, CE, escreve.
sugerindo que a RPM crie uma
quanto ao que existe

10s o colega. Antonjo Fldvio Ri bezrz
Se¢a0 que informe a0s professore
0 Brasil sobre Inform4tica na Educagio Mate

da P, dscoa, de Fortaleza, CE, I :3
Tesposta (g Revistg sobre “A ordem dos fatore
Presenty, g

> $
" Xemplo do nimerq total de jogadore
® Ol em 6 quipes de basquete.

cA
SOCIEDADE BRASTLEIRA pE MATEMATT

agrad

6
6+6+6+6+6
RPM. De fato, 5+5+5+5+5 +re5su1etado. Apenas 199 hg
Zecessidade de digtin%‘“r 211:;1[ disso, qual seria a difereng

Porque 5x 6 = 6 X 5.

19
. 1!
vezes raiz de 2 e raiz de 2 vezes p

- tria
* A reencarnaciio da Geome

do Joaquim

tudo Sistema-
Tupo de Es ; o

Trotta enviando o informativo mensa: (:fe (i)ub};ica um :rtg:o ;10:tl;ia.

H FRd u do a

U ina FEspirita, em q o estu o

tf::ii: (3:? ?Loulgt:saé arggo’ ele Jamenta gu: reforga seus argume

Venha, :enr(rilo.relegado a um segundo -PIZ:] (RPM 25, p- 33)-

¢om dados extraidos do curriculo chin

Do Rio de Janeiro, escreve-

: dovaldo
. “Socorro, Tartaglia!” 60108 O estudante Clo
- p P, escreve-
De Mogi das Cruzes, SP,

. s ma, sobre
tigo sob © titulo q:tla ele seja
um ar ara
€5sa propondo-se a escrever deve escrever P

fazer para
mo como

€quagdes do 39 grau. Pergunta’;o assinar & Me

Publicado g Revista, como pode

” 5 . . 0
Teceber os nimeros atrasados j4 fol objeto de st3 no artig

ta e S5
2 26 rEM 45, p.23)- Aceo?nplexos m:N'!c:s .’iéVistosese estiV
®Mergéncia dos nimeros pi

jar
i basta envid
= tigao 24,
Proposto, entretanto, nio for repetises

a vista e serd
3% capa oda Re aé
®tro dos parametros tragados 0@ ao enders da RPM,

: 2 : &
UM eépia, de preferéncia da't_llogngfnt:) a a'sslna:‘:;l ap -
"Whmetido a0 Comité Editorial. temdtica € © té i
Eratuita para professores de Ma atimeros 24T
leitoreg interessados. Quanto a0S
®Std ng 93 capa deste nimero.

vérios artigos (REM

ia, M
* Par ou impar . 4o Ganta Luzlﬂvas u a,utona dﬂ::i\g
. todio, s onal : a 0 G&
O colega Artur Pires Cuijgo Par ou imP Nf;"o’ manifest
€cer a publicagio do a'tros de Feliz A51‘- °
' P. 31). Junto com os vo - i om 1995

© que 5 RPM continue a existir :ol‘ éa equﬂ;-es::res

RPM. Quem agradece a0 aﬂ; o entre Pro¥® 61
CXiste Para ser o ponto de encontr

95
27, 19
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dos vérios recantos do pais. Sua existéncia futura depende, em grande
parte, da colaboragio de seus leitores com artigos interessantes.

® Serd mesmo solugio?

(g B »Zn) pelo método d

e substituiio, de forma que
— o valor de =z,

~ . .« s = . a
em fungio das demajs varidveis obtido na 12

equagio e

— substituido na 22 permita o cdleuln de 22 em funcio de 23,
L4y 0.y Ty €,

= por substituigdes sucessivas, se obtenha Tp = a, na ultima
equagao e,

- voltando, se obtenham In_1=a
e
mostrar que (ag,ay, ..
cialmente.

n—1, l'n__z - ﬁ.n_z,.. .1 = a,
+»@n) é de fato solugio do sistema dado ini-

RPM. A esse respeito, h4 alguns pontos a considerar:

19 A pergunta faz sentido Pois muitas veges
de resolugio, sio introduzidas solugdes est
partida ou mesmo algumas sz perdidas,
No caso aqui apresentado,

2?2 O método de substituicio para a resolucio de sistemas lineares
pode ser “substituido” com vantagens pelo processo de escalo-
namento (RPM 23, p, 12).

» durante um processo
ranhas ao problema de
embora isso nio se dé

3% A prova solicitada ¢ Uma conseqiiéncia o fato de que, a cada
passo, o sisiema de partida & bstituido por um outrg (em que
as primeiras equacées sio substituidag Pelas expressées das pri-
meiras varidveis em relagio 3s demais) que e 4 equivalente, ou
seja, ambos tém exatamente ag mesmas solugbes. [sso decorre
do fato de que, a cada Pass0, o coeficiente dy varidvel que se
pretende isolar € diferente de ( (daf a Possibilidade de que ela

seja calculada em funcio das demais),

Respostas dog Probleminhag (p. 45)
(1) 66281 = 79 X 839; 5389 = |7 X 317,
(2) 13. (3) 15 km.
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