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OBJETIVOS DO ENSINO DA MATEMÁTICA 

Geraldo Ávila 

Instituto de Matemática e Física, UFG 

74001-970 Goiânia, GO 

INIRODUÇÃO 

Acho que quase todo professor de Matemática já teve a ex- 

periência de ser questionado por seus alunos sobre a importância 
da Matemática e sua utilidade, Eles costumam fazer perguntas deste 
tipo: 

— Professor, para que serve toda essa Matemática que estamos 
estudando? 

— Por que a gente tem de estudar todas essas coisas sobre triân- 

gulos, polinômios, equações, trigonometria? Afinal, de que vai me 

adiantar tudo isso na vida? 

E o professor frequentemente se vê em dificuldades para dar res- 

postas satisfatórias. Na verdade, essas perguntas não têm mesmo 

respostas fáceis nem breves. Então, como responder a elas? 

Nesso objetivo, neste artigo, é o de abordar esse tema, procu- 
rando ajudar o professor, primeiro, a bem entender toda a riqueza da 
Matemática e seu verdadeiro papel na formação do aluno; e, depois, 
como lidar com essas perguntas sobre o porquê da Matemática. 

JUSTIFICATIVAS PARCIAIS 

As razões mais fregiientemente mencionadas parà justificar o en- 
sino da Matemática são as seguintes: 

12) A Matemática é necessária em atividades práticas que envolvem 
aspectos quantitativos da realidade. 
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2*) A Matemática é importante porque desenvolve o raciocínio ló- 

gico. 

Essas razões, embora legítimas, não são a justificativa mais im- 
portante para o ensino da Matemática. A primeira delas, por exem- 
plo, é praticamente irrelevante para uma pessoa interessada em es- 
tudos na área de humanidades. De fato, basta um conhecimento 
elementar de operações com números para atender razoavelmente 
bem às diversas necessidades do dia-a-dia. Aliás, ironicamente até, O 
avanço tecnológico criou uma situação curiosa: hoje em dia o cidadão 
comum necessita de menos Matemática — pelo menos no que diz res- 
peito a “cálculos com números” — do que décadas atrás, quando não 
dispúnhamos, como hoje, desses instrumentos tão eficazes, que são as calculadoras de bolso. 

Como se vê, as técnicas matemáticas de que necessitamos em 
nosso dia-a-dia são tão modestas que podem ser plenamente atendidas 
no ensino das primeiras 5 ou 6 séries do 1º grau. Por que, então, 
ensinar Matemática até a última série do 2º grau? Será que a segunda das razões acima citada justifica esse ensino? A nosso ver, ela também 
é insuficiente, e vamos explicar por quê. , 

AS VÁRIAS FACES DO PENSAMENTO MATEMÁTICO 
A idéia de que o pensamento matemático se reduz a seus as- 

pectos lógico-dedutivos — uma idéia muito difundida, mesmo entre 
professores de Matemática — é incompleta e exclui o que há de mais 
rico nos processos de invenção e descoberta nesse domínio do conhe- 
cimento. A verdade é que o pensamento matemático vai muito além 
do raciocínio lógico. 

  

Em seus aspectos mais criativos, a Matemática está ligada 

muito mais à intuição e à imaginação do que ao raciocínio 

lógico-dedutivo, como procuramos explicar a seguir. 

  

A intuição é a faculdade mental que nos permite obter o conhe- 

cimento de maneira direta, sem a interveniência do raciocínio. Os 

matemáticos frequentemente referem-se a algum fato como “intui- 
tivo”, querendo com isso dizer que se trata de algo cuja. veracidade 
é facilmente reconhecível. Mas é bom lembrar que “intuitivo” não é 
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sinônimo de “fácil”. Há muitas verdades profundas e difíceis que são 
apreendidas pela intuição. 

A intuição é, na verdade, uma faculdade mental mais poderosa 
que o próprio raciocínio. E através dela que ocorrem as grandes 
criações do homem, nas artes, na filosofia -e nas ciências. HENRI 
POINCARÉ (1854-1912), um dos mais eminentes matemáticos dos 
últimos 150 anos, testemunhou bem isso, num artigo que escreveu so- 
bre Criação Matemática, onde ele conta várias de suas experiências 

como pesquisador. Uma dessas experiências ocorreu em suas ten- 

tativas de demonstrar um certo teorema. Depois de vários dias de 
trabalho sem sucesso, interrompeu suas pesquisas para fazer uma ex- 

cursão geológica com várias outras pessoas. Foi como se estivesse 
tirando umas férias da Matemática, passando dias distraído com ou- 
tras coisas. Num dos momentos da viagem, segundo ele conta, veio- 
lhe à mente, assim de súbito, a idéia de utilizar, na demonstração 

de seu teorema, certos recursos matemáticos que ele já havia em- 
pregado tempos antes numa outra situação. E ao voltar para casa, 
examinando detidamente essa idéia, pôde verificar que ela era real- 
mente a chave da solução que procurava. A “idéia”, de fato, tinha 
seu “mérito”. 

Idéias são coisas que nos vêm por intuição. Uma idéia não se 
deduz, “se intui”. ALBERT EINSTEIN (1879-1955) concebeu sua Teo- 
ria da Relatividade com base na idéia da relatividade do espaço e do 

tempo, idéia essa que lhe veio por intuição, não por dedução. Exem- 
plos como esse e o de Poincaré existem em abundância na História 
da Ciência, não apenas em Matemática ou em ciências exatas. 

Em Matemática, particularmente, é muito comum um pesquisa- 
dor, em conversa com colegas, tecer comentários sobre algum resul- 
tado novo que ele acredita ser verdadeiro, embora não disponha ainda 
de uma demonstração. O pesquisador, com sua experiência e fami- 
liaridade em determinada área de investigação, valendo-se das várias 
modalidades do raciocínio (indução, analogia de uma situação com 
outra, argumentos de plausibilidade) e da intuição, é levado a suspei- 
tar da validade de um novo resultado ou teorema. A demonstração, 
em geral, é a etapa final, que completa o trabalho de investigação. 

E muitas vezes, por não conseguir encontrar uma demonstração, o 
teorema, tendo já adquirido credibilidade na comunidade matemá- 
tica, impõe-se com o nome de “conjectura”, “hipótese” ou mesmo 
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“teorema”. Há assi e . 

ou seja, esultados inda não conjecturas na literatura matemática, 

acreditam serem verdad não demonstrados, mas que os matemáticos 

turas é demonstrad adeiros. De vez em quando uma dessas conjec- 

nstrada, geralmente por algum matemático jovem, que 

se torna, entã i , então, bastante conhecido entre seus pares. Uma das mais 
e Riemann” 

famosas conject é 

formulada pelo a ítico ão 5 amada “Hipótese d 

em meados do século passado; aro RIEMA (1826-1650) 

de Fermat (veja RPM 15, p 14), def é o chamado último a 

que vem desafiando os ticos por maio de eso a pe e, 

nos últimos anos, vem sendo resolvida no contexto de na am la 

teoria pertencente à duas importantes e difíceis disci do demá. 

ticas, a Teoria dos Números e à Geometria Algébrica. “Dizemos “vem 

sendo resolvida” porque, de fato, várias vezes a solução foi anunciada 

para, logo em seguida, revelar falhas. O “teorema” parece finalmente 

demonstrado, mas, No momento em que escrevemos, está ainda so 
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uma it mesmo em vários domínios da Arte, a Matemática tem tido 

t uência substancial e direta, como na Arquitetura, na Escul- 
ura, na Pintura e na Música. ? 

de asa Doors tarmente, foi graças a idéias matemáticas 

ciência da, Perspectiva qu lhe Pintores da Renascença criaram à 
uma realidad » Que tes tornou possível retratar em suas telas 

e marcada. por intenso humanismo. 
A descoberta de 

relacionadas remonta di nia temática e Música estão intimamente 
, : agoras. Mas foi có < teoria musical encontrou b S foi só no século XVII que à ase ati 
mente; e aqui, novamente foram Miéias aros estruturar cientifica i ão nin tir idéias matemáti iti uma interpretação científica dos fenômenos sonoros, dis permitizam 8, 

da Matemática, conhecido como Lógica que é domínio próprio realizadas, há . - “OBlca é Fundamentos, onde foram 
estabelecem Er co mais de seis décadas, notáveis descobertas ue Matemática d " ualcançável O objetivo de organizar logi he € forma a garantir que todas as s Elcamen ea sam ser testadas como verdadeir uas proposições pos- sera a as ou falsas. edifício matemático, como resultado do trabalho unia palavras, o 

ano, não tem, nem pode ter, garantida Sua consistência. Isso se reflet 

tamente, instramento, do qual dependuontática é, direta ou indico 

demais ciências, como a Física, a Químico Bio Eênização, as 
logia, etc. Em consegiiência, todo o conhecimento po à Cosmo- homem está necessariamente marcado Delas limitações q; Struído Pelo 
telectualidade. E é o próprio conhecimento humano ue Eoprla in- limitações. Em outras palavras, o homem desc bre as Limitaçõço o e 

O 
seu intelecto, através do exercício desse mesmo intelecto! 

Esse rápido apanhado de vários exemplos serve Para mostrar o quanto as “idéias matemáticas” têm estado presentes na construção 
de todo o edifício do conhecimento, influindo também, de maneira 
profunda e marcante, nas próprias concepções filosóficas do homem 
diante de sua existência e do mundo em que vive. 

JUSTIFICATIVAS E OBJETIVOS DO ENSINO DA MATEMÁTICA 

Tendo em conta essas várias considerações, vemos que o ensino 
da Matemática tem justificativas mais amplas e abrangentes que ape- 
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nas aquelas duas citadas no início deste artigo. Cremos poder assim 

sintetizar essas justificativas e objetivos que o ensino deve atingir: 

A Matemática deve ser ensinada nas escolas porque é parte 
substancial de todo o património cognitivo da Humanidade. 
Se o currículo escolar deve levar a uma boa formação hu- 
manística, então o ensino da Matemática é indispensável 

para que essa formação seja completa. 

O ensino da Matemática se justifica ainda pelos elemen- 
tos enriquecedores do pensamento matemático na formação 
intelectual do aluno, seja pela exatidão do pensamento lógi- 
co-demonstrativo que ela exibe, seja pelo exercício criativo 
da intuição, da imaginação e dos raciocínios por indução e 
analogia. 

O ensino da Matemática é também importante para do- 

tar o aluno do instrumental necessário no estudo das outras 

ciências e capacitá-lo no trato das atividades práticas que 

envolvem aspectos quantitativos da realidade. 

É claro que uma pessoa pode prescindir de conhecimento mate- 

mático e mesmo assim ser um grande ator, escritor, estadista, enfim, 
um profissional realizado em muitos domínios do conhecimento. Mas 
certamente seus horizontes culturais serão mais restritos. A situação 

é análoga à de uma pessoa que, mesmo possuindo competência mate- 
mática, tenha poucos conhecimentos humanísticos; seus horizontes 

culturais também serão mais limitados. 

ENSINO ORGÂNICO E INTEGRADO 

Para atingir plenamente seus objetivos, o ensino da Matemática 
deve ser feito de maneira a atender a certos requisitos básicos, que 
enumeramos a seguir: 

1) O ensino deve sempre enfatizar as idéias da Matemática e seu 

papel no desenvolvimento da disciplina. 

2) Os diferentes tópicos da Matemática devem ser tratados de ma- 

neira a exibir sua interdependência e organicidade. 

3) O ensino da Matemática deve ser feito de maneira bem articulada 

com o ensino de outras ciências, sobretudo a Física. 
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EM CLASSE 

Neste ponto voltamos à questão inicial, que motivou todo este artigo: como deve o professor lidar com as perguntas dos alunos sobre 
a relevância da Matemática? 

Dissemos, no início, que essas perguntas não têm respostas fáceis nem breves. Q ideal é que o ensino proceda de maneira a justificar, a cada passo, a relevância daquilo que se ensina, Cada novo tópico a ser tratado deve ser devidamente motivado, o que pode ser feito com a formulação de problemas práticos interessantes; ou pequenas histórias que ajudem a despertar a curiosidade dos alunos (veja, por exemplo, RPM 25, pp. 10 a 14); ou, ainda, estimulando a participação ativa dos alunos (veja, por exemplo, a RPM 26, Pp. 8a 11). Mas isso nem 

. 
e existem infini ú Primos (RPM 19, pp. 26 à 28); Wúnitos números então é preciso ter o cuí ! 

D.. 
cuidado de fazer uma boa exposição, de Preferência que não dure muito tempo, para cativar e manter os alunos at Nos casos que envolvem altar as idéias envolvidas, 

do aluno. E esse último 
muito bem esse ponto. 

Tesse pela disciplina. 

Assim procedendo, o professor se antecipa às perguntas do aluno sobre a relevância da Matemática; o aluno nem terá necessidade de fazê-las. Aliás, se faz tais perguntas com certa fregiiência, isso já é, em si, um sintoma de que algo deve ser feito para motivar o aluno. Talvez o ensino esteja se desenvolvendo muito abstratamente, sem exibir a relevância dos conceitos introduzidos. É o que pode acontecer, por exemplo, com o ensino de funções a partir do produto cartesiano de conjuntos, seguido de relações, a função sendo definida como um tipo particular de relação; depois funções injetoras, sobrejetoras, bi jetoras etc. E natural que o aluno Pergunte: — M i ? E ele tem razão. Aqui o professor deve questionar o seu próprio ensino, procurando ver o que está deficiente e pode ser melhorado. Mas nunca deve deixar essas perguntas sem Tespostas ou descartá-las como impertinentes ou extemporâneas, 
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E, se não estiver preparado para uma resposta satisfatória — 

o que acontece até mesmo com as pessoas mais experientes 

—, o certo é dar alguma resposta parcial ou provisória, sem 

dei j emplo, dizendo ao aluno: “vou rodeios ou evasivas, por exemplo, À 

pensar mais nesse assunto” ou “vou procurar mais elementos 
, ' »” 

para melhor esclarecer sua curiosidade”. 

Não queira também o professor apresentar todas as justificativas 

e motivações do ensino da Matemática de uma só vez, nem despejar 
sobre os alunos todas as histórias sobre a relação da Matemática 

com outras ciências. Tudo deve ser feito aos poucos, em pequenas 

doses. O ideal é que o professor esteja sempre preparado com algumas 
historinhas e exemplos de aplicações para serem apresentados nos 
momentos mais oportunos. 

E é importante que as aplicações sejam interessantes e sem artifi- 

cialismos. Assim, calcular o tamanho da Terra, como tez Eratóstenes 

na antiguidade, certamente é uma aplicação de rem er evância 

que, devidamente apresentada, há de motivar os alunos e es ima 

seu interesse e admiração pela Matemática. Indo a outro ex emo, 

seria contraprodutivo propor o problema de calcular a quanti ade 

de tecido necessária para fazer uma toalha na forma de um trapézio 

de bases 180 e 240 centímetros e altura 120, pois não se costumam 

fazer toalhas assim... Melhor seria calcular a área de um terreno 

com a mesma forma trapezoidal (trocando centímetros por metros, 

evidentemente); ou, simplesmente, calcular a área do trapézio. 

Embora motivação e aplicações sejam importantes, não se pode 

ir a extremos, querendo que toda a Matemática. ja sempre ensinada 

com aplicações. A apresentação frequente de ap icações eva o a a o 

a adquirir entusiasmo e admiração pela Matemática, a pon de se 

interessar por questões puramente matemáticas, que exi am i dias 

ou fatos interessantes, como as que são tratadas na REM 2 » PP- 

a 25; ou a da distância Rio-São Paulo (RPM 22, PP. 1 a ) só para 

mencionar algumas dentre as muitas discutidas nos vários fascículos 

da RPM. : 

Para concluir, deve-se ter sempre em mente que nenhuma receita 

sobre ensino pode ter sucesso se faltar ao professor amor e. evota- 

mento à profissão, e um esforço continuado'de sempre apren er mais 

e aprimorar seus conhecimentos de Matemática para melhor motivar 

e despertar o interesse de seus alunos. 
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CAIXA ECONÔMICA 

Ernesto Rosa Neto 

São Paulo - SP 

No dia 17/12/91 paguei uma dívida 
pos difíceis..., precisei fazer uma penhora. Como Paguei em cheque, fui obrigado a esperar a compensação, para depois retirar os valores. Porém, não pude ir em seguida: sem tempo, av, Paulista, trânsito, 
estacionamento. .. chegaram as férias, Viajei..., fui deixando e lá vol- tei no dia 12/04/92. 

O caixa fez as contas e me cobrou o equivalente à quase metade do valor guardado. Quase caí de costas. Não tinha como pagar — 
aquilo era um absurdo — e as jóias nem eram minhas. Pedi que 
refizesse as contas, era mesmo aquele disparate. 

que fizera na CEF. Tem- 

Pedi que me mostrasse as contas. Foi assim (em moeda da 
época): 

Avaliação das jóias ......... pereasrerasrerrencenra 8 690.000,00 
nº de dias de 20/12/91 até 12/04/92 .........iiiiiioo 114 
taxa de permanência ......cic anne 0,003334 

$690.000 x 114 x 0,003334 = $262.000,00. 

Fui a um canto pensar preocupado. Conversei com outras pes- soas: 
— É isso mesmo! Paguei um absurdo para guardar uns poucos dias, disse-me um senhor. 

10 
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Mas aí fiquei mais calmo, comecei a pensar. A única variável éo 

número de dias, então, como foi feito, o valor a pagar é função linear 

do número de dias — mas a inflação é exponencial. Caramba! E só 

esperar... o 

Voltei ao caixa e perguntei se podia deixar para retirar outro dia. 

O caixa disse-me que poderia deixar até cinco anos, só que o valor 

iria sempre aumentar. Vi o canto da sua boca se mexer como com 

sarcasmo, mas talvez estivesse mesmo apenas querendo me avisar que 

o valor aumentaria cada vez mais, todo o dia. o 

Sabe de uma coisa? O melhor lugar para guardar jóias é na CEF. 

Fui embora! 

No dia 12/08/94, quase três anos depois, telefonaram me pe 

dindo que retirasse as jóias porque as normas estavam sen do ma da- 

das. Mesmo sabendo que as mudanças de contrato não om e eito 

retroativo, mas considerando que a inflação tinha caído naquele mo 

mento de vésperas de eleição, fui à Caixa em 15/08/94 e o caixa 

as contas: 

$ 690.000,00 dação das E 15/08) Ceirererrareecs o 

nº de dias de 20/12/91 até 15/08/94 ......eeeseessereeeso 

dA ererestererrreee rare r rrenan ; 4 
taxa de permanência ......eceseeerreceeeeros 0,00333 

$690.000 x 985 x 0,003334 = $2.270.031,00. 

Isso em moeda de 1991. Para fazer a conversão para reais era 

preciso cortar 3 zeros e dividir por 2.750: 

$2.270,03 + 2.750 = 80,83. 

Oitenta e três centavos! Paguei, peguei as jóias e fui devolvé-las. 

A Caixa cobrava 40% para guardar uns três meses e quase nada 

para guardar durante três anos. 
. : tina 

Sim, senhor! Quem será que criou essa sistemática! 

  
  

Ernesto Rosa Neto é professor de Prática de Ensino 

da Matemática e de História da Ciência na Universi- 

dade Mackenzie, trabalhando na linha construtivista. 

É autor de livros didáticos e paradidáticos e de rotei- 

ros de vídeo e multimídea. 
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NR. À experiência vivida pelo colega Ernesto Rosa Neto (acreditem, | 
isso aconteceu mesmo com ele) é um exemplo curioso e interessante : 
das distorções provocadas pelo processo inflacionário. Achamos im- 
portante destacar alguns pontos que permitem uma melhor compre- 
ensão do que ocorreu durante o período em que a CEF guardou as DEMONSTRAÇÕES VISUAIS 
jóias do professor Ernesto. 
1) Sem dúvida o aspecto mais importante do problema é o fato de “ José Paulo Q. Carneiro que, embora a dívida aumentasse todos os dias, sobre o total da o 4 ç o RI dívida não incidiam nem juros, nem correção, nem qualquer tipo 9 de Janeiro, de encargo financeiro. 
2) A taxa de aproximadamente 10% ao mês permaneceu inalterada. 

durante um período em que a inflação mais frequente era de 40 a 50% ao mês. Além disso, o Principal que servia de base para O . Ó iári NSTRAÇÕES VISUAIS cálculo da taxa diária também Permaneceu fixo nos $690.000,00 ALGUMAS DEMO 9 tração favorita das importantes iniciai 994, o valor desse principal era apro- | Cada professor tem a sua demons ração forma, é sabido quo 
os. Se a CEF permitisse que o processo fórmulas de sen (ab) e cos (ab). De idas por complemento” 

i ê à deduzida uma delas, as outras podem se das > 
Ma menos de 3 centavos por mês par doida uma d a as a les e rápidas que conheço é 

uma demonstração “visual”, que se baseia, em primeiro lugar, na 
conhecida fórmula: 

continuasse, ela recebe 
guardar as jóias. 
Concluindo, o sistema foi cria, + vorável para a CEF Por prazos cu nosso colega levou um grande Susto na primeira vez que tentou re- : ses B o y , tirar as jóias. A questão, Portanto, não é perguntar quem criou O a=bcosC+ecosB (1) 
A mas, Sim, quem permitiu que ele fosse usado para prazos 

OR69S e não alterou a taxa, num período de inflação galopante. 

do para, funcionar de modo fa- 
Ttos. Tanto isso é verdade que 

onde a, b, c, 4, B, C sãoosladose 

ângulos respectivos de um triângulo. 

Essa fórmula pode ser visualizada 
facilmente e diz apenas que o lado a 
é a soma (ou a diferença, se B ou Cc 
for obtuso) das projeções ortogonais 
dos lados b e c sobreo próprio a, 
como se vê na figura ao lado. 

Por outro lado, é também bastante conhecida a lei dos senos em 
um triângulo, segundo a qual: 

a bo ce - 

senA senB senC 

onde R éo raio do círculo circunscrito. Isso decorre imediatamente 

da figura na página seguinte 

       

  

e1 são 
números 

distintos, 
    

  

  
  

  

2R, (2) 
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| que a perpendicular” 

Segue-se de (2) que, num círcu- 
A lo de diâmetro 1, tem-se: 

4=senÁ, etc. 
Então, para um triângulo inscrito Lesse círculo, à fórmula (1) se lê: snÁ=senB cos C+s 

— de que, fixados os comprimentos dos lados de um paralelogramo, sua área máxima ocorrerá quando ele for um retângulo, 

Considere então as figuras: 

enC cos B. 

  

  

  

a 
c 

d 

E como, finalmente, º ângulo 

? 

SO suplemento de B+ C, ou 

o 

Seja, têm o mesmo Seno, obtém-se à 

ê 

célebre fórmula; 

e 
ê S<xy 

sen(B+C) = sen B cos C+senC cos B 
Essa dedução é vz; 

é i are 

deduzir o caso gor” Pa B+C« 180º, o que é suficiente P 
Pela observação inicial, a área da figura da esquerda não excede ireita, isto é: 

dem Stração acj : 

a 
+ da cheia, 

“Cima baseia. idéia de S.H. Kung, 

Contrada na rev: 
jos MM; Ina idéia ce SEL 

9% 
Tevista Math Maties 

j 1 de 28azine, v. 64, nº 2, abril 
1 l Vest va. (e+olb+d<2-sab+2. eds q? pb? /e2 4 

Simplificando, obtém-se (3) para números positivos. Levando ta, porém, que 
HWARZ 

em conta, p q 

lec+bd|<fallel+Ibjld] e at =Jaf?, etc, 

Intim . 
. . $laldade de ço é ligada COM a fórmula do cos(A— B) está a des 

“Uchy-Schwarz nO plano, 
m Ortant . ão Vetores de Jp2 “Sigualda 

, inais quaisquer. 

«d) 
à desigualdade segue para números y á à para mostss quando é que 

> “dade afirma que, se (a;b) e Car 
Essa idéia pode ser au om “à igualdade das áreas das duas 

não EXcederá q o ué d 9 Valor absoluto de seu produto é 
Rennnaá à igualdade do ralo da esquerda for metângulo; 

º de seus comni ja: 
figuras ocorrerá quando 

brigará à que: 

Mprimentos, ou seja: 

g 
triângulos que o cercam o Figará a que: 

emelhança dos triâng 
“4 h . 

lac4 dd| < Vais 
(3) 

a/ co bja, ou seja os vetores de coordenadas positivas (a; b) e (cjd) 

“VR Vara 
a/c = 5/d, , 

eve. 

â 

Nulos de 3 Otar que * Como oc Seus comprei“ ÍBUal à ÓSseno . 
ntido. Observe que nesse caso Ocorre 

res nôº serão paralelos e de mesmo TA triangular. O leitor podes 

do ângulo de dois veto dos 
também a igualdade na des 5 d db, etc. serem de 

8 2 ângulo de duto 
inda algebricamente para o caso de a, 5, 

alor ab Primentos enta Produto escalar dividido pelo pro de que ' estender ainda alge 

abs * “Mão : 

' 
inais quaisquer, 

Pode.sa ano desse Cosse o ão paldade (8) traduz de Outro m Is 
co 

tícia: uma coletânea de 144 “demonstrações 

tam u . Ta, + Visto 
u 

: 
otícia: 

: 
, 

is e conse) à, Etal e Canchy SA um justifica poa ser 
F onde, am dor R.B. Nelsen no recente livro Proof: without 

Ot 
0 dos 

- 
é 

visuais” foi 
es abr ica, 

To a brmuda q MO de “Is vetores, que pode tam 
Words, editado pela Mathematical Association of America 

Ma de º cos(A B 
en 

12 mesm, TOngtra 

Is 
Se na a vista SÃO Pida e 

. 
e i i RN jar 
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A DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCH WARZ 

Eduardo Wagner 

Rio de Janeiro, RJ 

Neste mesmo número da RPM 
nos mostra uma elegante demonst 
Schwarz para O caso n = 92: 

» O professor José Paulo Carneiro 
Tração da desigualdade de Cauchy- 

Ubitabr<vma?+a?. vb? +b? 
onde 1, a2, by e b; são reais quaisquer. 

Entretanto, é natural a curiosidade sobre o caso geral, Vamos, neste artigo, mostrar uma demonstração si 
] 

mples (sem recursos da Algebra Linear) e algumas aplicações do caso geral dessa desigual- dade. 

TEOREMA: 

Dados 2nr números reais: G1,02,..., Qn,b3,02,..., ba, temos: 

abi+-canda <S vVm?+ra?+-an?. Vbh?+b,24 ba? 
valendo a igualdade se, e somente se, 

Demonstração: 

Inicialmemte, vamos observar que, para dois reais quaisquer q e b, temos: 

2 2 (0-5 >0 5 sb >2b > db< +55 
16 
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valendo a igualdade se, esóse, a =b. 

Façamos agora 

A=Vn?to ta? e B=vb?+---+b 

e consideremos os números 

  

. - bi; 
a=4 e b=3: 

Observe que 
2 2 o a +-c+an = 

m'+ += A? 1 

z 72 e, analogamente, bt 4tbat=t. 

' Temos então as desigualdades: 

= 2 22 
— a 1 nhsS + 
oo 

Somando, obtemos 

- cr clsl. Bb+e+dn Sto = 

Portanto, 

b a bi, qto baci ou 
A B A B 

ab ++ anda SAB, 

Í: T como queríamos demonstrar. 

ob ainda que a igualdade vale se, e somente se, servemos 

m=h,...o = no ou seja, 

q dn bm , ou ainda, 
ACB'A B 

A 
U.c=ê(= 3) 
db bn 
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EXEMPLOS 

Vamos começar com um problema que, aparentemente, não tem 
relação com o que acabamos de demonstrar. 

1) Em um trapézio de bases a e b 
b, determinar o comprimento x de 
um segmento paralelo às bases que 
divida esse trapézio em dois outros 
de mesma área. 

A figura ao lado ilustra o enun- º 
ciado do problema. 

Para resolver, prolongamos os lados opostos não paralelos do trapézio para formar três triân gulos semelhantes: o menor de área A e base b, um outro de área A+S e base z, e o maior de área A+2S ebase a. 

Como as áreas de figuras seme- 
lhantes são proporcionais aos qua- 
drados dos segmentos homólogos 
(correspondentes), temos: 

A+2S A+S A 
2 q TR . 

Utilizando a seguinte proprie- /s EN 

  

  

dade elementar das proporções: a 

a ec a-ce , 
=== concluímos que: bd b-d' q 

S a foro Boo don ouseja, aC —-gf=m" —-bê, 

faz 4 |2 
donde, 272 = +) e g=,/2 + ) 

Está resolvido o problema. O segmento que divide um trapézio 
em dois outros de mesma área foi determinado. 
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Vamos agora observar o seguinte. 

A base média do trapézio (segmento 

equidistante das bases) tem compri- 

mento (a +b)/2. Essa base média 

divide o trapézio em dois outros onde 

a área do “de cima” é claramente me- / MN 

nor que a área do “de baixo”. Então, 

o nosso segmento Z certamente está 

abaixo da base média do trapézio. 

Isso tudo mostra claramente que 

a+b + 
2 — 2 

“dia aritmética e a média qua- 
ê i tre a média aritm ( 

Essa é a desigualdade en à cunidade de 
i emos a opor 

drática de dois números e, mais uma vez, tiv 
ese « 4 n 
ivos “usando áreas”. 

mostrar um resultado sobre números reais posit 

i édias 
Podemos, entretanto, demonstrar à deiguattade o as má dias 

aritmética e quadrática a partir da desigualdade 

Vejamos. 

  

  

Temos, no caso n = 2, que 

Z 742. 
ab + asda < Va? +a vb tdo 

=b=l. 
Façamos n=a ma=b € by =b 

Então, arb< va ro v2. 

Dividindo tudo por 2, temos 

/ 2 a? + b? 

a+b < Pc = V 2. , 

2 - 
a. 

como queríamos demonstrar. 
idéia que utili- 

O leitor deve reparar, neste ponto, que à mesma idéia q ue 
zamos para n =2 demonstra, NO caso geral, q 

2 
a?tal+:+an 

atat tan [DS —» 
n 

= 0... = a. aq == n 
valendo a igualdade se, e somente Se, 91 

19 
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O segundo problema será deixado como exercício para o leitor. 

2) Prove que para quaisquer números reais 01,02, ... Uno 

a 1 (nt ta)(o+ + Dy>nt, qq Gn" — 

Sugerimos ao leitor tentar demonstrar essa desigualdade para 
n= 2 e, e . ta 

Canchy Star E o o caso geral utilizando a desigualdade de 

  

  
  

O ÚLTIMO TEOREMA DE FERMAT 

4 equação 2" +n 
y=m não te = . . 

para nenhum expoente n>3 m solução em inteiros 

Muitos lei . qo 

Al 1 Itores nos têm escrito a respeito desse teorema 
guns ler : : ' am nos jornais que o teorema havia sido fi- 

€ Perguntam se é 
à RPM publique a dem e é verdade. Qutros 

No e difíceis disciplinas mata duas importan- 
úmeros ea G emáticas, a Teori : . eo 

sendo dn etria Algébrica, Di ria dos Tesolvida” ca. Dizemos “vem 
sol : Porque, de 2 

1 VSãO foi anunciada par fato, várias vezes a 
ar falhas, “t a, logo em se id 
trad eorema” pare guida, reve- 

O, mas Ce finalmente demons-     
20 

5 OCLEDADE BRASILEIRA DE MATEMÁTICA 

  

PROFESSOR BENEDITO CASTRUCCI 

É com pesar que a RPM comunica a seus leitores o falecimento do 

professor Benedito Castrucci, ocorrido no dia 2 de janeiro do corrente 

ano. 

Benedito Castrucci nasceu em São Paulo, no dia 08/07/1909, e 

começou a dar aulas particulares de Matemática quando ainda era 

aluno do ginásio, continuando a exercer essa atividade durante todo 

o período em que cursou a Faculdade de Direito. 

Já advogado, estimulado pelo prazer que sentia ao lecionar, in- 

gressou na recém-criada Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras da 

Universidade de São Paulo, onde se formou em Ciências Matemáticas 

em 1939 e obteve o doutoramento em 1942. 

Já como professor da Faculdade, continuou sua carreira acadêmi- 

ca, obtendo por concurso, em 1950, o cargo de professor catedrático 

de Geometria Analítica e Projetiva. 

Na década de 60 participou ativamente dos primeiros grupos 

que se dedicaram aos problemas do ensino da Matemática (GEEM), 

escrevendo trabalhos e livros sobre o assunto. Em 1970, com a re- 

forma universitária, transferiu-se para O Instituto de Matemática e 

Estatística da USP, onde se aposentou em 1979. 

Embora aposentado, não parou de lecionar e de exercer ativida- 

des nos grupos que se dedicam ao ensino da Matemática na PUC de 

São Paulo. 

Acreditamos que o professor Castrucci era conhecido pela grande 

maioria dos leitores da RPM, se não pessoalmente (em aulas e pa- 

lestras), pelo menos através dos trabalhos que ele deixou. O Comitê 

Editorial da RPM, em seu nome e em nome dos inúmeros leitores que 

o conheceram, registra aqui a nossa gratidão e o reconhecimento pelo 

trabalho desenvolvido pelo professor Castrucci em prol da melhoria 

do ensino de Matemática no Brasil. 

Flávio Wagner Rodrigues 
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A GEOMETRIA TORNA-SE ÁLGEBRA 

José Orlando Gomes Freitas 
Funchal, Portugal 

A i ) Geometria Brega podé ser comparada a um ele- mento manual, à Algebra árabe a uma produção au- mática, à máquina. (Luci L. Radice) 

APRESENTAÇÃO 

À RPM recebe colaboraç > ões nã . ; mas também de outros países, do apenas de colegas aqui do Brasil, 
Este artigo veio de Funchal, Ilha da mos pela versão original. O Madeira, Portugal. Opta- a já trabalhos e numa carta explicar “rj Já pos mandou outros pequenos 

º m dos meus Pp 4 fazer assatempos é taZ Pequenos artigos por n 
6.) Os dar uma rodagem, pois a formação r 3 

contínua é im 
sentá-l portante nos dias de hoje. E - à-l0s aos nossos alunos” * É sempre podemos apre 

A RPM dá as boas- 
Freitas no rol de seus a 
colaboração. 

vin das ao 
Professo ; e utores 6, r José Orlando Gomes d 
em nome dos leitores, agradece à 

e 

Já é don o Osso conheci 
metria que usa sistemas de cosnquie à Beometria analítica é a “geo 
Presentação de Oordenadas s 2. - ont e méto a re 
consistir na associação des ecurvas”, A gcomaç AlBébricos na aco 

geométrica por uma rel três factores: a expressão de as conlidade 

coordenadas e o princípio da “tre Quantidades variáveis, o uso das 
Tepresentação er . ação prá: um a gráfica. Ora, se cada 
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destes três factores surge desde muito cedo no desenvolvimento da 
geometria anterior a Descartes, eles não foram no entanto encadea- 

dos. 

A ideia de caracterizar um ponto do plano por meio das suas co- 

ordenadas surge na Grécia antiga. Apolónio (séc. II a.C.) caracteri- 

zou as secções cónicas através das suas coordenadas, sem as designar 

por esse nome e sem lhes atribuir valores numéricos. Também na mais 

alta antiguidade, a observação astronómica conduzira a referenciar as 

direcções no espaço por duas coordenadas angulares: altura acima do 

horizonte e afastamento em relação ao meridiano. Contudo, a inter- 

pretação das relações entre essas coordenadas, ou seja, a geometria 

analítica só aparece muitos séculos depois. 

Um diagrama cartesiano é uma coisa que se vê agora todos os 

dias; compreende-se, ainda que não se saiba, que aquelas “figurinhas” 

se chamam assim: diagramas cartesianos. Quando jogamos a Batalha 

Naval, para nos referirmos a um lugar temos uma letra e um número, 

ou seja, duas coordenadas. Quando analisamos um Mapa do Mundo 

ou mesmo uma Planta de Lisboa ou Funchal, utilizamos duas coorde- 

nadas para indicar o destino desejado. Para os aviões em pleno voo 

é preciso mais um número para dar a sua altitude. E, se quisermos, 

usamos uma quarta coordenada para o tempo. 

“y=arx+», com cebd constantes reais, é uma recta; 2 4+y? = 

r? é uma circunferência com centro na origem € raio ri e por aí 

diante... à Descartes”. A primeira vez que afirmei isto às minhas 

turmas do 10º ano (programa novo), os alunos fizeram uma cara de 

espanto mas, umas aulas depois, eles próprios já chamavam recta à 
. e 2 — emplos. 

y= ecircunferênciaa 2? +y = 1, entre outros exemp 

Descartes terá sido influenciado pelos trabalhos de Nicolau Ores- 

me (bispo de Lirieux), que num seu trabalho (1360) introduz as co- 

ordenadas rectangulares (longitude e latitude), bem como a equação 

da linha recta. Oresme começa por apresentar O princípio de repre- 

sentação gráfica no plano, passando ao espaço à três dimensões e 

chegando a antever o que hoje é o espaço à quatro dimensões. Mas 
a sua teoria não pôde evoluir devido à falta de simbolismo algébrico. 

E é precisamente neste aspecto que Descartes — paralelamente com 

Fermat, apesar da notação deste último ser antiquada, apegado à lin- 

guagem pesada da álgebra dos gregos — desempenha um papel fun- 

damental. Recorrendo a dois eixos perpendiculares e às coordenadas 
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dos pontos do plano, relativamente a esses eixos, desenvolve o estudo 
das curvas e considera que a definição de cada curva (ou linha) ea expressão da relação algébrica entre as coordenadas 2 e y dos seus º pontos. Estendendo ao espaço o que se passa no plano, Descartes INTUIÇÃO E PROBABILIDADE considera três planos perpendiculares dois a dois e estabelece que, fixados esses planos, qualquer ponto do espaço é determinado pelas distâncias a cada um deles, ou seja, por três coordenadas. 

Raul F. W. Agostino O verdadeiro progresso Tealizado por Descartes reside no facto Rio de Janeiro, RJ de, em vez de limitar tal cálculo ao estudo de uma dada figura, como faziam os gregos, ele o erigir em processo geral susceptível de permi- 
nidade de novas curvas. As ideias e obras de 

c
m
n
a
u
 

e des- 
De tudo que ensinamos aos nossos alunos, os O idiano 

. - . 
- m situaçõe . Nele as gerações seguintes. pertam mais interesse são os que envolve irt tem servido de boa Nestes tempos de AIDS, o problema a segu do TV 
. = a de a! . 
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Ce anca (Funchal, Probabilidade ou Estatística: à abitantes do país 
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Sesima, são secismente portadoras do vírus 0,091/0,271 = 33,3% das pessoas que o teste classificou como p 
Esse número é no mínimo curioso 

fez o teste e foi classificada co 
de ser um “falso-positivo” (n 
teste desse tipo e o resultad 
novo teste). 

ortadoras. 

e mostra que uma pessoa que 
mo portadora tem grande possibilidade 
ormalmente, quando uma pessoa faz um 

O é positivo, os médicos recomendam um 

No entanto, o número de testes que indicaram a ausência do ví- rus foi 0,731 e, dentre esses, 0,721] não são portadores, o que dá 

ados também originam resultados inte- Tessantes. Por exemplo: 
Se 0,5% 

a eo teste acerta em 98% dos casos, então somente 20% das pessoas que o teste as são realmente Portadoras. Dependendo dos objetivos, pode-se a ceito de probabilidade condicional Estatística; no entanto, a grande qualidade desse roble sentar uma situação de real inter : abordagem bastante intuitiva 

Partir daí enunciar o con- 

ma é apre- esse dos nossos alunos, com uma 
PARA APROFUNDAMENTO 

[1] MORGADO, A. e outros Análise Comb; ; ombinatóri as o Janeiro, SBM, 1991. Ta e Probabilidade. Rio 

[2] PAULOS, J.A. Analfabetismo 
Janeiro, Nova Fronteira, 1994, 

9 O médico pede exames, ele tem razões para co i 
MO Paciente e, Portanto, a probabilidade teé, em Beral, bem enridânci 

da doença na População toda (v. REM Mp Bi) Maior do que a incidência 

condicional de que ele esteja doen 
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FÓRMULA versus ALGORITMO 

na resolução de um problema 

Roberto Ribeiro Paterlini 

Departamento de Matemática da UFSCar. 

INTRODUÇÃO blema abaixo deparamos com uma 
No estudo das soluções do proble lenta Ceras PAi ia 

ainiiação a mir pi uma findo o 
pos diferentes fe E a então podemos construir um e : 

E aa e a osta quando os dados são RR SE a também nos dá a Tesp om este problema em sala de aula. 1 di 
no e pi ra Ensino da Matemática. Não eia uso 

algumas reflexões a a demasiadamente a associação rs im 

A de uma fórmula, em detrim 
e um pro 

boração de algoritmos? 

O PROBLEMA w ih 

Sejam b e h inteiros positivos ey 

Considere um retângulo de base f 

altura h reticulado por linhas ia a 

las aos lados, formando bh qua a 
dos unitários. Quantos desses a j 

drados têm seu interior inertes O 

por uma diagonal do retângulo: 

  

O AV PED 

a 
. a 

8 as sugestoe 
B rgio Ro ngues 

O autor agradece 
tões do colega Sei Rod 
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Esse problema pode ser encontrado no artigo Counting Squares 
de David L. Pagni, publicado no periódico Mathematics Teacher, vol. 
84, nº 9, dezembro de 1991, página 754. Nós o propusemos em uma 
aula de problemas para alunos de Licenciatura em Matemática da 
UFSCar. Na figura acima, temos b = 6e h = 4, e pode-se ver que 
o número de quadrados unitários que têm seu interior interceptado 
pela diagonal é 8. 

AS SOLUÇÕES 

Na aula a que nos referimos, os estudan- 
tes, em sua maioria, se empenharam em encon- 
trar uma fórmula para o número de quadra- 
dos unitários interceptados, Passaram a dese- nhar retângulos de vários tamanhos, contando 
o número de quadrados interceptados em cada 
caso, O quadro ao lado traz alguns dos resulta- dos considerados pelos estudantes. né o número de quadrados interceptados pela diagonal, A

I
N
S
O
D
A
 

N
C
 

o 

SOS 
de
 

CO
 

ND 
G
o
 

de
 

Não é fácil visualizar a fórmula Correta a partir desses dados. Com a ajuda do professor, os estudantes viram que n = b+h- mdc(b,h). Passaram então o restante d 
a a aula de- monstração para essa fórmula, elaborando uma 

Paralelamente a essas a/ 
modo diferente, e no final d 
resumimos a seguir. 
modo Eron que trocando b por h e vice-versa o resultado não se no Primeiro ao 1 que 1) seguintes casos o problema é tri- . , = ou = 1), 0 número de ted À a quadrados unitários interceptados eigual a b (ou h, Tespectivamente), Segundo, se b = h o número de quadrados interceptados é b 8 eco Vejamos o caso 3x2, E ingul ê : “sse retângulo deve dois retângulos menores. O primeiro é o Maior quad , caiba no retângulo quadrado possível que (portanto, um : retângulo 1 x 2. Algebricamente tenniirado 2x2). 0 segundo é O 

tividades, um estudante trabalhava de à aula apresentou-nos uma solução, que 

ser decomposto em 

a 
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3 X 2 em retângulos menores. 

  

  

  

  

  Pá —-, + 
  

MM 

                      

  

O estudante observou que os retângulos menores estão dentro 

dos dois casos triviais já considerados acima. Como o retânguo 2x2 

nos fornece 2 quadrados unitários interceptados (caso b a me 

retângulo 1 x 2 nos fornece também 2 (caso b =) en os e 

cluiu o estudante) o número de quadrados unitários intercep 

Tetângulo 3 x 2 é 4. 

Para melhor ilustrar o procedimento, vejam os também o Po. 
11x 7. Esse retângulo é decomposto em 4 retângulos menores. Pr 

meiro retitamos o maior quadrado possível, no o ate tomamos 7x7. Do restante, repetimos o procedimento: o 4% 4) E assim 
o maior quadrado possível (no caso, um quadrado . 

por diante. Paramos quando o retângulo inicial se esgota ou sobra 

um retângulo do tipo b = 1 ou h = 1. No nosso exemplo p 

temos a decomposição: 

1x7 = 7x7 +4x44+3x3+ 1
x3 

F 
+ + 

os menores está dentro dos dois casos 

uiu o estudante) o número 

tângulo 11 x 7 é a soma 

  
  
  

          

  

Cada um desses retângul I q 

triviais considerados acima. Então (con o 

de quadrados unitários interceptados n 

74443+3=17. 

studante. Não nos apresentou : : ão de nosso € : Termina aqui a solução mas verificamos que funcio- 
demonstração da validade do algoritmo, 
nava perfeitamente. 
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ALGUMAS DEMONSTRAÇÕES 

Apresentamos primeiro uma demonstração da fórmula: 

o número de quadrados unitários interceptados é b+ h—-mde(b,h) (x) 

Indicaremos por 1, 2,..., y 
k os pontos da diagonal que | 
são comuns a uma linha ho- 8 
rizontal ou vertical do reticu- / 
lado. Suponhamos que os pon- 5 
tos estejam ordenados, isto é, j Ra 
está entre j-1 e J+1. Confira 2 
a figura ao lado. | 

  

  

  

  
                  z 

b 

Cada um dos segmentos 12, 23... 
associado a um quadrado unitário que t 
pela diagonal. Como temos k — 1 desses segmentos, nosso problema ficará resolvido quando determinarmos k — 1 em função de be h. Por definição k é o número de Pontos da diagonal que são comuns a uma das linhas do reticulado. A diagonal intercepta exatamente uma vez cada uma das b + 1 linhas verti 

«, k-1k está univocamente 
em seu interior interceptado 

duas vezes. 

Um desses pontos é certamente (z0,y0) A (0,0). Os outros pon- 
tos (z;,y),i > 1, são tais Que 7; e y; são inteiros positivos e a in- clinação do segmento que une (0,0) a é À 

. . 

Zi; i 
ni 

diagonal, isto é, o o jar 

E q 
CEPA 

| Esses Pontos podem ser obtidos considerando-se todas as fra- ções m/n equivalentes a h/b tais que m < RR Us 
dessas frações é a fração irredutível p/q que é obtida lificando à fração h/b por mdc(b, h). Depois, “multiplicando-se' 5h por 1, 2; 3, 1.0.3 mdc(b, h) obtemos as fr E 

y 3 ações procu d Ê . do 

com (0,0), existem mde(b, h) + 1 pontos (é E Fe rr 
30 
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Por exemplo, sejam b = 12e h = 8 (ver figura abaixo). Como 

mdc(12,8) = 4, simplificando- 

se 8/12 por 4 obtemos a fração 
equivalente irredutível 2/3. As- q 
sim, as frações equivalentes 

8 

1 2.2 Zwy2Z2=A4 
1X3=3 2X3=8 E 
3 2 6 44 2-8 
3X3=9, 4X3=12 2 

fornecem os pontos (3,2), (6,4), 

(9,6) e (12,8), que pertencem à O 

diagonal. 

  

Voltando aos cálculos anteriores, 

= 4 h-mde(b;h): k=b+l+h+1-(mde(b,h)+1) ou E=L=b+h-mde(b,h) 

quadrados unitários que têm 
Portanto existem b + h — mdc(b,h) A aim demon itrada a 

seu interior interceptado pela diagonal. 

fórmula (+). 

erações sobre a solução do 

de procedimentos que, exe- 

desde que b e h sejam 

sa seqiiência de pro- 

Vamos fazer agora algumas consid 

estudante. Trata-se de uma seqiiência de 
cutados corretamente, nos levam à solução, 
fornecidos em valores numéricos. Dizemos que es 

cedimentos é um algoritmo. 

À princípio ficamos surpresos E correto. Primeiro, sua 
nos levaram a pensar que o algoritmo estava a: cálculo do máximo 
semelhança com o algoritmo euclidiano o E] a alguns exemplos, 
divisor comum. Segundo, aplicando 0 a Es então um estudo 
verificamos que funcionava perfeitamente. Fize 

Posterior, no qual constatamos: 

essa solução. Mas dois fatos 

implica a validade do algoritmo; 

ode ser obtida do algoritmo; 

de ser obtida independentemente 

a) A fórmula 6 + A — mdc(b,h) 

b).A fórmula b + A — mdc(b,h) P 
c) A veracidade do algoritmo po 

da fórmula. 

e b), as quais significam que a 

Provsremos ai ninaiaaça tes. A afirmação c) será deixada 
fórmula e o algoritmo são equivalen 
para o exercício da argúcia do leitor. 
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Indicaremos por Ns.» o número de quadrados unitários intercep- 

tados por uma diagonal do retângulo b x h. Algumas identidades 

óbvias são: Non = Nha.b, Nob = be Nip = A. Por outro lado, o 
algoritmo consiste essencialmente da seguinte propriedade: dados os 
inteiros positivos b > h,seb=qh+r,onde0<r< h, então 

Non =qNaa+ Non=qh+ Na (++) 

a) A fórmula b + h — mdc(b,h) implica a validade do algoritmo. 

Supondo válida a fórmula, temos Nin=b+h- mde(b,h). Por- 

tanto 

Nun=b+t+h- mdce(b,h) 

=gh+r+h- mdc(h,r) 

= gh + No, 

e isso implica a veracidade de (++) e, consequentemente, do algoritmo. 

b) A fórmula d+ h — mdc(b,h) pode ser obtida do algoritmo. 

Para sistematizar, anotaremos b = 
di : q eh= ) 1tmo 

euclidiano aplicado a a; e a a; pode ser 1 a. O algorntm 
assim desenvolvido: 

1 = a, + as, D<as <a, 

2 =qus+a, 0<a,< as, 
G3 = 0304 + às, 0< as; < as, 

E In-30n-2 + Un, 0< ln 
Gn-2 = Qn-20,-1 + Ens 

En-1=Qn-10, +0, 

onde a, = mdc(a, 

-1< Un-2, 

0 < An < An; 

q2). Somando-se todas às equações acima, vem 

ato+t- tan E sonia A de) 

donde 

m+tas= (gas ++ In-10) + an 3 
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ou 

qa + +Qn-aln = + a — dn. 

Aplicando repetidamente a propriedade (++) acima, temos 

Non = Nar-as 
= qi Nas-as + Naças 

= q1Nas-a, + q2Nas:as + Nasas 

= q1 Naga; + GQ Nasas Fº + Qn-1 Nanan 

quas + quase: + GIn-1ln 
=0q + aq — En 

=b+h- mde(b,h), 

como queríamos demonstrar. 

CONCLUSÃO 

É principalmente a diversidade de MESA fo ceRsEREA Eh 

estudo que ativa a flexibilidade e a capacidade de de ; tudante 
mente dos estudantes. Essa diversidade faz compreen Rs É mesmo 
de uma maneira prática que há muitos modos de tratar 

r a : 
? e asénáica através de Problemas, vimos au a 

vemos colocar nossa atenção na possibilidade Do a da de- 
soluções na forma de algoritmos. A sabe E pi que 
senvolve qualidades de organização e previsão, e ci = 

não deve ser omitida no ensino formal da Maisinstica, 
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DE VOLTA AO MAGICÁLCULO 

Hideo Kumayama* 
São Bernardo do Campo, SP 

Muitas vezes nossos alunos nos trazem desafios e, lendo a RPM 23, p. 34, encontrei um que jám e e havia sido proposto por alunos: por que um número de 6 algarismos, da forma ABCABC, é divisível por 7? A explicação é muito simples: 

ABCABC = 1001. ABC=7.143. ABC, 
logo, ABCABC é divisível por 7, 

Observando com mai vai s cuidado esse trar um critério de divisi bilidade por 7. 
Vejamos um exemplo: 
O número 1916544 é divisível por 7? 

argumento, podemos encon- 

1916544 = 544 4 016. 1000+1-(1000) = 544 +918-(1001 -1)+1.(1001 - 1)? =E-10014544 91641, 
Fica claro que 191 
916+1 ofor. Mas 
que 1916544 é divi 

6 pi é divisível Por 7 se, e somente se, 544 — WO 916+1=-37] = 7.53, o que mostra Sível por 7, 
Mas, afinal, que critério de divisibilidade é esse? EO, - : Adaptação do Comité Editorial da RPM, aprovada pelo autor. sá 
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diferença 
Um número é divisível por 7 se, e somente x 2 É crença 

entre a soma de suas classes pares e a soma 

ímpares for um ntmero divisível por 7. 

é a classe das 
Justificativa: Seja N =q;... ata a Dihõos, e assim 

unidades, a1, à classe dos milhares, q2,a-clas 
? 

sucessivamente. 

. 001 — 1)". 
N = ao(1001- 1) + aa(1001- 1)! + +": + an ) 

ão múltiplas de 1001 
No desenvolvimento de N todas as parcelas a exceto ao, —a1, 42, —03, ---» OU Seja, as da Ío 

rs ta : 4 divisível por 7, bas 
i d a verificar se um número é di P a das clas- Assim sendo, par esse resultado da som 

somar suas classes ímpares, subira a oSível por 7. 

ses pares e verificar se esse resultado 

Exemplo: 15627819340 é divisível por 7, pois: 

= -133=-7-19. — (3404627) = —13 (819 + 15) — (340 + 627) 
classes pares classes fmpares 

123121 não é divisível por 7, Pois 

classe par classe ímpar 

que não é divisível por 7. definir critérios daí podemos , à 
1j=7: 11 13, e . e definimos par de aire or Ui e por 13 idênticos ao qu 

7. 

é professor dré Hidoo Kun NAL A. ]. Lafer de Santo Andvé cada na Esco ática na EEP Te Matemãi : iado em Ma- e professo r de mardo do Campo. araralhos, vem ves de Soa FFCL Farias Brito de licações da Ma- temática am do, há 10 anos, pelas Denicas. 
se a em diferentes ocupações 
temá 
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A MÁGICA DO CUBO 

Gildo A, Montenegro 
Recife, PE 

INTRODUÇÃO 

A visualização espacial permite reconstruir mentalmente o mun- do físico e antecipar a solução de problemas antes que eles surjam no ambiente real. Nessa linha, a intuição geométrica deve ser estimulada, na escola com a construção de modelos de poliedros e objetos da vida cotidiana (maquetes). 
Uma forma geométrica conhecida desde a antiguidade e ampla- mente usada pelo homem é o cubo. Há Poucos anos surgiu o “cubo mágico”, engenhoso quebra-cabeça que utiliza as combinações de fi- guras nas faces de cubos interligados. Entretanto, podem-se fazer, em sala de aula, outras “mágicas” com cubos: 

UMA APOSTA CÚBICA 

Ele: Todos os livros dizem a mesma 
coisa: com seis quadrados po- 
de-se armar um cubo. 

Ela: É verdade. Abra uma caixa 
cúbica e você verá que ela é for- 
mada por seis quadrados, como 
na figura. 

Ele: Isso é o que todos dizem. Mas eu cubo com quatro quadrados. 
Ela: Com quatro faces você forma uma caixa cúbica, mas ficam fal- tando duas tampas. 

  

    

          

      

quero mostrar como fazer um 
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Ele: E se eu fizer um? . , ê omizar Ela: Não existe cubo com quatro faces. Se você quer econ , 

experimente viver com menos dinheiro. é como eu farei um 
Ele: Por falar em dinheiro, você aposta um. mos 

cubo com menos de quatro quadrados? | 

Ela: Está fechada a aposta! 

Nessa altura, ele apresenta um 

recorte em cartolina: 

Ele: Aqui havia quatro quadrados e 
eu recortei triângulos, restam 
três quadrados. Agora, dobre 
segundo as retas e veja. , 

Ela: Não pode ser... bom... de fato, é um cu 

do que aquele que eu mostrei. 
Ele: A aposta não envolvia medidas. 

Paga o almoço e eu, a sobremesa. . 

  
bo. Só que ele é menor 

Mas, eu faço um acordo: você 
? 

. 

desde que servida em cubas. 

  

d 
i 

es 

o eome! ia critiva e 

PE Durante 30 anos ensinou 
a UF e 

Geom tr Des 

Desenho. Tem Os”, raduação em marcenaria
, trabalhos 

pós-& 

amor. 
| 

manuais, cooper e humor. E 
| 

mmseReC 

«.. É verdade que O Dese- 

mpre muitos desenhos e eu 

Geometria e O Desenho 

não como uma 

creveu: Em uma carta, de 22/11/91, o colega es 
i PM tem se hho foi expulso do 1º e 2º graus; mas à R. vejam à 

mundo, tureza € O 

a estavam alguns desenhos 

produzimos dois deles. 

i ática “Pero que os colegas que ensinam Matem 
rana Como estruturas para ajudar a compreende art 

unto com à € Camisa-de-força para prendê-los”. J abaixo re 
Sob o título As PARÁBOLAS falam... 

          

   
  

HIPÉRBOLE 
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O CUBO E O VOLUME DE UMA PIRÂMIDE: 

O colega Wilson Massaro, de Morro Agudo, SP, também usa O 
cubo em sala de aula. 

Ele observou, ao introduzir-o assunto Volume da Pirâmide, que 
os seus alunos tinham dificuldade em enxergar a decomposição de um 
prisma triangular em três pirâmides equivalentes, como é feito, por 
exemplo, na RPM 13, p. 55. Teve então a idéia de usar um cubo. 

Chamando o centro do cubo de 
V, ficou fácil ver seis pirâmides TO ee lo 7 
equivalentes, cada uma com vértice << Vo. 
em V e tendo como base uma das 
faces do cubo. 

  

O volume do cubo, de aresta a, 
é aê. Portanto, o volume de cada > 
“a . sz 

> -“, pirâmide será a?/6. Observando a PA] 
igualdade: 

13 - À 2x1 gu=7xaxia, 

    
  

vê-se que o volume de cada pirâmide é 1/3 da área da sua base (a?) 
vezes a sua altura (0/2). 

  

ERRAMOS 

RPM 26 - Alguns leitores observaram que a calculadora no topo da página 
16 está esquisita. De fato está. 

p. 21, £. 06 — versão correta: [+] [=] [=] [=] [x] [8] [1] [=] [,/][,/][ vILy). 

p.21, £.21 -no lugar de ij leia-se iy +. 

p. 53, £, 08 - acrescentar ao subtítulo: (júnior). 

  

Um simples erro tipográfico na sigla de um Estado, feito em 1988 e ainda 

não corrigido, provocou protestos veementes do leitor Manoel Eduardo Rocha de 
Azevêdo, que, em carta de 05/02/1995, invocando o artigo 29 da Lei 5.250/67, 
nos “intimou” a fazer a seguinte correção: 

RPM 13, p.63, £.31 - no lugar de (RJ) leia-se (RN). 
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TESTES “DIFERENTES” 

Compilação: Renate Watanabe 
RPM, São Paulo 

ática, temos em mente 

a questão e 5 alterna- 

ta à questão. 

Em geral, ao falarmos de testes de Matem 

testes de múltipla escolha que apresentam um 
tivas, sendo apenas uma delas a resposta corre e. em escala 

E am 
Nos Estados Unidos, desde 1926, realiza-se um exame, 

. i studos após | 
Nacional, para estudantes que desejam-P Da tic Aptitude Test). | 
9 término do 2º grau. É o chamado SAT (Scholas 

eferente 
O SAT é apresentado em forma de testes mas, né eemnativas, 

à Matemática além dos testes de múltipla escolha com uantitativa e, | 
há duas outras modalidades de teste: O de comparação + a resposta. 
Mais recentemente, aquele que exige que O aluno P aa ver alguns des- 

Achando que seus leitores teriam avo) autorização para 
Ses testes “diferentes”, a RPM pediu (eo 
Publicá-los. 

COMPARAÇÕES QUANTITATIV. AS es testes, mas ém ess , 
Encabeçando a primeira página que a seguir, encontram Numa disposição diferente da que apresentam 

Se sempre as instruções e os exemplos: 

39 ! 
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* INSTRUÇÕES: 

Em cada teste há duas quantidades, uma na Coluna À e outra 
na Coluna B. Você deve comparar as duas quantidades e na folha de 
respostas assinalar: 

se a quantidade na Coluna A for a maior; 
se a quantidade na Coluna B for a maior; 
se as duas quantidades forem iguais; 
se a relação entre as quantidades não puder ser determinada a 
partir da informação dada. 

v
o
a
W
r
>
 

  

  

          
  

  

          

  

  

  

      

EXEMPLOS: 

Coluna A Coluna B Respostas 

| 
[| s2 20 isDoo 

| 
l 
| 
| 
| 

1502" xº | 

| 
| 

| 
f 

T e 3 são inteiros. | 

E | 
+ s=1 igDoso 

| 
            

* . 
. Copyright (0) 1995 by Educational Testing Service. English version copJ- 

righted 1992 by Educational Testing Service. AI rights reserved. Translated with 
Permission for limited use by Revista do Professor de Matemática. 
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na B 
Coluna A Coluna B Coluna A Colu 

x e y são dois inteltos negativos. 
  

          

  

  

1) 3:6:+9 3 | 
3.3.3 8 Xx+Yy 

TO 

x=5 O 

y=-5 

2) 
        

Y 

xº + x? vt+y | 
8) 

Do O 

x é um tintelo posto. Há 12 pessoas numa sola. 

o todo elos pesam 900 ha. 

4 | “EE 7) | dessas pessoas 
DP 

Cidades X, Y e Z distam, cada A ssa asimótica de x e Y 
uma, 10 km da cidade R 64 e x-v+2=0 

a [ Bingo o] De 
entre Xe Y ento Yy ez 8) 

all A 

  

+ + 

to
jx
 

a 
|x
 8) A 

3       

            DA dc A   nem 
41 
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Coluna A Coluna B Coluna A Coluna B 

A D n 

61º soe 

B € m 

o) Soma das ab- Soma dos ab- min 

Cissas de P e Q clesos do Re $ 

12 Compiimento do Comprimento do 

Begmento AB segmento CD 

Para todo a é b, seja asb=29+b. 

139 |34(0 4) [6-0 “4 
Comepitmento 

fatal dos quatro 
10) 21 

segmentos em 

negrito 

WX+%-3>0 

x<0 y>1 
14) x 0 

N X ) xy y 

9A 10) € W)B 1228 13) B 14) D 
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RESPOSTAS PRODUZIDAS PELOS ALUNOS 

Os testes são problemas com soluções numéricas. À novidade 
está no fato de o aluno precisar produzir a resposta e não escolhê-la 

dentre algumas alternativas. no 

Como o SAT é, atualmente, prestado por mais de um milhão 

de estudantes, a sua correção, necessariamente, tem que ser feita por 

máquinas (não por pessoas). 

O modo de proceder é o seguinte: 
folha de respostas, uma pequena “grade” on 
Tesposta. As “grades” abaixo ilustram o processo: 

para cada problema há, na 

de o aluno colocará a 

Resposta: 201 
Resposta: 5 ou 7/12 Resposta: 2,5 

    
  

      
  

  

  

      

  

    

ol] Traço STS Vírgula 
o| de fração ololelo|— 

S/S/O 
SI2|9/O ojojS|D 
alo |2|s ejejojo 
ao |2|D ojolojo 
alo] ojolo|o 

eelejo Sjolojo Qualquer uma das posições 
SI2|2jo DID|ID|D é correta 

ÉISjo ojojo|O 
olelolo           

  

o 
o 
o 

dos o 
jodos aceitáveis de registrar o 

3 5 0,666... o 
— o 

O 
e 

9 Novo SAT cas em campo; foram 
s 

Em 1990 após três anos de estudos € ar a partir de 1994. 
àProvadas mudanças no SAT que entraria em novidades foram: 

Na parte de Matemática, às duas na alunos; 

) Problemas com respostas produzidas o necessário. 
Calculadoras: uso permitido, poré a 
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Problemas 
  

Flávio Wagner Rodrigues 

IME-USP 

Soluções e Sugestões: 

RPM - Problemas 

Caixa Postal 66281 

05389-970 São Paulo, SP 

Problemas 

lis. 

119. 

120. 

44 

Na figura abaixo os triângulos ABC e BDE são retângulos 
e isósceles. Os pontos M, N, c 

o 

M 

P 

NB D 

P e Q são respectivamente 

+» ABa, ... crescem em 

os pontos médios dos segmentos 

A 

AC, AD, DE e EC. Prove 
que o quadrilátero MNPQ é 

um quadrado. 

(Proposto por Claudio Arconcher, SP.) 

B, DB, By. B, Bajo 

Na figura, AB,, ABo, AB, ... 

progressão aritmética. Mostre 
que B,B, > B,By>... 

> BaBa+1 De... 

(Enviado por Antonio Carlos Peixoto 

de Mello, DF, que citou como fonte o 

livro Elementos de Geometria, FIC, 

16º ed., p. 38.) 

A 

Prove que todo número natural tem um múltiplo que se escreve, 

na base 10, apenas com os algarismos O e 1. 

(Do livro Análise Combinatória e Probabilidade, Morgado, A. e outros, Rio 

de Janeiro, SBM, 1991.) 
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de Nova Iguaçu, RJ (que 
Uma sugestão do colega Juarês Saddock de Sá, 

ão lembrassem 

aparece nos “probleminhas”), fez com que os responsáveis pela seg 

de um problema que encontraram pela primeira vez em meados da década de 50. 

. 
a 

Embora, talvez, muitos leitores o conheçam, acreditamos que vale à pena se 

cício de puro raciocínio, exigindo 

Presentá-lo aqui por ser essencialmente um exer 

ção. E, seguindo 0 exemplo das 

novelas, substituímos 

ve infelizmente (pelo 

Poucos conhecimentos prévios para a sua resolu 

televisões, que adaptam para os tempos atuais suas velhas 

Por trens metropolitanos os bondes da versão original, q 

menos para nós da velha guarda) não existem mais. 

121. Num sist olitan 
: ema elevado de trens metrop , : 

tações, 4 e B, entre as quais circulam trens nos dois sentidos, 

com velocidade constante. De 5 em 5 minutos OCOITE, simuta 
neamente, nas duas estações, O cruzamento de dois e que 

atleta parte da estação 4, em direção à B, no instar alela aos 
nela se cruzam dois trens, e percorre uma trajetória pará tante 

trilhos com velocidade constante, chegando à B ae veluindo 

em que lá ocorre também o cruzamento de dois ate O erCurso 
Os trens que viu nas estações, O atleta, E durido contrário. 
38 trens, sendo 15 no mesmo sentido e 23 no sff er a distância 
Determine o tempo gasto pelos trens para os pontuais.) 
entre as duas estações. (Considere 08 trens como obje 

os existem duas es- 

* e probleminhas Most 
ixa postal? Mostre 

tem uma nova cabia BIO CEP (sem À, Você ' é reparou que a RPM . 
q o de dois primos. que o seu número é produt dois Quais? 

9 970) também é produto de dois primos. 

(P ne o 
, roposto por Alciléa Augusto ) de, de quantos modos distintos 

* Agora que existem moedas à vontade; 
você pode pagar 25 centavos? ] B no mesmo 

3. U : A para uma cidade dois se 
* Ym trem parte de uma cidade À P de B para À Os 
instante em que outro trem parte m da cidade B. Com 

ória, 2 iciais e se cruzam, cada um em sua trajet trários aos in 
tidos con es 

Pletam a viagem, partem em sen”! de À. Supondo cone cruzam, novamente, à 12 km da cida dit ância entre Ae 

as velocidades dos trens, determine 1 uaçu , 1 

(Enviado por Juarês Saddock de Sá, Nova 18 

(V. respostas na p. 62.) 
45 
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Soluções dos problemas propostos na RPM 25, 1º semestre, 1994 

110. Mostre que à equação 2º — 6pz? —- 2pº = 0, onde p é um número natural, 
não admite nenhuma raiz que seja um número natural. 

Solução: 

Observemos inicialmente que à equação dada é equivalente a 2?(x — 6p) = 27º. 
Como o lado direito da igualdade é um número positivo, segue-se que qualquer 
raiz real da equação será necessariamente maior do que 6p. 
Vamos supor que a equação admita um número natural zo como raiz. Nessas 
condições é fácil ver que o número racional zo/p é raiz da equação 

W-6-2=0. 

Como as únicas possíveis raízes racionais dessa equaçãosão tl e +2, segue-se 
que os únicos valores possíveis de zo são tp e +2p. Como nenhum desses 
valores é maior do que 6p, conclui-se que não existe nenhum número natural 
to que seja raiz da equação dada s 
[Adaptado de soluções enviadas por vários leitores.) 

Obs.: Os leitores José Hernandes, de São José do Rio Preto, SP, J. Claudio M. Velloso, do Rio de Janeiro, RJ, e Sérgio N. Sato, de Guarulhos, SP, observaram que a 
equação dada era equivalente a 

(e-pf+ot=(2+p). 
Segue-se que se existisse uma raiz 29 que fosse um número natural, como zp seria necessariamente maior do que p, existiriam números inteiros positivos, Wz e w taisque yº4+z) = w!, o que contraria o “último teorema de Fermat”. 
Embora a demonstração no caso geral ainda esteja em suspenso [v. p. 20 nesta. RPM], sabe-se que a afirmação do teorema é verdadeira para muitos casos particulares, inclusive para n =3 [v. RPM 15, p. 14). 

111. Considere o experimento que consiste em cinco lançamentos independentes de 
um dado perfeito. Determine a probabilidade de que o produto dos números 
observados seja múltiplo de 10. 

Solução: 

O experimento que consiste em cinco lançamentos de um dado perfeito 
tem 6º = 7776 resultados possíveis. Para que o produto dos cinco números 
observados seja múltiplo de 10 é preciso que pelo menos um deles seja igual a 
5 e que pelo menos um deles seja par. 

É fácil ver que é bem mais simples contar os elementos do conjunto complemen- 
tar, isto é, contar o número dos resultados nos quais o produto dos números 
observados não é múltiplo de 10. 

Estão no conjunto complementar todos os resultados que não contêm o número 
5, isto é, os resultados formados pelos números 1, 2, 3, 4, 6 que são em número de 
5º = 3125. Estão também no conjunto complementar os resultados formados 
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apenas pelos números ímpares, 1, 3, 5, em número de 3º = 243. Observe agora 
que os resultados formados apenas pelos números 1 e 3 (que são em número de 

| 2º = 32) foram contados duas vezes. Portanto o número dos resultados que 

| não são múltiplos de 10 é 3125+243-32 = 3336. 
| Segue-se que o número dos que são múltiplos de 10 é 7776 — 3336 = 4440. 

Portanto, a probabilidade pedida vale 4440/7776 = 185/324u 

[Adaptado da solução enviada por José Bartolomeu de Carvalho, de Recife, PE 

la. Na figura são dadas duas semi- 
Tetas res, por O, eum ponto 
P. Entre todos os triângulos P 
OMN,com Me N variando o 
em res, respectivamente, tais N s 
que PE MN, determinar o de 
àrea mínima. 

Solução: 

M r 

é ponto médio de 

» triângulo OMN de área mínima é aquele em que P épo 
N. 

   O 

alela à 
4 amos MQ par 

De fato, para qualquer outro triângulo MN) tos área Pta s até encontrar M'N' no ponto tes, concluímos que a 

Como os triângulos PQM e PNN ' são a mulo OMN 

O triângulo OM'N! é maior do que a área do Er 
Solução de vários leitores.] . o (3) 

. pe. 
. os quais (3). 2 

Determinar todos os números naturais R para 

n 
Soy (. — ) são todos números pares. 

Ução: imeros P ares. Como 

n so nú E ' 3 (8): “ja n Natural, tal que (1). (5). e n-l 4 tmpar e é é natural, 

na (no. - ok.» onde P 
(3) é par, podemos escrever 2 = 2Py 47 
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k> 1. Mostraremos que p=1, istoé, n=92, De fato, se p>1: 

) o (17) = Pr(tp- 1)2tp — 2)...[2tp — (2t — oyo — (28 1)] (o = o )= 2:3-40--(26 921) 

será um número ímpar, já que, para cada £€ (1,2,...,28-1 1), 2*p 2 é 2€ têm a mesma quantidade de fatores 2. 
Falta mostrar que, para 5 natural, s>1, e qualquer t E (1,2,.::,2º — D, 2". . n Rn ( : ) é um número par. Como (1) =la 4) então, basta fazer a análise 
para t € (1,2,...,2º-1), O mesmo argumento anterior mostra que, para 1 
par, 

(1) PO - DD. «Pe-(i- 1) => AS Tot Ut) t 2-3-4 (ET 
é par porque t <2º1 e para t ímpar ele é par Porque 2º é um fator do numerador s 

[Solução enviada por Carlos Alberto da Silva Victor, RJ) 

A volta do professor SERGIO DALMAS 

Os responsáveis por esta seção se acostumaram, durante certo período, a receber críticas e sugestões do colega Segio Dalmas, de São Vicente, SP, Colaborador assíduo da seção, ele frequentemente reclamava ( 

Recentemente o Sergio voltou à todo vapor com reclamações, sugestões e até mesmo uma solução para o problema 57 da RPM 11, que pretendemos discutir no Próximo número. Descobrimos, então, que ele está agora em Florianópolis, SC (onde faz doutorado em Matemática) e que, provavelmente, os transtornos da mudança (e não uma melhora da qualidade da seção foram incipai ávei prolongado silêncio. ção) 98 Principais responsáveis pelo seu 
Vamos procurar responder a, Íti 

ã 
gora a uma crítica d i ão do 

problema 105, que foi Publicada na RPM 25. ? dera sobre a solus Enunciado: Sabendo-se que à função f: N5W satisfaz a condição 
fin+1)> f(f(n)) para todo n E JN; provar que Hin)=n. A solução apresentada começava observando que o conjunto A = (f(n)lr E ns 
era um conjunto de números Naturais e, portanto, tinha um menor elemento que deveria Ser necessariamente F(1). De fato, se Ff) k>1, fosse o menor elemento 
de A, teríamos uma contradição, uma vez que 6) > fUCk — DD). Dissemos a seguir (o que provocou o protesto do Sergi esmo argumento 

ces , gio) que om Embora o ar Concluir que f(2) era o mínimo do conjunto B = (J(2), 1(3), -. d mbora a rmação Seja verdadeira, a crítica faz sentido, uma vez que à utilização do argumento não é tão simples e óbvia como à primeira vista poderia parecer, 
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j k) > j fnimo do conjunto B. Como F( ) 

ko pode pertencer à portanto, a única alternativa 

f(1) seria um mínimo de 
o um mínimo de 4, 

1(2) é, 

Suponhamos que f(k) 
JU(k — 1)), f(/(k — 13) não pode pertencer a B e, po seria f(f(k- 1))= (1). Se f(k—1) =! > 1X dr com 4, o que é absurdo. Se fk-1)=1, teriamos Hk a do que 2. Logo, 9 que também é absurdo já que k, por hipótese, é maior do q de fato, o mínimo de B. 

i ões dos 
Relação dos leitores que enviaram soluções 

problemas 110 a 113 da RPM 25 

, - 110 Andrei W.C. Saraiva (SP) - 110 José R.C. e Carneiro (SP) é . — 110-12-13 Carlos A. da S. Victor (RJ) - todos Levi B. da Sa DA) - 112 Edson Roberto Abe (SP) - 111 Marcelo ganeita (SP) - 111 Evandro de Freitas (RJ) - 110-12 Marco 1 reves (RJ) - 112 F. W. Leão (RJ) - 112 Miguel de uno (RJ) - 110-13 
Geraldo Perlino Jr. (SP) - todos Ricardo b Chagas (MG) — liz Y Claudio M. Velloso (RJ) - 10-12 Roberto E. (A (SP) - 110-LI-12 José Aurino da R. Neto (RJ) - 112 Sergio D o (SP) - 110-11 José B. de Carvalho (PE) - 111 Ségio N. sa Nóbrega N. (SP) - 110 
José Hernandes (SP) - 110-11-13 Trajano P. da 

É só tirar à raiz! 
, 

9 colegial, um 
as, 1º co! 

Há algum tempo, trabalhando com turmas noturnas, 
, 

fato inusitado ocorreu. 

Era do programa do Colégio repass 

8º série durante o 1º bimestre, já que à 8 

Sérias deficiências nesses tópicos. 

- No estudo das equações, era 
à fórmula de Báskara. 

Em meio aos exercícios, um 

Uma mesma 8º série errava, sistematicamente,  qeuma 

º delta não era um quadrado perfeito iunto 20 ErUPO: à reoluçaa e 
Intrigado com o fato, acompanhei, una a fórmula de 

“Ssas equações. No momento que Sr o minaram O Tê 
“hcontraram o deita, não quadrado nf 

a Sem compreender direito o que dei incre «nado: 
ham aprendido tal coisa. Apesar da mi inha ensinae”- em d N 2 série ti izer que assim a professora da 8 «o» Arconcher raiz! Claudio Ar 

LT 
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untos fundamentais da armos 08 “68 unos carregava 
ande maioria 

ã 9 grau, com 

natural rever à equação do 2º grau, 

e 

nos provenientes 
todos d 

grupo de Mi o das raízes, quando 
o 

       



  

  

Livros 

  

Augusto Cesar Morgado 
Eduardo Wagner 

ANALFABETISMO EM MATEMÁTICA 
E SUAS CONSEQUÊNCIAS 
John Allen Paulos 

Editora Nova Fronteira, 1994. 

  

Título original: 

Innumeracy: mathematical illiteracy and its consequences 

E um livro sobre estatísticas, probabilidades, estimativas e todo o tipo de matemática que interessa ao cidadão comum. De leitura fácil com dezenas de exemplos bem-humorados e mui 
livro pode ser usado pelos alunos, diretamente 
do professor. 

2 

to bem explicados, o 
ou com a orientação 

A maioria das situações descritas são casos 
acompanhadas de uma pequena história. Alguma: 
creditáveis, como a divulgação, no boletim de met 
de TV, de que a probabilidade de chover num c 
era de 100%, já que a probabilidade de chover n 
e a probabilidade de chover no domingo 

Teais e vêm sempre 
s são realmente ina- 
eorologia numa rede 
erto final de semana 
o sábado era de 50% 

também era de 50%. 
Uma das maiores preocupações do autor é como uma sociedade baseada em ciência e tecnologia pode ser, ao mesmo tempo, tão mal- informada e acreditar tão facilmente em explicações nada científicas 

para determinados fenômenos. 
O trecho a seguir trata disso e ilustra O estilo do autor: 
Admita que há uma probabilidade em dez mil de que um so- 

nho específico corresponda com alguns detalhes nítidos a uma segiiência de eventos na vida real. Essa é uma ocorrência bas- 
tante improvável e significa que as chances de um sonho não 
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premonitório são de esmagadores 9999 em 10 mil. sa 
também que a correspondência ou não de um SOR à seo UE 
de um dia independe da correspondência ou não de a E E roS BE 

sonho com a experiência de algum outro dia. aah ondentes 
lidade de se ter sucessivamente dois a é iótinto 
é, pelo princípio da multiplicação para probaii eita” b probabE 
de 9999/10000 e 9999/10000. Da mesma man rrespondentes 
lidade de se ter N noites comuns de o As sonhos não é (9999/10000)N; para um ano, a proba 9999/10 0007385. correspondentes ou não premonitórios é ( 

odemos 
Uma vez que (9999/10000)º8º | é cerca Si ipa O as 
concluir que cerca de 96,4% das e no intervalo de 
noites terão somente sonhos não ao 6% das pessoas que 
um ano. Mas isso significa que cerca e onitórios. Não é uma 
sonham todas as noites terão sonhos prem “Ih hos lhões de son 

= 4 uz em mi y 
fração tão pequena assim; ela se trad Mesmo se mudar 

í aii a ano as aparentemente pré-cognitivos à cad h remonitório para uma 

mos a probabilidade desse tipo de sonho P números enormes de em um milhão, ainda assim ale tamanho dos Estados 
y s ; les ente num pais do a capacidade » Por mero acaso, som :nvocar nenhum Unidos. Não há necessidade de invoc arentemente premo- 

Parapsicológica; a banalidade de sonhos ra ser explicado 
Nitórios não requer explicação. O que P ; . ômeno. Seria a não-ocorrência desse fenôme 

O livro também traz: Estados Unidos, em 
441 s e º Teflexões sobre o ensino da aa de umas afpitnais S Os níveis, e aí é interessante O dúvidas sobre o que 6º ão as mesmas que temos aqui, como 5 a 

Mo fazê-lo, como preparar professores; q 

ntos de op!n 

pem-feitos 0U 

todo 

ás 
co 

esquisas de 

jão (como P dos; descompromissa ; 

A evolução 
++. dinâmico da ev 

ao caráter aus são propriedade 
nao ' aos. «nião de que essas dos 08 cidadão 

“ias matemáticas e a opinião im, à t0 i em, SH) ática € Usiva dos especialistas, mas pertence , rmação matema , 

9 

di º análise de quando levantame 
“ado ou eleitorais) são seguros, 

das: 2 convicção do autor quanto as id 

com boa info a sociedade. 
dessa informas 

alé Em Tesumo, é um ótimo livro, 
€ analisar o impacto da falta pá 

em 
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INTRODUÇÃO À GEOMETRIA ESPACIAL 
Paulo Cezar Pinto Carvalho 
IMPA / VITAE, 1993, 

Aprender Geometria Espacial não é uma tarefa fácil. Possivel- mente, a principal dificuldade é à falta de modelos tridimensionais adequados e variados o suficiente para que os alunos possam mani- pular e, mais claramente, visualizar conceitos e propriedades. 
ePacial também não é nada fácil. O profes- eza de quanto Tigor é necessário, ou mesmo S e demonstrações. 

O primeiro grande mérito do livro do professor Paulo Cezar é identificar, já na Introdução » QUe as tais dificuldades de ensinar e de 
aprender, longe de Serem questões dist; outra. Além disso, há o des ser uma ótima (e talvez úni 
alunos, no 2º Erau, uma t 

80 quase nunca tem cert 
suficiente, nas explicaçõe 

taque para o fato de a Geometria Espacial 
ºPortunidade de apresentar aos nossos à mais rigorosamente organizada. 

ados os Principais conceitos da Geome- 

eori 
À partir daí são apresent 

disso, é 

€ometria de Posição e Geometria métrica. 
coma capítulo soponi de exercícios complementam o livro, assim Sobre eometria D 2. 

fei ão 
214 , escrit erteiç 

as idéias desenvolvidas nO texto Iva fechando com p 

sulto pa aor do ivro Será duplamente útil: como fonte de con- 
Profundar Conhecimentos e Para verificar uma mais natu- 

Tal (e, para muitos de nós 
to em sala de aula, * “Ma nova) forma de apresentar o assun [As duas resenhas são da autoria de Raul F. W. Agostino, PUC-RIO!] 

Está previsto Para mai taste alo q lançamento de . : sobre áti mais um livro 
História da Matemática, Trata-se de uma tr ducs lente livro de Howard Eves: An Introdu adução do excele Ction to the History of Mathematics. 52 
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Olimpíadas 

Elio Mega 
Etapa, SP 

Correspondência: 

RPM - Olimpíadas 

Caixa Postal 66281 

  

05389-970 São Paulo, SP 

OLIMPÍADAS E ENSINO mais variadas formas, 
As Olimpíadas de Matemática, sob ae E já se discutiu sobre à estão 8 di seninando pelo mundo todo. as a crer que o is se dissemi À isem Valor pedagógico dessas olimpíadas e ao de cada vez mail é está longe de encerrar-se. Entretanto, o g . nte todo: 

raticame ividade, em P . sa ativid ancia e ajando nes imnortância- . 
Pp Ssoas estarem se eng jant ador da sua imp temática são Os países, pode ser um indic : de Ma o, . culturais, ) es um aspecto 

as ma a orem das olimpían aê esportivas co licitamente aparentemente despercebido: as a ol mpico a la natureza Tum fim em si mesmas, o timpladas de a próprios fins. do err So têm o vossibilidade de se tor 
Matemática que 

Ra e olim dO existe nenhum participante d muito tempo + «imo de sua vida. 

“nha a pretensão de permanecer 
. 

5 rojeto e idades, mas O S dalha o P ia rivali ais àça da obtenção de alguma me ossível que haja o fato de que tu Claro que há competição, abs empre sublin o evento: O or 
é participar à cedoras de sua dalhas é P riquee 

: Sanizadores dessas olimpíad 
Importante do que ganhar me de experiências e do mundo. ànte olímpico vive uma sério 0 como cidadão ss Personalidade e de sua consciência 
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Estão sendo discuti 
.. utid 

cam minimi Os novos fo 
izar características ti; rmatos de olimpí 

cadores atrib Tísticas tidas como negativas Piadas a a o 

Petitividad 
. e que alguns edu- 

e doentia . + Como o eliti » 
a : = Ismo à - 

» à eliminação de es tudantes 'º estímulo é com 

potencial que não se enq uadram 
etc., et nas normas 

etc. Voltar supost , 
e . ame 

Ra 

MOS a esta discussão em out rígidas das olimpíadas, 

ra oportunidade. 

envolvidas Partes do . 

de melhoria em ses olimpíadas de Mate do evidenciam que as escolas 

. eu ensi . mática obti : 

env Ino; - obtiv 

covolvidos € um aumento dedicação maior por ve dos eum ms 
Somente da Matemática, RO entusiasmo pelo e ide os professores 

oLIMpÍ » São alguns desses udo em geral, não 

TADAS DE 1995 aspectos positivos. 

Como te Mm aco 
em 1995, de três Oii 

Olimpíada, Inte 
Ibe 

tecido nos últi ' mos mes vs 

Mpiadas de M anos, o Brasil irá participar, 
atemática: 

Mate ás 

de Magos no Canadá, em julho; 

Olimpíada de Mat emática, no Chile, em setem- 

Alé emáti 
píada do iss, em 1995 O Cone Sul, na Bolívia, em junho. 

faixas etsri  POT cor Tá realizad o 
as etárias de países jp Po Ndência, envol ? ela primeira vez a Olim- 

“T0-americanos. endo estudantes de várias 

antes de vá 
“lles de vári . 

à Brasileira de Mato partes do Brasil, selecio- 

n 
é: 

se sub to que se estenda tática de 1994, estão parti- 

se s le Meter a um e do início do ano até o mês de 

Mmpenho n . Vará em à prova adici 
. = 

O trein Conta a classi icional. A composição 

assificação na Olimpíada, o de 
MOS Oportunidade Tento 

Unidade q €Ores € expli Ultado 
, 

unETesentamos a SPlie em artigos. prova final, como já tiVE 

353 egui anteriores. 

leo OM) e The o. 28 Questões das o fadas 
ue desejar recebo cana (9º or Provas das olimpiê 

SR um e; ci Nvelope ato end everá encaminh 

r n . 
ar o pedido, juntamente com 

Ne ste Momento, estud 

hados pela Oli 
. limpí 

cipando do treino 

maio, quando 

as três equi 

5a 

socr 
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QUESTÕES DA 35? OIM — (Hong Kong) 

A duração das provas de cada dia é de 4,5 horas e cada problema vale 7 pontos. 

. Primeiro dia 

13 de julho de 1994 

1. Sejam . . ne 

) m e n inteiros positivos e G1,02,.im elementos distintos de 

(1,2, RJ, tais 12, que sempre que a;+a; <n, para 1<Xi<j<m, então 

existe algum kl <k<m, talque a +0;=a- Prove que ' 

mtama+..tam > n+t1 

m 2 
  

  

2. Seja ABC um triângulo isósceles com AB = AC. Suponhamos que 

)Méo ponto médio do segmento BC e O é o ponto da reta AM tal que 

. AB e BO são perpendiculares; 

ii) Q é um ponto do segmento BO diferente de BeC; 

iii) E é um ponto da reta AB e F é um ponto da reta AC tais que E,Q e F 

são distintos e colineares. 

Prove que OQ e EF são perpendiculares se, somente se, QE =QF. 

(k) o número de elementos do con- 
3. Para tado inteiro positivo k, seja f 

sentação na base 2 tem exatamente três 
Junto (k+1,k+2,...,2k), cuja repre 

algarismos 1. 

a) Prove que, para cada inteiro positivo m, 

positivo k tal que f(k) = m. 

b) Determine todos os inteiros 

tal que f(k) = 'm. 

existe pelo menos um inteiro 

positivos m para 08 quais existe um único k 

Segundo dia 

14 de julho de 1994 

4. : 
as : 

Determine todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que 

3 n'+1 : Rar! 
NX + seja um inteiro. 
mn-1 

tritamente maiores que —1. Determine 

5. Sei . 
. 

- 9, Seja S o conjunto dos números reais es 
L 

am às duas condições seguintes: 

todas as funções f:S — S que verific 

Dies sig) reta) =v+ foto 

ii) f(z)/z é estritamente crescente em €: 

-I<z<0 e 2>0. 

f(x) quaisquer que sejam sz ey em S; 

ada um dos intervalos 

sitivos A verificando à seguinte 

de números primos $, existem 

dos quais sendo o produto de 
de inteiros po 

unto infinito 

É A, cada um 

6. Mostre que existe um conjunto 
Propriedade: dado qualquer conj 
dois inteiros positivos me Ae? 
k k>2, elementos distintos de 5. 
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QUESTÕES DA 82 OIAM — (Fortaleza) 

ontos. 

A duração das provas de cada dia é de 4,5 horas e cada problema vale 10 p 

Primeiro dia 
20 de setembro de 1994 . . 

oo 1<r< 

1. Diz-se que um Número natural n é Sensato se existe um inteiro r, com 
R—1,tal que a r 

Ses iguais. 
ePresentação de n na base » tem todos os seus dígitos ig 

Por exemplo, 62 e 15 são sens : 33 na base atos, já que 62 é 222 na base 5 e 15 633 n 
4. Demonstrar que 1993 não é sensato mas 1994 é, « 

+. a . 

á 1 
otam 

Seja um quadrilátero Inscrito em uma circunferência, cujos vértices se den 
Consecutivamente Por Á,B,C “a ferência 

£ D. Suponha que exista uma semicircun 
com centro em AB, tangente dos vutros três lados do quadrilátero. 

i) Demonstrar que AB=A 

» 

de n 

Segundo dia 21 de Setembro de 1994 4. São dados os Pontos ABec so 
ângulos do triângulo ABC Sejam 

» 

t 
ABB 

tero 

XP eg gets AP,BP e CP, due cortam novamente à dr. 

“ erminar o ponto P para que o triângulo XY Z seja equi 
ao 

j tos dis 

TOS Positivos, Deseja-se construir r subo 
inter 1h cada um deles com exatamente k eleme 

Inteiro z,0< 
e. 

r (um elem ? à SR =, existem x; em A, 2 em 42, 
ento em à conjunt 0), com 

. e 08 
. 

ra que — 
bre uma circunferência K de ne K. 
agudos, Seja P um ponto interior 

T dois intei 

que, para cada inter em À 

CSntotso. Achar O men, 
OT valor Possível d e k em funcã 

* Demonstrar ue 
“ação de e r. 

, 

del 
menos de [numero Natural n < 91000000 pode ser obtido à pas ita 

de nú atura:. 100000 so; ; mais Precisamente, há uma sucess tal ques 
E L2.d lit com kd 100000, xo = 1, ap = 18 A 

"Eta MM rs com OS reg E E Dm 
56 
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O leitor pergunta 

Vera Helena Giusti de Souza 

IME-USP 

a Envie suas perguntas par 

RPM - O leitor pergunta 

Caixa Postal 66281 

  

05389-970 São Paulo, SP 

bre Diofante. 
. . Crê-se que 

nta SO — Um leitor de Jataí, GO, pergi 

o grego d 

de as acredita-se q 

ida d RPM: Pouco se sabe sobre . volta tenha vivido em Alexandria, P eservados, Tithmetica, tem 6 volumes pr 
crita em 13 volumes. 

tem. Quanto ao seu trabalho ma 
interessantes: 

tos ns pon «tico, destacamos ale a 
, 

mas as mes ão apresenta 
seu 

não aP: . mplo, ita em grego; sue. > eríodo ” Do poca, e 

SCF1 
0 i 

à 

e Embora e trabalhos gregos temática grega a resolução 
enfoganiíticas 

dos “incipiente 
na Ma 

Moque na Álgebra, Assim, 
j ão co nda, sua não-preocupação 

ai 3 
m m ic 2 ou A+ étodos ger =, : 

tipo 42º + Br e solução e não se 
€ equações indeterminadas do tip m tão, por 

À obter U studou es o 2 sístia em ões que € idas com 
E +Cr+D=y, E Entre as equaço hoje conheci 

Preocupar com as demais. 2309" = e Xemplo, q? -96y;=1 e £ “uações de Pell. 
or 5 * Diofante só se interessava P“ 

. ão . itivas, 2 
ses racionais pos! oluçõe 

so 81S- ais. jra vez o U 
. 

irracion 
eira ssas 

“ceitando as negativas ou as 1 tramos a ricas são expré . con a e * Na obra de Diofan OS Equações 218 57 
temáti ímbolos algébricos. co de símbolos 
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or sí ébri Po Sê e TicOs € Seu tratamento é puramente analítico, des- etodos geométricos. Identidades como (a +») = » que, para Euclides i “ + eram teore i ara Diofante eram Consegiiências imedia; mas da Geometria, P 
das operações. tas das propriedades algébricas 

e Diofante er. : a, m L7. . 

Para calcular dois números Sapo do Pauseio algébrico. Por exemplo, Saben 2 de seus quadrados é 208, ele re O que a sua soma é 20 e a soma 
Presentava esses números por 10—-z e 10 +z e não 

. . Por ze . . . 
simplificava a Tesolução de um pros PFocedimento, em muitos casos, 

au * Outro proble 
dois quadrados isto é, abordado por ele: dividir um quadrado em 
C*, parece ter “des é, encontrar inteiros & bec tais que a? +52 = do livro de Dota tado à atenção de Fermat que, ao ler a cópia » Jez diversas anotações nas margens entre elas 

2 
O famoso “últim. . ot 

revista p. 20). Ma de Fermat” (y. RPM 15 p. 14 e nesta ; D. 
* Os proble . mas e 

Minados que exi Studados 
v Bem soluções | Po T Diofante são problemas indeter- 

hoje CM geral, equações de gras (ou Tacionais) positivas e envol- 
Je em dia, equações i u Superior ao primeiro. Mesmo assim, 

nadas do primeiro grau, com coefi- cientes inteiros «: 
. Os, são 

ao pioneirismo 5». LiMadas equações dr em € Diofante nessa 4 lofantinas em homenag 
rea, * À título de cn: Curiosid Teceu sob forma de Poema de, Teproduzimos um problema que ap” 

calcula, no qui . T Quantos anos Diofante Vito ou sexto século. Ele permite 

vVeu:; 

ndetermi 

; 1/6 de : e Mais 1/7 antes de se ua vida na infância, 1/12 na juventude 
um filho que morrey 4 casar; 5 anos após seu casamento, nasceu 
QUE este tinha ao morrer º8 antes do pai com a metade da idade 
P e. . 

lvl po Tedigir Essa res oram Consultados- Posta, 

[1] BOYER Os: * * Por estarem à mão, os seguintes 
CB. História da 

[2] CAJO Matem ss: 
) MONTE, “A Distory of Matteo ce São Paulo, Edgar Blicher, 1974 

éeni RO, LES. Plemero ICS: 2. ed. New York, Macmillan, 1919- 
Nico, 1969 entos de Álgebra Ri aa Ao Livro 

[4] STRUIK, D o de Janeiro, 

A Concise hi hist » 1954, ) Story of Mathematics. London, G. Bell and 
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- Um leitor de Valença, RJ, quer saber qual a taxa de juros 
embutida na seguinte situação: 

Um CD custa R$23,00 à vista, 
prestações de R$10,00, uma de entrada, 

outra em 60 dias. 

RPM: Cuidado ao fazer compras — 
Pagamentos parcelados pode ser muito 

Supondo juros simples, faça a seguinte conta: 

* você paga R$10,00 no ato da compra € 

* esses R$13,00, após 60 dias, transformarm- 4, 13 Xi x2 

mama 

* portanto, temos: 20-13=7= 00 

mês, 

Supondo juros compostos, a conta fica: 

* você paga R$10,00 no ato da com 

* ao fim de 30 dias essa dívida de 

I3(1+ 45) reais; 

* você paga R$10,00; portanto, 

vendo 13 (1 + 735) — 10; 

mas pode ser pago em 3 
uma em 30 dias e 

juros embutida em axa de 
at oceder: 
elevada! Veja como Pr 

fica devendo R$13,00; 

seem R$20,00; 

e i= 26,92% ao 

fica devendo R$13,00; 
e 

prá ma-se em 
R$13,00 transfor 

ao fim de 30 dias, você fica de- 

í 

43-20) (Lt 799) 
* ào fim de 60 dias, você deve [13 (1+ 100) 

* e tem que pagar R$10,00; portanto, ; ; 

+10) (+ 700” 10 = [13(1+ 100) 

* Calculando o valor de i, chega 

Para explicações mais detalhadas, 
P. 23 ou RPM 22, p. 13. 

se à 
veja RPM 8, 

- Uma leitora de Sobradinho, DÊ, 
às cateto e hipotenusa. 

RPM: Ambas vêm do grego: e avertio al” ou “perp 

* Cateto vem de kátetos e quer dize”. nifica “linha esten 
. hipotenusa vem de hypoteínousê e sig 

layr 

endicular”; 
dida por 

. Al 

Eixo”, ligado à esses palavrse 
Não localizamos nenhum outro fato e 

u 1 , . . Õ s 

Sm leitor teria maiores informações 59 
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Cartas do leitor 

  

Correspondência: 
RPM - Cartas do leitor 

Caixa Postal 66281 
05389-970 São Paulo, SP 

º O leitor sugere 

— De Fortalez 
, à, CE esc 

sugerindo que a RPM crie uma «io OeEA Antonio Flávio Ribeiro 

— De Hortolândi . ndia, 

ao evista traga mais ar! SP, o Colega Ilson Tercio Caetano pede que 
a soci , rede quanto ao fim dos vestia elo do 2º grauea posição 

— De Aiuruoca, MG ares. 

professora Gil artigos pn É elso Martinez Rodrigues conta 
. ilda de La Ro  uormática, como aquele da 

M 26, Pp 30) e ta- . que gos 

. educativ i sm que 
especialm À a na mod; h os. Diz também q 

ente através dos art; odificação do currículo do 2º grau, 

P Tofessor Geraldo Ávila, mas 

à direção. 

exemplo do n ei ou em 6 equipes de 6 úmero total de jogadores 
asquete. 

sec 
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RPM. De fato, 54+5+5+5+5+5 e 6+6+6+6+6 

são operações distintas que têm o mesmo resultado. Apenas não há 

Recessidade de distinguir qual delas seja 5x6 € qual seja 6X5 

Porque 5x 6= 6x5. Além disso, qual seria à diferença entre pi 

v : : . 
ezes raiz de 2 e raiz de 2 vezes pi? 

e - . 
A reencarnação da Geometria 

nos o colega 

al do Grupo 

aposentado Joaquim 

de Estudo Sistema- 

ele publica um artigo com O 
Do Rio de Janeiro, escreve- 

t ao enviando o informativo mens 

tado da Doutrina Espíri ue i 
o pírita, em q metria 

título acima. Nesse artigo, ele lamenta que o estudo da mentos 
Venha sendo relegado a um segundo plano e reforça 3) 

com dados extraídos do currículo chinês (RPM 25, P-ódi 

“e 

Socorro, Tartaglia!” 

Le De Mogi das Cruzes, SP, escreve bo tí 

e ssa propondo-se a escrever um artigo sob O ara que ele seja 
Alações do 3º grau. Pergunta como deve o COMO fazer pará 

Publicado na Revista, como pode assinar à RPM 

Ceber os números atrasados. «to de vários artigos (RPM 

RPM. À equação do 3º grau já foi objeto “+ carta está no artigo 
?,»p. 26, RPM 25, p.23). À equação citada na “Seo artigo 

emergência dos números complexos (RPM 2 vistos e se estiver 

Proposto, entretanto, não for repetição de tópicos ua 24, basta enviar 

entro dos parâmetros traçados na 3? capa dê da Revista e será 

Uma cópia, de preferência datilografada, 20 endereço “ppm, ela é 

«metido ao Comitê Editorial. Quanto é ain nda para outros 
Statuita para professores de Matemática e € gasados, à informação 

lei : 
at 

cotas interessados. Quanto 208 números 
a 

Z 

na 2º capa deste número. 

nos O estudante
 Clodovald

o 

ítulo acima, sobre 

, escreve pará 
s Pa, , 

É ou impar L M G 

de Santa na autoria (RPM 
0 cole 

e 2: 

a, ga Artur Pires Custódio; , 

Eradecer a publicação do artigo Parou o manifesta O desejo 

de P. 31). Junto com os votos de Feliz aa ota 

QUe a RPM continue a existir em 1995. e da Revista A RPM 

RPM. Quem agradece ao autor é à equi res de Matemática 

exist 
rofesso: 

e para ser o ponto de encontro en a 

uZid» 

Reyy 
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dos vários recantos do país. Sua existência futura depende, em grande parte, da colaboração de seus leitores com artigos interessantes. 

e Será mesmo solução? 

O colega e colaborador Paulo Argolo, do Rio de J aneiro, RJ, pede uma prova de que, no processo de substit 
um sistema linear, a solução obtida seja 
partida: resolvido um sistema linear co 
(z1,72,...,Zn) pelo método de substit 

— O valor de 2; 

uição usado na resolução de 
mesmo solução do sistema de 
m n equações nas variáveis 
uição, de forma que 

em função das demais variáveis obtido na 1? equação e 
— substituído na 2? permita o cálculo de «> em função de 23, TA, ...s En e, 

— por substituições sucessivas, se obtenha Tn = q, na última equação e, 
— voltando, se obtenham En-1=4 

e mostrar que (ay,a2,.. 
cialmente. 

n=lo Toco = G,.2,... 2) =, 
“»Qn) é de fato solução do sistema dado ini- 

1º A pergunta faz sentido 

no caso aqui apresentado. 
2º O método de substituição para a Tesolução de sistemas lineares pode ser “substituído” com Vantagens pelo processo de escalo- namento (RPM 25, p. 12). 
3º A prova solicitada é uma consegiiê 

Respostas dos Probleminh as (p. 45) (1) 66281 = 79x 839; 5389 = 17x 317. 
(2) 13. (3) 15 km. 
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MATEMÁTICA 
SCIPIONE . 
[CONCEITOS E HISTÓRIAS 
* Edição totalmente reformulada 

* Muito, muito mais exercícios 
* Primorosa impressão em 4 cores 

   

     

        COM a coleção MATEMÁTICA CONCEITOS E HISTÓRIAS, em nova “dição, o prof. Scipione Di Pierro Netto 
COnsolida, mais uma vez, sua posição “Mre os mais renomados educadores temáticos no Brasil. 
rear Scipione, com esta obra, a seu já ituado padrão de QUalidade, Uja conceitu p 

ATEMÁ HISTOVÁTICA CONCEITOS E 
Prof RIAS vem, assim, garantir a todo Com Or de matemática a exigência aprino QUE há de melhor em rigor e iMoramento pedagógico. 

Visite à Casa do Professor, 
nas e em São Paulo editora scipion d a Rua F; - Liberdad 

; Ra CEP SOS OO Spiê! ot )239- 1 700



| Matemática 
| e Vida 
| | 

. . 
B O v1/Visso 
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VOCÊ PREFERE RUSSOS OU AMERICANOS? 
QUESTÃO SUPERADA! PREFERIMOS O MELHOR DOS DOIS! 

  

A CONTRIBUIÇÃO DOS RUSSOS: 

MATEMÁTICA: Aprendendo e ensinando 

Quem não conhece aquela antiga (e preciosa!) coleção 

de matemática da editora MIR, de Moscou? Lançada 

desde a década de 60, em várias línguas — em 

português chamava-se Iniciação na Matemática —, era 

difícil encontrá-la. Ultimamente, então, era impossível. 

Agora isso não acontecerá mais: seus principais títulos 

estão sendo relançados. Em nova tradução, em novo 

projeto gráfico, o professor terá à disposição o que de 

melhor os russos produziram naquela coleção. 

E com uma contribuição da maior utilidade para os 

professores brasileiros: a cada quatro volumes traduzidos, 

será lançado um de autores brasileiros, com o objetivo de 

aproximar os temas tratados da realidade de nossas 

salas de aula. 
  

Eis os primeiros volumes: 

e Curvas notáveis 

« Sistemas de numeração 

* Equações algébricas de grau qualquer 

“+ A demonstração em Geometria 

   
    AG KURÓSCH. 

40 páginas 
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as idéias da álgebra GEOMETRIA 
ALBERT Sae     
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A CONTRIBUIÇÃO DOS AMERICANOS: 

ê do atas da Álgebra 
endendo e ensinando geometria 
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ational Col Estados Unidos pelo respeitado 

(Ncrm), essão of Teachers of Mathematics 

artigos de qo duas obras reúnem uma coletânea de is ; 

7 e 1988, escritos por alguns dos mais 285 páginas 
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fenom e 
a al EO pecialistas da área. Com essa iniciativa, 

Obra iipifeseiná ai à disposição dos professores uma 

SE somará à e que enriquecerá sua formação e 

iStória da M eção já lançada de Tópicos de 

Original atemática, também publicada 
m ente pelo NCTM. Se você ainda não a Poss E Ui, aproveite a oportunidade. 
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& Computação ii : Algelre : pua José Antônio Coelho, 785 

igonometri. Geometria Vila Mariana — CEP: 04011-062 

e * Cálculo são Paulo — SP — Tel. (011) 575-1544   
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