
e Te LES SIX ETAPES DU PROCESSUS 

D'APPRENTISSAGE EM MATHÉMATIOUE 

I. DESCRIÇÃO DAS ETAPAS: 

O que é compreender? O que é aprender? É preciso 

confesser que para estas duas perguntas nós ainda não temos 

resposta cientificamente satisfatória. Se é verêade que nin- 

guém mais duvida hoje em dia do fato que a relação estímulo- 

resrosta conduz a um adestramento (dressage) que, sôbreo pla 

no &a compreensão essim como Ga eprendizagem posterior,repre 

senta a maior parte do tempo bloqueios (des blocages), resta 

mostrar quais são os elementos constitutivos do processo de 

aprendizagem, digno désse nome. 

Partimos do teorema da existência, segundoo qual é 

a partir de um ambiente rico que a criança pode construireaus 

conhecimentos, e vamos tomar como modêlo a aprendi segem da 

língua matema. Todo mundo sabe que as crianças que vivem num 

meio onde se fala uma língua rica, são capazes de construi - 

rem, para si, elatorarem uma lírgua rica. Nós podemos mos — 

trar, ao longo de nossas pesquisas, ao mesmo tempo teóricase 

práticas (of, Bibliografia I,II,III) que "mergulhar a crian- 

ça ne àgua profunda" facilita seu processo de aprendi zagem , 

isto é, ao mesmo tempo o processo de abstração, de generali- 

zação e de transferência. 

Nossos trabalhos posteriores nos permitiram aneli — 

ser de mais perto o processo de abstração no qual nós fomos 

levados a distinguir 6 (seis) etapas diferentes.0 estudo que 
É 

quero aqui dedicar-me é apresentar e a ilustrar por exemplos 

tomados de empréstimo à lógica e à geometria, essas diferen- 

es etapas, as quais, evidentemente, é preciso levar em conta 

ne organização do ensino matemático, se queremos que tôdas as 
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crienças ai cheguem, isto e, se quisermos evitar de fechar a 

porta des ciências matemáticas ao maior número, como foio ca 

so no passado, e, cemo ainda é o caso presentemente, nemaior 

parte. 

- PRIMEIRA ETAPA: 

A nogão de ambiente nos parece capital porque em cer 

to sentido, tôda aprendizagem equivale a um processo de sdap 

teção do organismo a seu ambiente. Dizer de uma criança, de 

vm adulto ou mesmo de um animal, ou de um modo geral, de um 

organismo qualquer que aprendeu alguma coisa, significa que



êste organismo, êste adulto ou esta criança pôde modificar 

seu comportamento em relação a um dado ambiente, Na fase que 

precede a aprenceizagem, o orgenismo está mal adaptado a uma 

dada situação, a um dado ambiente, mas, graças à aprendigza — 

gem o organismo põõãe se adaptar a ponto do indivíduo se tor- 

nar capaz de dominar as situações que êle encontra neste am- 

tiente. Se levarmos em conta dêste aspecto da adaptação que 

representa tõda aprendizegam, parece razoével apresentar a 

criança um ambiente ao qual cla possa se adaptar.fiste proces 

go do adaptação a um ambiente é o que of pedagogos, de um mo 

do gersl, sob o nome de aprendizagem. 

Para ser mais preciso, a adaptação tem lugar numa 

fase que podemos designer por fase do jôgo livre.Todos os jo 

gos infantis representam uma espécie de exercício que permi- 

te à criança às se adaptar as situações que ela terá de en - 

contrar em sua vida futura. Ora, se nos propomos a fazer a 

criança aprender lógica, parece necessário defrontá-la com 

situações que a conduzirão a formar conceitos lógicos. Senos 

apegomos a êste exemplo da lógica, é forçoso reconhecer que, 

de um modo geral, o ambiente no qual vive a criança não com- 

porta atributos que nos consideramos como lógicos.É preciso, 

então, inventar um ambiente artificial. Ao contato dêsse am- 

biente, a criança, pouco a pouco, será levada a formar con - 

ceitos lógicos de um moão mais ou menos sistemático.O0 exem - 

plo de um tal ambiente pode, por exemplo, compreender o uni- 

verso dos blocos lógicos. Um jôgo de blocos lógicos se com -— 

põe de várias peças de madeira ou de plástico onde se faz va- 

riar sistematicamente as seguintes variáveis: a côr, a forma 

a espessura e o tamanho. Evidentemente, não é necessário se 

ater a essas quatro variáveis. Pode-se, igualmente, fazer va. 

riar outras. Se quisermos que a criança faça seus primeiros! 

passog na aprendizagem das noções concernentes ao conceito de 

potência é aconselhável colocá-la mum ambiente corresponden- 

te. Um tal ambiente pode ser constituído pelos jogos Multiba 

se, onde segundo cada base, fornecemos um certo número de ob 

jetos cujo volume ou a superfície vêo crescendo em relação 5 

pase escolhida. Se escolhemos a base 3, é preciso fornecer ! 

uma peça que se toma por unidade, em seguida outros pedaços 
a 

cujo volume será três vêzes cada unidade, a seguir, outras pe 
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ces cujo volume será nove vêzes O da unidade, assim por Gi ar 

te. Por uma livre interação com &ste material,a criança fará 

seus primeiros passos para à aprendi zegem das propriedades ' 

das ciências. Podexieamos dar um grende número de exemplos se 

melhantes para mostrar como se pcde criar um ambiente ariifi 

ciel para a apre encizegem de um conjunto qualquer denoçõesma 
o 

temáticas 

— SEGUNDA ki ETAPA: 
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Após um certo periodo de adaptação, isto € sde jogo, 

contraintes)da situa -— 
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conta das exigências, 

coisas que não se pode fogzer.Já certes condi- 

“azer antes de poder atingir certos 
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sa de reguleridades impostas si — 

te momento está pronta a jogar com restrições que 
s 

Jne serão artificialmente impostas. Estas restrições se cha- 
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quando se jogu xadrez é totalmente arbitrário que 

certas peças tennzm certas propriedades no jôgo Estas propri 

cdaães n2o dependem em nada da forma ou de outras Pace 

des físicas das peçass Da mesma, maneira pode-se sugerir as 

crianças, jogos com regras: as próorias crianças poderão, A 

seguir, inventar ouires regras, trocar as régras, jogar 08 Jo 

gos correspondentes. Assim, cães se habituarão à manipulação 

de regularidades. Evidentemente, se queremos que a criança. o)
 

prenda estruturas ma temáticas, os conjuntos de regras que Su- 

gerimos serão sôbre estruturas matemáticas pertinentes.0s je 

gos se fargo por meio de certos materiais estruturados como 

aquêles indicados acima. 

— TERCEIRA ETAPA: 

Evidensemente, jogar os jogos estruturados segundo 

ag leig matemáticas inerentes à uma estrutura matemática qual 

quer; não é aprender matemática. Como pode a criança extrair 

do conjunto dêsses jogos as abstrações matemáticas subjacen- 

tes? O meio psicológico é Tazer jogar jogos que possuem ames 

ma estrutura, mas que têm uma aparência muito diferente para 

a eriança. Assim, a criança será levada a descobrir as liga- 

ções de setureza ebstrata que existem entre os elementos de 

um jôgo e os clementos de outro jôgo;, de estruturas idênti —- 

cas. É o que nós chamamos os jogos de dicionário, ou, se qui- 

sermos uvilizar um +ôrmo matemático; os jogos &e isomorfi smo, 

Assim, a criança destaca (degage) a estrutura comum dos jo 

gos ce se desembaraça das partes não pertinentes,Por exemplo; 

 



As prppriededes dos blocos lógicos que não sao pertinentes , 

são a utilização das côres, das formas, etc... Poderíamos uti 

lizar outras propriedades, poderiamos mesmo, tomar conjuntos! 

de objetos e considerar as propriedades dos conjuntos em lu- 

gar de propriedades de objetos. Nem mesmo é essencial que te 

nha um certo número Geterminado de valôres para uma ou outra 

das variáveis que intreduzímos no jôgo. O que é importante é 

que há várias variáveis, que cada uma dessas variáveis têm 

muitos valôres, e, que a criança possa manipular essas vari á 

veie escolhendo os conjuntos de blocos, conjuntos às conjun- 

tos ou, em geral, conjuntos de elementos quaisquer, de modo 

que os elementos possam ser di stinguidos uns dos outros, pela 

percepção da criança. . Assim, os jogos jogados com uma conzre 

tização, depois a seguir com outra concreti zeção, serão iden- 

+ificados do ponto de vista de estruturas. É neste momento que 

a criança se dá conta de que É "semelhante" (pareilj)nos di -— 

versos jogos que praticou, isto é, que ela terá realizado uma 

abstração . 

- QUARTA ETAPA: 
De certo modo, a criança não é capaz de se utili — 

zoar desta absiração, porque ela ainda não está fixada em seu 

espírito. Antes de tomar plenamente consciência de uma abs — 

tração, a criança tem necessidade de um processo de represen 

tação. Uma tal representação lhe permitirê falar de que ela 

abstraiu, de olhar ao redor, de sair do jôgo ou do conjunto 

de jogos, de examinar os jogos e de refletir sôpre o seu (ob 

jetivo) assunto. Uma tal representação pode ser um conjunto! 

de gráficos, pode ser um sistema cartesiano, pode ser um di a- 

grama de Venn, ou qualquer outra representação visual,ou mes 

mo suditiva, no caso de crianças que não pensam essencialmen 

te de maneira visual. 

— QUINTA ETAPA: 

Após a introdução de uma representação, ou mesmo 

de muitas representações da mesma estrutura, será possível exa 

minar esta representação. A finalidade dêste exeme é dar- se 

conta das propriedades da abstração reali zada,Numa represen- 

tação pode-se, facilmente, dar-se conta das principais pro — 

priedades do ser matemático que se criou. Isto significa que 

nesta etapa precisamos de uma descrição do que representamos, 

Para uma descrição é preciso, evidentemente, uma linguagem;é 

por isso que a realização de propriedades de abstração nesta 

quinta etapa deve ser acompanhada pela invenção de uma lin -



da representação, a partir dessa lin- 

melhor, se possível, que a criança in 

  

linguagem e que mais tarde as crianças com 

a En do professor, discutam entre elas se uma das lingua- 

des criçõo formaré a base de um sistema de exiomas.Cada parte 
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ão desericão poderá servir às axioma ou mano, meis tarde,Ce 

A maior parte das estruwras na stemávicas seo 480 

complexas que elas possuem um número infinito de proprieda - 

des. É impossível citer tôdas essas propriedades numa deseri 
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ceoldoRs igtema que se eng ndrou. É preciso; então, de certo 

modo, fechar a descrição num domínio finito, em um número fi 

nito Ge pslavras. Isto quer dizer que precisamos de um méto- 

do para chegar a certas partes da descrição, sendo dada uma. 

rimeira parte que tomemos como ponto de partida.fsses mêéto- 

pera cheger a outras partes da descrição serao nossas |: º 
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 egras de jôgo de demonstração. As descrições posteriores as 

> 

quais nós chegaremos, serão chamadas de "teoremas do siste - 

ma”, Assim, inventamos um sistema formal no qual hã axiomas; 

icto é, a primeira parte da descrição e, as regras do jõôgo . 

Poderá haver outras que serão as regras lógico-matematicas da 
  

demonstração. A seguir haverá teoremas do sistema que são as 

partes dn descrição as quais se chega a partir da Ceserição! 

inicial, utilizando as regras do jôgo. 

— CONOLUSÕES: 

- RESUNO DAS ETAPAS - 
A primeira etapa introduz o indivíduo no ambiente, 

que é construído expressamente para que certas estruturas me. 

temáticas possem ser retiradas. A primeira adaptação a ste 

-mbionte se chama "Jôgo Livre". 

Em segunco lugar vem a etapa dos jogos estrutura — 

dos. Regularidades que foram descobertas pela eriança em seu 

ambiente a levem à possibilidade de examinar jogos.Um jôgo tem 

início, regras e um fim. As regras representam as diriculdea- 

des nus situações matemáticas, como em tôda situação quotidi 

ana ou científica. Manipular as dificuldades de uma situação 

dominar a situação na qual as dificuldades existem, Essas 
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dificuldades podem ser natureis ou ertificies, 

Terceira etapa: Aqui O individuo se dá conta da es- 

trutura comum dos jogos estruturados já jogados.



   A estrutura comum é representada de uma msneiragrá 

fica ou de ouura. 

O indivíduo se tora capaz de substituir, preencher 

a representação vazia pelos estedos e os operadores parvicu- 

lares de um jôgo particular da estrutura, em questão. 

Quinta etapa. Aqui se esiudan as propriedades da 

representação, isto é, as propriedades da abstração atingida 

Com êste fim é preciso inverter uma linguagem, 

Sexta etapa. Sendo dado que tddas as propriedades! 

não podem ser descritas auma descrição, toma-se um número mi- 

nimo e se inventa um processo para se deduzir outras.Bste nú 

mero mínimo de descrições, chama-se "axiomas! O processo pa- 

ra se deduzir outros se chama uma demonstração e as propri e- 

dades ulteriores chama-se "Teoremas! 

A manipulação de um tal sistema, chamado sistema 

formal, é a meta final da aprendizagem matemática de uma es- 

truturao 

Na pedagogia tradicional se agia exatamente em cen 

tido inverso. Introduzia-se um sistema formal por meio Ge sim 

tolos. Nos damos conta de que a criança não é capaz de com - 

preender um tal sistema, por consequência utilizamos meios au 

diovisuais para fazê-la compreender, Quer dizer que a partir 

da etapa do simbolismo passamos à etapa da representação .En- 

contramos, ainda, que a criança não é capaz de aplicarcs con 

ceitos, mesmo depois de auxílios audiovisuais;por consequên- 

cia é preciso ensinar-lhes as aplicações na realidade. 

Finalmente, chegamos à realidade de onde devíamos 

partir, Assim, no ensino tradicional, a direção de aprendi za 

gem era exatamente o contrário da proposta nestas páginas. 
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