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A percapção e a ação como bases do pensamento 
matemático 

Ao Em todo estudo sôbre a percepção, chega-se, rapidamente, 
a questõss tecnicas especiais q difícies que, sem aúvida, esclarecem os f 
fundamentos mas, arriscam de nos afastar das aplicações, Entretanto, é 
preciso reconhecer que desde que abordarmos ;seriamente ,o problema do pen 

Samento, sentimos necessidade de saber mais sôbre a percepção. 

Diante as duas tendências opostas, escolhemos apresentar 
uma síntese provisória mas de acôrdo com os fatos, para que nossos leito 
res práticos encontrem a ajuda que êles esperam dos psicólogos. 

2e A primeira observação importante a fazer é sôbre a dife 

rença és conceito entre uma percepção estatica qus o filósofo crê encon 
trar no fundo do pensamento e a atividade perceptiva na qual se enfilei. 
Fam, cada vez mais, os psicólogos, 

A visão é A mais estudada das percepções, Nymerosos volu 
mes foram escritos sôbre esse assunto e não pretendemos aprãsentar aqui, 
as conclusões variadas as quais se chega. segundo a técnica ou a problema 
tica, Dizemos ,igualmente, que partindo do ôlho, câmara fotográfica tando 
funções óticas, lentamente, admitimos que primeiro que existe uma intera 
ção entre o sistema nervoso*e o ato de ver e, a seguir, que a formação 
das imagens q um fenômeno complemu que apela ao conjunto dos musculos o- 
cularas, à afatividade, as lições aprendidas nas experiências de vida, 
aos outros exercícios mentais e as outras atividades sensoriais. O estue 
do da aprendisagem da visão ocular nos operados de catarata chamou a aten 
ção dos psicólogos õ. fisiopsicológos sôbre aspectos que êles pareciam que 
rer jenorars A evolução da visão (ou. de qualquer outra função sensorial) 
esta estraltamente associada a evolução mental do indivíduo e conduz die 
ferentes pessoas a estados variados no conjunto das possibilidades viguaã 
is, Nós não queremos para prova mais que os exemplos da visão perspectiva 
descoberta tão tarde na história humana, e de visão no. espaço que muito 
poucos adultos consegusm adquirir mnesmo em nossos dias, 

Refletindo sôbre o que a expetiência Sensorial nos traz 
(livre), somos , necessariamente, condusidos a nos perguntar se jamfa hoy 
vê uma experiência pura sôbre o plano sensorial, (cf, "Uma nova teoria 
da Imogen", Apendies III em nossa Psicologia da afetividade, etcv Dela « 
chaux et Niostlé, Neuchâtel et Paris 1952), A resposta d Svidentesnão ha 
mais, logo após o nascimentos Entretanto, existem experiências que perna 
nacem ainda muito próximas da percepção pura de bem que a grande maioria 
evolue para um complexo onde é muito diffesl reconhecer os componentes 
sensoriais, As ilusões de ótica, tácteis, tórmicas, etc,, apresentam cong,
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tes que dão são alteradas nem pele conhecimento êntolectual de que es 

las são 41usões, nem pela idade, isto 6, pela experiência geralo 

No total, na vida corrente, inseparáveis de cada tomada 

de consciência, uma série de experiências transformam, em cada Indivíduo 

e fegundo suas capacidades atuais, a mensagem que deveria ter percebida. 

Lã, evidentemente, nos ocupamos de uma atividade perceptiva complexa da 

qual podemos encontrar exemplos em todos os níveis de desenvolvimento e 

em todos os momentos da vida e O que faz que uma imagem mental seja muie 

to afasteda do que chamamos imagem ótica nos instrumentos, esta intorfe, 

rência na imagem de toda atividade mental que dá lugar a uma transforma- 

ção de elemeito percebido em uma Amagem multidimensional 

Desde que o órgão dos sentidos esta estruturado para uma 

carta visão, ale não a perdo maissQuando sla foi percebida, a perspectiva 

se torna um atributo da visão, Uma vez eemprêse incluida a visão no espag 

ço das figuras planas está sempre à disposição. Uma ves eompreendida a eg 

trutura dos anaglifos pode ser reconhecida e a percepção do relevo requer 

apenas alguns instantes de readaptação para ser posta em ação. 

" Nós chamamos "estrutura funcional" dos ôógãos dos sentido 
dos, sa capacilads de perceber o que só é acessível após experiência mas 
que acompanha de hoje em diante seu uso. À estrutura anatomíca pode não q 

voluir, a estrutura funcional é essencialmente dependente do tempo e pode 

se transformar pela aplicação e exercício. 
Do fato de que a experiência fez adquirir a cada imagem 

qualidades novas que se manifestam por uma capacidade de perceber o que 

não era porcebido, nos propomos a considerar cada imagem Como uma quantie 

dade de enargia que se estraturou nos órgãos dos sentidos e 08 núsculos e 

por sua ves agtu sôbre os órgãos para lhes der esta estrutura funcional 

em relação com sua própria estrutura, Energia estruturada mas retida no 
conjunto do espírito por laços funcionais numerosos, a imagem possus um 

dinamisno.que a torna móvel na vida mental e evocável a um símpias apôlo, 
Ela adquiriu uma adequação total do fato que é a atividade paíco fisio « 
psicológica que a estruturou eyentão, ela & substituta do “real, 

É sôbre as imagens que nós agimos antes ds agir sóbro o 

real, por uma ação interior, virtual mas adequada, pois qua ela podo se 

traduzir em ação efetivas 
. - 3 À tomada de consciência do dinamismo perceptivo nos nose 

tra que a vida és tanto o resultado dad ações óticas quanto musculafes a 

a síntese exige que a coiso sega vista caja varrida, envelopada 6 qua q 
trabalho dos músculos óticos e dos do corpo sa integre nesta unidade que 

é a persopção visual, Has, inversamenta, também, teda mobilização de enep 
gia no músculos tom objetivo do ação à avaliado por qualquer órgão dos 

sentigoss Os diversos movimentos de energia mental têm lugar "no interio 
or do aspfrito”, a ação e as percepções estão intimamento ligadas e cond 

dusidas para a vida espontânea a um alto grau de porfeição, Não hê mais a 

çãos som percapção nom percepção send ação qualquer que seja possível de 

reconhecor interiormente que q estruturação da energia comporta mais pase 

sagens num tal ou tal orgão dos sentidos, prolongamento especializado do 

Go



= E treze anos; mas 
Bed leta maturidade após os reze 

“1 tipo de atividade só atinge a esa ee o DA asimanthnear É uma: atividade a podemos onsexvá-la O auras Ea dai construtiva que a precedeu, E pre- aa orfonos eloa ETs senão não haverá mada a analisar a rugas praceda ca am e pie partir dos quais se 
san ae a ue haja alzuns materiais a par K PRLRANRO JNSE ONO, preciso us ão, senão, não haverá nada a construir. alias qo cana Ra PR Ao RN TAGÃOs ? damentais a partir dos aeuais dessa materiais são primeiro os FrRnRRMas Sao ais Elias SENA As qa “ em seguida, róprias clas r o constroem as classes, e, ds Rue 

va is se forma m as classes de ordem rolas Iolios saLoa posts SenGE E ue êsse processo se pro 4 diria E idade aparentemente desordenada, aue nós designamo 
vidade ent E a indo a E "bricolage") “misturada” ou "trapalhadas", de E pai riipeio ce údica! E'essencialmente, vor êsse mesmo - proces aa pos penses a a familiariza com as Sensações que a 

a q us brinca com cubos se familiar ; Re soh Caen a e se habitua aos Ria o RAE o campo E 2 E SD ONcA cs à j perfícies. As limitações inerente de atrito entre as super o neo E e ata Do E o automáticamente as combinações realizáveis, Por e a o E í dido em equilíbrio um cubo sôbre uma de suas arestas saeros Ro 1 iança que brinca não tama er coisa, À criança q 
q ed sd ea Oto o nos Eiian a e impossibilidades, gra E Ra q E ja d de número dc atividade de si a experiência de um grande nú: o de 
quando ela tem atraz e Re ROidELio qa i so ela adeuire um conhecimento f res ir gp o possíveis que podem Cu da Da e Psp cubos” toma forma progressivamente, ram uatão E Ed E 

Ars bles", "tunnels possihles", .. E 
dos "tour possíveis", “murs possíf , Ses = idendiná eng cor que eficácia uma ibnsio que Ro ontaS AR ass i em 1 enor consciência das ções entr sab anna gua ra doIna E como construir um certo tipo Es edi- fíeio sem a nalisar Sua s ações, Ela sake o que ela quer fazer e chega a fazê-lo. Nsta € uma atividade essencialmente construtora e e as construeõs as : e io d " jôgo de manipulações cem os ma- 

oem são essencialmente q resultado de um j ida is de «que dispãe, Isto é verdade, também, quando os matetrais con- sistem em objetos sue p odem ser manipulados ou em classes de objetos que são já a bstrações. Uma criança de 2 ou 3 anos pode manejar o Conaaias ma temático de "dois" em situações prá ticas.Mas 2sse RR REeuR OO dei anas segundo nível da formação das classes! O mímero "dois! não & uma Eai s da de dos objetos;dág € uma Propriedade da coleções, de classes de obje tos.Entre todas as coleções de objetos, os pares de objetos pogsuem a pro priedade q ue têm dois objetos na coleção.Portanto, uma eriança Pequena capaz de manipular uma tal construção em duas etapas ( à deux Etages) com a maior facilidade e sem nenhumá ensinamento formal. Ela construiu seu 'd "dois", seu "três", ete. a partir de sua própria manipulação de mundo que a redoia, 
Aprender, consiste de certo modo em merguikar a Cabeça numa ma 

sa de fenômenos aparentemente incoerentes, a reagir sôbre âsses fenômenos. a descobrir pola experiência como & Preciso fazer para provocar a apari - 
gão de certos fenômenos desejados, a exprimir as propriedades des êjferen 
tes dados do munio exterior formulande certas regras,As ro;ras traduzem a 
as propriodades q ue nós devemos da T a nossas açães se quisermos constitu 
ir uma certa elasse de fenômenos; Per exemplo, se nós guisermes Construir 
uma têrre, é preciso não fazê-la muito inelinada, senão ela desmorona; nés 
não obteremos o fenômeno "construção de uma tôrre? se não Fespeitarmes as 
pro priedades necessárias dos enbos. As regras representar una, limitação 
do q uno é pessível; mas suando compreendemos essas regras, ngs adquirimos 
una neva liberdade de ação, Porque nos permite predizer rom eficácia o 
que seremos ca pazes de fazer, Um engenheiro nede projetar a, abertura de 
um el seb o Monte Branco eusgob à Mancha, Porque Sie sahe manipular as 
“estruturas reguladoras" à ve lhe permitem predizer a Fesultado de suas 
aç8 em.àle sabe Jogar cem as regras, Kum szênero de "J8co” inteiramente 

: ipulações que nos conduzin anteriormente a desco- 
brir ou a formular as regras.Nôe di dispomos agora um utensílio Poderoso e a 

Perfeiçoado cujo manejo nos ebterá muitas satisfações, A 
Veja mos agora se qualquer Coisa comparável 8º faz na anga s ocupadas em Classificar Suas experi às reguladoras e a util 

3 escolas 
êneias, em 
estruturas? 

Lizar em Seguida, essas 
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or corto, há centros experimentais isolados, onde se ensaia aprender s 

re Cer- 
o a “natural?, mas são pouco numerosos 6 muito dispersos, V pos a pnaneisa pasaadas, tais como as de Maria Montessori, não ostão dá vaulg orq ue repousavam únicanente abre instituições de un educa- der exe epor ora sem aus seus fundamentos racionais jamais tenham sido objeto do estudos aprofundados, Como se Pode perceber, todos os esforços visando transto rmar radicalmente os métodos pedagógicos: têm sido contra viados as nesno tempo por administradores e por docentes. antes de poder convencer a gs autoridades escolares da necessidade de ima troca, é preci Se realisar com sucesso um certo número de experiências-niloto,R sssenei al. elaborar (mettre au point) medSlos que convenham às escolas mais co - muns o não sôme nte a uma escola excepcional, 

Precisamos agora dar um passo a mais na análise do Processo d' de aprendizagem, Suponhamos que por manipulações feitas ao aúaso, tenhas mos chegado à construção de uma ou várias elasses, Naturalmente, a maniguea pulação nflo se fas uniformemente, ao acaso durante tôda a duração do Proee cssgo de aprendizagem, A parte do acese torna-se cada vez mais fraca -is to É, a parto da escolha veluntária aumenta — & medida aque vemos aparece olassificações aventualmente interessantes. Essas classiricações são pos tas a prova consciente ou instintivamente, e elas so acham asaim, confir madas ou rejeitadas, até sue uma estrutura utilisâvel acabe por emergir, Por exempis, ee-pareg-a am; artanças, a «sincípio, quage sempre confundem 08 númevos ímpares e os. rnfmetras-prímos;:, do mesmo modo aue confundem o 08 quadrados o os números parss.0 nifmero 39 6 invirihvelsente considera- do como primo, talves porque Sle não está nas tátuas Babituais de malti 
plicag8 o, ou simplesmente, Porque sendo ímpar, & considerado como tendo 
muitas chances de ser primo. Os quadrados têm quatro cantos, então como 
9 poderá ger um quadrado, sse Éle G ímpar? 

uma passa gem difícil o não é qualificando tais idéias de "absurdas" que 
Se ajuda rá a orlança a ver clamo. Pade-se lhes sugerir exemplos e conta 

A-sxo mplos para provô-las de dados suplementares no meio doa quais d- 
da podorá che gar às suas próprias conclustes, Uma ves casas conclusões 
atingidas, a estrutura reguladora está pronta para "jogar com” em lugar 
ds “jo gar na direção de“.No easo des números primos e dos quadrados PO 
de-as utilizar Go0% sucenso &, relação seguintes se dividimos por 4 um mio 
nero primo que é a soma de dois quadrados, o resto É um; inversamente, ss 
Rando se divide um número primo Por 4, Se encontra 1 como resto, é : 
de É a soma de dois quadrados, Em outros târmos, h4 uma relação de idons 

tádade entre os dois conjuntos: 'pémeres Priímes que são a soma de 
quadra desº e números primos eue quando divididos por 4 deixam o 
to”, As Srlanças experimentarão “m sentimento de poder excitante e«uando 
táverom Separado todos os Sr puntos Postos em J8go, H& a) 98 námeros pa 
res; (tb) es mímeros ímpares; (o) og números primos; (4) oa nfreros que 5 
sfio a soma &s êois quadrados; (e) os nfmeros We quando diviaiãos por 4, 
têm 1 como resto. Sôbre esta base nossa relação &e identid q 

ou aindas 
) A interssoção de (a) e à&o (o m : 

ro 2, quo sotointeraso fo! (o) = ae conjunto Pormosto do núme ainda, nós podemos Sonaiderar as inclusões dos Conjuntos (o) está incluso na reunifo dos Conjuntos (b) e (2). inclusões. pt ESOta etapa, de "provani as identid mento qro, inelusõos, A négossidade de tais “provas” ge apreoontass natiça. 
' o quando sea JOgêr Com ag regr M ; , ) : â Pa Seguintas jeg Ceras, Nag isto anuncia Já a passagem dA ot. 

tais que +.
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les € o de nos familiariza: ; sauhes das regras.0 mais simp 

A pos da dare com os dades de nosso jôgo, até aue não tenhamos mais 
eassidadeo de pensar nelas; a estrutura, de certo medo, nos impregna, pe 

no m v É ificarão dos fatos ci “sâetra om nês % ge torna como um novo método de class y Q 
/ cundantos, Nós poderíamos chamar ôste caminho de prática.B'assim que nés º 

ontecer se vra situação real corresponde (ou não 
o) de oras que aprendemos, Suponhamos que fizemos alguns exere- 

efeitos q ue nos condusem a por em evidência a estrutura dos nímeros posi- 
tives e nega tíves. Quando nos encontramos am nresenga de situações o 
Pottando alto s e baitos de temperatura, de vele cidades crescentes ou de 
erescentes, às deslocamentos em duas direções opostas, tec,, nós as recon 
nhecemos como situações nas quais se pode utilizar números Doo Oua 
negativos. Infelizmente, se os exercicfos não produzem todo seu efeito n Ss. 
"reconhecemos" as situações come correspondentes, mesmo quando elas não a 
são. Se perguntamos a qualquer um que tenha estudado os núneros negativos, 
quantos livres ficarão sôbre a mesa se dos dois livros que Lá gistão reti-- 
rarmos três, poderá muito Fem nos responder com a maior seriedade que res 
tará “nemos um livro” sôbre a mesa.Pode ser que reflgta um neuco "melhor 
“Bo pedírmes para executar a operação e ques nos mostre o “menos um livro 
que restou sôbre a mezalB monmo então, poda acontecer que não compreenda 
que a aituação dos livros sôbre a mesa verdadeiramente não tem nenhuma re lagão com os números indicados, Eºespanteso ver quanta gente perde todo 
vom sonso, uma vez que começam a estudar o eue elas crêm ser a matemática. 
En sen casó, a força de anlicar a estrutura dos niímeros orientados às si- tuagões que lhes sorrespondem e de rejeitá-lag quande as situações não cor respondsm, elas terminam por dispor uma estrutura operatória mas, sem nend nhuma compreensão profunda de seus detalhes ou das relações fnternas que a caracterizan, 

* Um o utiro caminho que nós poderíamos tomar consiste em examina: somo am re gras funcionam, como elas são ligadas umas às outras; trata-se de voltar atraz sôbre e que se fez, numa atitude erítica e analítica. Rós poderíamos chamar êsse processo de análise retroativa. Para retomar nosgo exemplo, nóm co netatamos lego que na estrutura conhecida soh o nema de “alzebra dos números orientados", a eada número corresponde um número “oe posto” (por axe mplo 3 é o oposto de -5,-6 é é oposto de 6, etco.); mas oO que nóe arriscamos de nem Sempre ver claramente, é que “juntar um número! equivale exatamente a "subtrair seu oposto” e que “subtrair ur mímero! g- quivalo exatamente a "adicioanar o númeroroposto", então sabemos executar as óperações sem jamais nos enganarmos. (Ver, por exemplo, os jogos de Dai vid Page com dinheiro “negativo")., 
Veltanão atras e examinando o eue fizemos, nós tomamos consciê ônada ds uma certa regularidade: é nisto qne consiste a análise retroativa. Quando nós nos límítames a praticar as regras ásixando-nos impregnar por É euas estruturas, nós, cada vez menos tomamos consciência: en uanto que drando voltahos atrás ? + Sh que , 

reguladora, A p rática É uma atividade vidade ma ix consciênte, ' 
Mas existe ainda “m outro caminho, mais aventuroso. ara che 

. 
x 

Ccnera ae demínio de uma estrutura reguladora, Nós jog àss é 

| Lo 
ares com nossa astrutura,r & examínanhs em às talhe; pode ser-gue acontecer à Tay nós 
escobrirmos nela sbgtas in. 

suficiência 8. Nês podemos, então, Seja ou modificar as regras Seja ani 
las, Isto donstitue a análise Progressiva, e tôda extensão da estrutura re 
culadora áerê qualificada de eneraligação. Por exempl Len sbrir q us ss números orientados 46 5 a." -0 Podemos descobrir permitem a variação de uma na eu eutra de duas direções opostas, ontão, q parto quo Pegando a 
da vida corrente Sxigem mais ds um dar a Posigão de um navio no mar, nó 8 agsim como sua latitude. As duas variáveis são inder E 
tido ás ug, em pleno mar, podemos fazer variar à dr and oo! NO mem 
(isto 6, Por exemplo, nó do pera e mal); ou aínda pod E es unada contra (Leto é, Podemas havegar, a 
nO OM quaLa Goo ásroção: : nossa PORTE , partir de um ponto dado do ocea a temporatura  



, 
Ric 

s 3 7 fetuados nós te- A À na qual todos êsses Levantamentos foram efetnado » nós 
à e a hora na qual todos às 

    

E n sete variáveis. Considerações desta nature mb die; S um processo ES MS: nsional dos números orientados e nos conduzem à 
anciam do espaço Pego en plena, ft de sete dimensões constituido 

“Uma generalização introduzindo eo NERO É essencialmente a extensão 
bor esta dos ou vetores.lima pai ia onda a formar uma ontra classe 
de una classe de ep tentar ESA ot EA É anenas um caso particular.n 
mais vasta, da qual a pader EDiêa PrRCES pps Ê RE ara E preciso nã o confundir q pec pf ota ria cas fusboacapetitineneds A co tnao do, dequmá ERer k são o: Sea do conjunto dos números orieng Grientados, Óleos próprios Pinna oi olcaênios do conjunto dos vetores mul 
ado sigo entages, eu Raio paga números orientados não é um elemento da 
bi simeno lonas, e E qr pes RAND Precisamos nrestar muita atençaõd pa 
Blasoondos naves e E são a extensão de classes com a nocão "ser 
a nÃ£o iaaa eli nono aaa o ao ARE, Pesmionção dy formação de uma classe a 
E ee dessa É essencialmente ws nrocesso de abstração, enquanto qu e aten de uma classe já existente Para uma classe mais vasta é um proe anca io genera lização. Re oa reRhSs Abstraction anã seneralization, dans He ig lona 1 Review, été 196 Fanmara FU PRA Sa de Da Lia Tas a estender e estrutura Tefulado na; é já 
possível decidir uma modificação da estrutura reguladora, Ani RSuNaRAS existem para nos servir e não para nos amarrar , RoRAs Dodi Tio ane cD RE tras regras que nos Servem melhor, o que há a Feror inmod A, icar be Eee E: 
E“o 4 US ocorre quendo se pronSe uma nova teorias ata maneira evo ue Ena 
ria de pensar pode-se encontrar mais semidamente entre SE ndo s, se ai 
crianças fore m(exercitadas) levadas a se mostrar mais audaciosas.Nossas ' 
P ráticas atuais om matéria de educação comportar um alto srem de conformi: 
No é muitas vezes são os indivíduos liseiramento desequilibrados que têm 
a audácia de perturbar as estmvinras estabelecidas. Levar as crianças a pen 
sar de uma ma neira revolucionária noderá, a bem dizer, conduzir a resulta dos revolucionários - O que não seria mau no estado de mindo de hoje! Voltemos ao Processo que estamos em vias de examinar, Anlicas 
mos, analisa mos on Seneralizamos as estruturas reguladoras que tinhamos 
anteriormente confiurado a partir do caos de nossas imnressões sensoriais 
no decorrer de um dia de mabinulações, Asora nós estamos sulicientemente £ 
familiarizados com essas estruturas;kis que Voltamos ao nosso nonto de var 
tida mas, com um material mais rico para nossos jogos. fisses novos jogos sã 
as novas estruturas, Jem entendido, nós ainda não estamos Camiliarizados co 
a s relações entre nossos novos brinquedos mas sômente cor a estrutura ijn- 
terna de ca da brinsuedo, Para aprender nela experiência o modo de empres 
sar cada brinquedo, & Preciso reconeçar todo o Processo das ma ninulações. 
Nós percorremos um círeulo completo, ou antes, uma volta de uma espiral,pe 
lo fato de que estaros em um nível mais elevado do que antes, Recomeçamos 
um hovo Ciclo, ensaiando aqui e ali, vendo como os novas brinquedos vão se 

encaixar, como não Se encaixam 8» progredindo, de um modo 'eral, para a es 
trutura reguladora desconhecida «ue deve caracterizar os Povos brinquedos, 
Finalmente 8sse ciclo, êle também, chesam á a uma conclusão 9, É assim que 
novas estruturas na Pesm entre as mãos dos matemáticos, Wºêste encaminhamento de um ciclo a outro Me chamei em minha 

obra anterior de anlicação do prinecínio dinâmico. Em minha Primeira rormui 

lação do princípio, mostrei como a constrição precede à análise e a ela co 
duz, ma s tinha definido a análise em um nrincínio Senarado, Reuno acora 5 

dois princfpi os em um novo enunciado mais completo, do Drincínio dinâmico 
Hºtempo axora de examinar Som um pouco mais de detalhes como 

funciona mn os Cíclos e ja is são as circunstâncias Me os fazem funcionar 

mais (ou menos) eficazmente, O que & ue favorece ura abstração mais rápida 

mais eficaz? lim outros têrmos, como Precisamos organizar uma situação para 

ter chances de ver as Classes se formarem rápida e SCicagmante? im primeiro 

lugar, Precisa mos decidir a eu as classes sue dessa jamos Ver formadas por 

nossos alunos, Precisamos, ºm seguida, salientar os problemas Suscentíveis 

de da r os resultados Semmintes: &) o aluno será canaz de Feconhacer as Sitnaçães novas como sign 

ficativas da abstração Procurada ou sem relação cor elas 
7 

nas situações Julcadas corret Plos de classes Serão recon) 

  

mente como Significntivas, os exe 
ecidos como Pertencentes às classes em questão 1 estão,



/ 
SEO) ma 

sa Á 
: beso patra-exenpioi cons não pertonçen condição, é preciso aaa a ne ; RI sã écio de crivo mental no qual se coleceam as situaç vias construie DS Uia RE atravessam o erivo engnanto que as que as ea eiidas. Esto não é vm pequeno precesso. Como Newton teve idéia Sem serão retidas. objetos caem para a terra, de outro Indo, a lua que Cide DURS a Torta faziam parte de uma única classe de aconteci -— o de URDU SEN que tedos os corpos estavam eram atraidos uns para RR Rato ao bad eiro caso, trata-se de um objeto em vias de cair e da t o ea E EEEs da lua e da Terra, Ysts “atração” é apenas uma ma terra, no aa ES ÉIRd o organizar dois acontecinentos numa nesma catege seiva do eae j tornam possíveis nelhores e mais exatas, Todas as cla aaa mo CE TatRELdaS não realidades. Elas ajudam a triar as realida-  ENR ALERGIAS não são realidades em si mesmas, Newton conseguiu separar ua may idéia válida procurando 9 ques essas duas situações nossiuiamn o Peq Ê esultado 81e obteve olhando essas situações de vários ventos de vis RAE j ito deshabituai ra seu tempo.sós vemos assim, 

ta &iferentos, alguns muito deshabituais para aa que so poãs Bfetuar uma abstração, ou dito de outro nodos fazer o at uma rogularigate, examinando certos acontecimentos de numerosos A e vista. Como podemos aplicar êsge método no decorrer das liões de matem ti ca? Daãe que og "acontecimentos" matemáticos nãe se Produzen quase nunca do um medo na tura) na experiência da criança, É nrecigo Prevocar sua apa rição, As estruturas matemáticas que nós queremos faser 2s crianças armas zmarem devem ser-lhes apresentades sob diversas formas Coneretassiste É, que am criança s devem encontrar a mesma estrutura matemática vestida de um certo mímero de maneiras diferentes, 
Uma criança que aprendeu & reconhecer as situações cemportando funções do 2º grau pode ser conduzida a recenrhecer as duas situações que 

Boguem cono significativas : 
“és partimos Para o combate com tantos carros quantos homens 

há em cada squipagem.Um dos carros recebe um glope no fim e “odos seus e- 
cupantes são mortos. O efetivo do Conjunto perde outros seis Soldados. No 
fin da Pita encontramos alzung carras ininigos abandonados, Percebemos 
que podemos SAGE Para nossas linhas es sarres que nos » estam, assim co 
Mo os carros inimigos, todos com eguipagens iguais, se bem qe reduzidas. 
Ds quantos henens toi reduzida cada equipagem, e quantos carros inimigos 
nês capturam?" 

“Sdbre uma Prancagta cheia de furos, faça um quadrado ê 
grande número de Sravelhas. Depois, tire tras eravolnas qumis quer da prancheta, restantes. Quantas fileiras a mais on amenas terá q retânsulo Com-as-exg- | 
velhos-rostantos s m relação ao quadrado 

a º quantas eravelhas a mais ou a me 
nos haverá em cada uma dessas fileiras em relação a uma, fileira do quadrado 
primitivo?” e 

om um uma fileira do quadrado e geis q Paça um retângulo con as eravelhas 

De fato, âsses exenples não Gorrespendem sôme 
2º grau, Blog formam também, do ponto de vista matemático, um sé º mesmo 
problenas, Cempreender essa identidade supõe a Capacidade de vrejeitar o não 

significativo, isto É, o Me nada tem a ver com o assunto 8, reter o esman 
cial. O que têm de matemáticamente significativo reside nas relações numé- 

rieas enunciadas nêsse problema e não am sua" rounagem”, O “tantes carros 

q vantos home ng de equipagem em cada carra" 
ado 

Corresponde ao 4 
eravelhas”" por intermédio & 

tadrado de 
de tant as ft ileiras a e e ray elhas a iant Ss rav 

Ê A fz - = o vita er a elhas 

em cada filaiy a . As fileiras Corresnond am aos Car To 8 € 28 Cravelhas as 1 

dados. O golpe final dado em um da carrog Corresnonde a Petirada de da ZE 

loira, es mois outros Soldades que mnerram Sorrespondem às Seis qutras erave 

lhas que são retiradas. A neva repartição do efetivo restante em srupes i- 
ranje das eravelhas restantes, em um número maior q 

con cada Pileira mais curta "a Corresponde ao número de homens a m 
ge ssim Re diante, Uma tal Cerrespondância ajudar? 

que É o aspecto matemática de um pr 

oposição a sen aspecto de “situação real", q aspecto natenático é q ra É 

mos de um Certo número de Situações diferentes, 
a 

É sufictente Fsconhecer q que É anit 
eâvel ao Preblema, & Preciso ainda Feconhacer og Ee E 

nte às funções do 

  que não & apl Ss € os Contra-exemp



      
   

  

- J1 - 
ê i e 1 Ee ey da 

s acir exemn 1 da decomposição em fatores das 
acima são exennlos da « - 0s dois problas a UnSo de uma classe de nroblemas.Mas, 

E õ de 2º srau para chegar & solução de uma cl 
q es do 29%, grau para chegar ( 3 

Es a a ma diferentes de econnecer us funções de 2º, gran como Cirerent reis, agora, cono 1 Na (wós falamos ainda de situações e ER le 3º vrau? A sejam as de 3º gr so REDE Tt, VW isdtararo di = utras funções, sas dessas situações, bem entendido). Podemos dis 
— não da forma simboli zac: 

EA nguir um E ras? Por exemplo: 
a nm 

=, a “e iê santos varões em um trem, quantos compartimentos num vagão 
À 

à vantos arõoes em Y 

4 ; f trem narto, cada assento É 
/ º quantos assentos em W7 as anda : e ho Ea faca de , «> 7 1 ém em nê, "a primeira narada, wu pote GR É 

, GoUpado onboard Ê iso juntar mais seis vasBes icu- * entrar de modo que nreciso q va 
idiota quer fil es a : ntos são ocupados nêste novo comboio. Na es 
RE puto, efa er to ati : ainda tedos os bancoa são ocnpadeos tação seguinte juntam e oa O GM e pa be o RCA 

e o E que querer entrar, de modo qm 
mentos soja à E de PR vação. bm consequência, clas ficam de pé 
Dio cuia anda o trem chega à fronteira, todos devem qescan norque 
ne país seguinte as vias férreas tem outra bitola No novo país, a 
«tes são maiores, isto é, êles têm mais compartimentos º mais assentos n 
por compartimento. Les nodem receher exatamente todos as nassameiros qu 

estavam no trem, de modo que todos os hancos e ninguém fica em pé, 
a) qua ntos varões d/Wdiá ná nôste serundo trêm, a mais do qu 

ne primeiro antes de juntarem os outros vagões? 
b) Quantos compartimentos a mais há nos novos vacfBes em rela- 

cão aos antigos? | 
e) Quantas pessoas a mais podem sentar nun compartimento do n 

novo vagão em relação a um compartimento de um antiso vasco! 
fste É um probtema de 3º gran, que ilustra a fatoração da 

função do 3º graus 

el 6x4 ix 6p= (me + 1) (x 2'2)0 (qm 8) 
e vemos que "l a mais", “2 a mais" e "3 a mais" são as resnostas às per 
guntas,ma s, ber entendido, não importa em que ordem. 

Se quizermos ilustrar pelos trens,um problema de 2º rau, 
podemos dizer o sesuinte: 

"Há tantos vasões em um trem, quantos compartimentos em um va 
gão. Todos estão cheios no momento em que o trem parte e, ninguém precisa ficar em pé. Juntam-se seis vações a mais, na próxima estação parada e, 
per seu turno, 2&1cs ficam completamente cheios. Na estação seguinte junta se um vagão suplementar com govo compartimentos e nêste também todos os 
lugares são ocunados. Na fronteira todos os viajantes descer norque a di 

3; há mais com- partimentos em cada um mas, o 
tola da estrada muda. No novo país, os vazões são maiores: 

mesmo número de assentos em cada compartime mento. A companhia procura que todos sentem, todos às lucaras sejam ocupa- dos e ningué m fique om pé, 
8) quantos vazões sunlementares há no sesmndo trem em relação ao primeiro, na partida, antes de Juntar os vastes? 
b) Qua ntos compartimentos a mais n& nim vação do sesindo país em relação a um vasto do nrimeiro?! 
ata É vma renresentacão concreta da fatoração da funcão de 2 2º grau! 

E 
af + Hmtr a (x 4 5 = (45)? 

de modo que as respostas ao nroNLema são: 53 compartimentos Aa mais por va gão e 3 vagões a mais no trem, 

A diferença entre uma funçaS de semindo e vma unção do 3º grau é sômente que na função ou equação do sesundo crau, a variável ou in cógnita 6 elevada à potência 2, enquanto que ela é elevada À potência 3 na do 3º grau, O nímero de assentos por Compartimento, o nímero de c : timentos sã e Be À intra e TRE 
3 Por vação, o mímero de varões no trem, todos êssos mímeros 1 mais constituem a varifvel do problema do 3º rau, sendo dado que sen valor poé de ser escolhido arbitririamente sem afetar a solução do problema No. pre 

c? ae N ro- blLema de Segundo vrau, é o número de compartimentos nor varão, 4 GR Dé 
» LIMA. 

mimero de vagões no trem qjuune nt 1 
% o “My US representa a variávea corresvondente Us nas 

sageiros são dsz0p, asgfezidos substã tuídas nor blocos, cada b1 dt Msn ads E ) sata OO ? 54 um 
compartimento, e, assim, êsses hlocos sl na Penlidade as unidades matem$s 
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i Se Facikíta-se a diseri 

por vais se avaliam os outros grupo 
dimeri to EEE sa diE tipos de nroblemas operando com PSSsoas, comparti á 

surtos o Echos em lugar ãe operar com compartimentos, vagões e trens; o =. 
7 1$ 

“Simbeltsuo utilizado para represemiard os diversos tipos de Ear) E 
à & CR AA 

reduzi trem a um carro Pienst único, com 

? i ro. Isto reduzin e trem a r Aa pata à do que lugares por compartimentos q q Pessoas de 

e : do à g “mao ê iso tedos os ouiros assentos otupados ; a is claro, node-se objetar que q segundo Problema, sm ragfia a ma 
i ola qual foi formula de, É um problems do 3º Stau, Sendo que » núme 

st ão ap Mg per compartimenta É na realidade, uma variável, Mas é uma 
pio Lá el inútil que não entra em linka de conta no Problema, Se chamarmos 
Fist mínero e as unifades sendo os passageiros e não os Conpartimentos, 
a tradução simhélica do problema será às fato: 

2 
xy + 6xy 4 9y = (x 03) 

O problema ainda corsiste em transformar & expresso em. 7 sem 
do que y 39 apresenta como fator em cada têrmo; Este problema ainda o adam SER distinguir uma Situação &a outra & Uia terefa bastante 
difícil, Se uma criança É capaz de Psconhecor os Problemas de 20 grau nu- 
na lista compreendendo pronlemas de 22, de 38 e de outros Érmis, 6 que ela 

Sortanente é capaz de identizicar os exemplos de Situações ds funções do 

2º grau, Se cla for incapaz, voderemnos realmente dizer que cla sabe o que 

são funções do 2º Srau? Podemos dizer ãe “ma pessoa e pensa que uma me 

sa é uma cageira que ala sabe o que sSo as mesas e as cadeiras? ; 
Para resumir: com roferância a uma estrutura natenStica, as si 

tuações se reunem em três cetegorias: * a) situaçõas Sem rafação com a estrutura (nao Significativas); 
b) Situações com relação com à estrutura (Sisnificativas) aque 

foraamn og 9xenplos de situações descritas pela estrutura; 
e) situações em relação con a estrutura, que formam contra-exem 

Plos do Conjunto de Situações desoritas Pela estrutura, 
A distinção entre"contra-exemplo" e "não Significativar 8 de ee 

Serto modo arbitrária e fepende ga Classes de Situações sus SScolzamos con- 

Siderar como Sisnificativas, Par *Xemplo, podemos falar ads Comprar méveis 

Para uma neva Sasa, e nâgte case as Situações em relação seria aquelas 

quo dizem respeito à mabilfário (por exemplo, sua escolha, sua compra, sua 

fabrieaç » Ste,), Nós Podemos sair a Procura,na ssporança de encontrar gu 

Na nega, Intranns “ana casa de móveis * Veras uma mesa do Século EVLI. Ela 

Ui exemplo na classe das Nesas., Podemos também vor CXoostas algnmas magn' 

gicas cadeiras do espaldar Focuryado que Sombinam muito bem com a mega, Es- 

tas cadeiras tom, certamente, relação cem a mobili4ria nas sias são cantra- 

OXempios da Sategoria de objetos que nós Fomes Comprar nôscao dia. Nós vode 

2008 ir,ã0 Caso, om duiro setor da loja onde Verífamos ur 
E 

? "É vostida que 

costarfemos do Souprar para nossa filhinha, Isto &€ Sonpletamente Sem relag” 

ção com a Compra de móveis Para nossa neva Sasa, Og lógicos chamam Ée con- 

Junte das Biltuações Significativas º universo do disenrso. E o úniverso da- 

Coisas sôbre as gmais estames fiscorrsndo ne momen 
rx 

to Considerado, Tudo é 

q ur pertence a ôsse univeras & então, Significativo; &S qutras Coisas,ne 

exte rior, s8o NRo-sienifieativas, Untão, nãs ºS00lhamas Una classe dn eb 

tes no interior dêste Rniverso do discurso, Os membros desta Ciange serto 

emenplos da classe “Bcolhida; os eutros membros 
À 

contra-exemplos, Uma grande parte das dificuldades 
ecemos em natemáties, sa Pefore aos Contra-exemplos, por que Preguentemen 

to, elas formam Uma classe ben definiãa de Coisas, de “Sontecimentos 

eu de situações, Pa ra permitir à classe des Contra-exemplog, Ser bem Pari 

nida, É pre ciso e O universo da discurso Seja bem definida 

1ra 
OROPstinaçães para ajudá-las a racs- Fa-exemplos, Toto implica o cemos:  



e ia 

» múltinla e (Na obra Constra- incípib da concretização milti 2 2 0 
des Edo rap Zsse princípio fZoi chamado de/VALLADIV RAR E BE 

e ne ENSAL > RD ES E. s í , ; 

AA! “princípio da variabilidade psreentual'"). 
SS i i trastes. 

À Bj) o princípio do con e ao : AEE s tea g OP pede rindo numerosas concretizações se chegará tra EE A sé a estrutura essencialmente matemática seja retida en re ea 
; 

." 7 n 

Í 15 ções concretizadas, de tal modo que os exemplos que não encontramos (rue to sejam entretanto, reconhecidos como tendo a estrutura mate- Raica estão Por exemplos contrários , nos asSeguramos que as situa 
d e = o Ago nm Es i 7 , E E CPE pia 2 estrutura são reconhecidas coma não a possuinde, RnR CA É um trufsmo dizer que os cenceitos matemáticos são construides tir de variáveis matemáticas. A priori, nera ensinar de nma maneira e EA a conceito matemático, devemos fazer variar na exneriência do alua aa as variáveis matemáticas inherentes. Será imítil ensinar » 

    

  

7 / 

(a + y)$ x + 2xy + y* restrinçindá o valor de y a um en a percos valores. 

== 

e 

a 
2 

Como seo pode aprender a relacão se o único caso encontrado for (x 4 1)“- x? + 2x + 1? Isto, hem entendido, £ muito evidente, Vos outros domínios d 
da matená tica isto não parece da tal forma se r CRERA de ralo Como decorrên 
cia ( allant de sei). Por exemplo, o conceito da notação de Pesiono É ba- sendo sôbre (a) um nímero de base; (b) potências do número da vasej (e) multiplicader &e cada uma das potências do número de base seio fator conve 
niente, âste conceito & Singularments restrito quando se dá ao mímero de db 
ba se um valer constante, a saber dez. É ainda mais pela variação limitada 
do oxpoento ao qual e número da base É elevado para obter as diversas potê 
cias, A única variável ie se faz variar muito & a gue figura na mbrica ( 
(e), ésto É, vs ala rismos des números que são utilizados pelas interminá 
veis "adições" das crianças.N8So & de adrirar que mesmo apés sucessões sem 
fim do tals "adições", elas não tenham mais ão aque uma idéia muito vaga de 
conceito de valor posicienal, 

Anteriormente fizemos alusão so princípia que consiste em fazer 
varia r todos os Conceitos matemáticos significativos falando de Princípio 
do variabilidade matenátiva. 2 Fazendo Variar, o mais larramente possível, 
as variáveis que fazemas aparecer claramente, 9 que & esSencialmente inva- 
riante dura nte a Variação, Quanta uma coisa permanece Sempre idêntica a si 

nosma, nós temos à tendência de não vê-las nota-se melhor um objeto em mex 
vimento do que un outro em repouso, Do mesmo modo ura estratura matemática 
“em movimento"! ge destacará do resto e Chanará a atenção, Ao lado da Verificação des prinefnios da concretização míltipla 
do contraste e da Variação matemática, há humerosas outras “entativas que 
Podoros tornar para tornar o processo de aquisição das estruturas matemáti- 

Sas mais eficaz e mais agradável para as erianças, Um Sistema de punições 
º recompongsas as impede ãe êpreciar o interâsse intrínseco de seu trabalhe 

O 86 Lova aos Lina mais egoístas: Gantrar o favor &s professor e evitar seu 

de afaver, Prestaremos um Grande serviço ao desenvolvimanteo moral tante ce 

mo ao desenvelvinento intelectual da Criança Suprimindo aos castizos e as r 

Feconponsasg, e Colocando em sen Ingar coma rotivação intrínseca o interês 

Be pela ta yera em si, Sorpletamemte Surpresndente ver ÉP à que Ponto as 

crianças podem se Prender a desenredar a neada das estruturas abstratas e 

suas prepriedsdes, sem ane seja necessério dar-lhes qual quer impulso extex 

riero 

Não acrescentaremes nada aqui sôbre a questão do + 
dual e da motivação intrínseca, dado que ésses as em corto mímero de Publicações Tecentes. (Constma pÍtulo 19; GedisWo Sealey, The Creative Use o? M Sehooi). Pesquisas *Stão em curso em diver, áições necessárias melhorar a eficácia do es problemas mais fundamentais referentas 

  

Suntoas Já focam 2bardadeos etion des nothómatisues, ca” atnématigad jm the Junior  — Sas partes do Mundo Ghre 28 Con= easino matemático, hem como sôbre dO Precesso em si ão ensino matem$ da (La Conceptien du nembra cha ' a 

PeUcP,, Paris, 1960; Piaget, Greco, Grize, 
a a e a . 2 ? o 

Sur la Senstruction du 

Pos Pa ria, t961) * 28 pesenisas em Cêneva 
Armênte Durante o 

A 

Prosgsesuem revi 

ane de 1960-1961, à “"Harvara University Jenter fer Gosnitive Sbutt es" Pos e 

gr rs um plaro gs Pesquisas sôbre q ensine da matemática, êstudado é sosto o 
ds O a a Ra Por Jórône Vruner 8 ef Própria, ento relatéria está, a 

> Sado, Outras Pesquisas feram em reendja E Secas 45 : 

p das nor Seemp em Mencheste,,  



  

per Sealey e Oldridge em Leicestershire, pela "National Foundatien-far. 
Edvotional Rescarch for lin;land and Wales" em Surrey e alwures,por Robert 
Davis em Syracuse N,Y. e per Supnes na California. Outras nl=nos de pes- 
quisa foram lançados em Florença, em Budapeste, em Adebalõe, nas ilhas Hawai 
vai, em Minnesota a aínda outros. . « 

 


