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GEOMETRIA ESPACIAL. 

POLIEDROS. 
1) Definição: São sólidos limitados por faces planas e poligonais. 
EX 

  

    

    

  

  

2)Elementos: a) FACES : São os polígonos que compõem a sua superficie. 
b) ARESTAS: São os lados de cada um dos polígonos. 
c) VÉRTICES: São os vértices de cada um dos poligonos. 

OBS: Cada aresta du poliedro pertence a duas-faces. 
--Cada aresta do poliedro parte de dois vértices. 

POLIEDROS CONVEXOS E CÔNCAVOS. 

Poliedros Convexos:-- Um poliedro é convexo se qualquer reta que passar pelo 
seu interior NÃO conseguir “furá-lo"em mais de duas faces. Ex: 4 > 

. dm. q 

Poliedros Côncavos:--Quando passarmos uma reta pelo seu interior e ela furá-la 
em mais de duas faces. Ex; Ex 

  

      

  

    
        

  

    

          E - . ' 

3)Classificação: —-Os Poliedros Convexos possuem nomes especiais de acordo 
) de faces : 

N aces 
TETRAEDRO 4 Faces 
HEXAEDRO 6 E 

DR 8 T 

  
  

    

CAEDRO 12 
20 Faces Triangulares.   

RELAÇÃO DE EULER. 
Em todo polledro convexo, o número de vértices mais o número de faces é Igual ao 

número de arestas mais dois. 
  

V+F=A+2 
      Exemplos: 

1) Num poliedro convexo, o número de faces é 10 e o número de arestas é 15. 
Qual é o número de vértices desse poliedro ? 

V=? F=10 A=16 
V+F=A+2 V+10=16+2 V=B OQ poliedro possui B vértices. 

2) Um poliedro convexo possui 4 faces triangulares e 3 faces hexagonais. Determine 
número de arestas e de vértices desse poliedro. 

Número de arestas: | 4 faces triangulares —> 4x3= 12arestas 
É faces hexagonais —= 3x6= 18arestas 

30 arestas 
Como uma aresta é comum a 2 faces então ela foi contada 2 vezes. 
Logo, ZA =30 A=15 F=4+3=7 

V+F=A+2 V+7=15+2 V=10 

Respostas: O poliedro possui 15 arestas e 10 vértices. 

EXERCÍCIOS: 
1) Em um poliedro convexo, o número de vértices é 8 e o número de arestas é 12. 

Determine o número de faces. 
2) Um poliedro convexo tem 10 faces, todas quadrangulares. Determine seu nº de vértice 
3) Calcule o número de vértices de um poliedro convexo que tem 8 faces triangulares. 

4) Um poliedro convexo tem 8 faces quadrangulares e 2 hexagonais. Calcule o nº vértice 
5) Em um poliedro convexo, o número de vértices é igual ao número de faces. Determine 

número de vértices, sabendo que esse poligono tem 10 arestas. 
6) Determine o número de vértices de um poliedro convexo que possui B faces e 14 areste 
7) Quantas faces possui um poliedro convexo de 12 vértices e 20 arestas? 

8) Determine o nº de arestas de um poliedro convexo de 6 vértices e 8 faces. 

9) Determine o nº de vértices de um poliedro convexo, sabendo-se gue o nº de arestas 
excede o número de faces em 4 unidades. « 

10)Num poliedro convexo , o número de arestas excede o nº de vértices em 8 unidades. 
Determine o número de faces desse poliedro. 

11)Um poliedro convexo possui 2 faces triangulares e 3 faces quadrangulares. Determine 
número de arestas e de vértices desse poliedro. 
12)Determine o número de vértices de um poliedro convexo que possui 3 faces 
triangulares, 1 face pentagonal e 2 faces quadrangulares. 
13)Um poliedro convexo apresenta 3 faces quadrangulares, 2 faces hexagonais e 4 faces 
triangulares. Quantos vértices tem esse poliedro? 
14)(MACK-SP) Um poliedro convexo tem 3 faces triangulares, 4 quadrangulares e 5 
pentagonais. O número de vértices desse poliedro é : 

15)(FAAP-SP) Num poliedro convexo, 9 número de arestas excede o nº de vértices em 6 
unidades. Calcule o número de Ff aÇ&Sdêsse poliedro. 
16)Quantos vértices tem um poliedro convexo com 3 faces triangulares, 1 face pentagon: 
e 2 faces hexagonais? 

RESPOSTAS :1)b 2) 36 mM sb 98 nlo sz 
96 Ole 11)926 12% 1)M 19)15 15) 8 16) 9 
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exEnciciOs 

Dado um cilindro reto de altar = [0 eme raio da base d cim, 

a) aúrca da basc; b) a área lateral; c)a nie total 

metro da base 2m.. 
, . . o A ; à Var Calcule a área da base, a área lateral, a área total e o voltune deu cilin 

egito (h=2r) sia taio da base é tefini a 5 dm. 

nd cilindro. 

Ou Um cilindro o equitiisro tem área da base S 

reto de atm J2emeo raio ds base 5 em, 

(D Determine a área total e o volume de um cone reto de Hitatrla igda 
caltura iguala 9 m. à 

totalco v volume desse cone, Mr E 

Jc aJê tule o volume de um cone veto de raio da base Jem e UI ár à laté [ 
iptala [ren po 

1 
(tu) Calcule 0 volume de uma esfera de raio 2 cm. Ê 

(13) Determine o volume e a área de uma stperfício peiGrIaa cuju rail 
mede Im. 

6 A área de uma superfície esférica mede 3d ent, Quanto. 
dessa esfera? mA 

Bespostas: 
" Do 

DG, fere; dy: Pig Wicim> 

Tim) 2 GW im; V=3 
Suiça : 

A 257 dm; dp 100W dm”; Spa 1S0Vdm, V: 950Ydm 
É “ br 

(a) r- =borm ' 

ORE «956 Term) 

(O 5p: 297! tie! ar Qeilicin”; NE Ibo tto! 

Ds 90% mi; VE RT) 
O) v= 64 Tem! 

| ] ; 300Werm?; Vz e NE RI RE 

(6) 9p=iociero'; DU acoTiems 
tenho dr 

ÔO sy: us Ton; V- an AE 
3 AD y. ate? ,



Calcule a medida da diagonal de um cubo de aresta medindo 2 m. 

Calcule a área total de um cubo de aresta medindo 5 m. 

Calcule a diagonal de um cubo cuja área total é 54 m?. 

Calcule a área total de um paralelepípedo retângulo cujas arestas medem 2 m, 
3me4m. 

Aumentando-se de 2 m a medida da aresta de um cubo, sua área total aumenta de 
48 m?. Calcule a medida da aresta. 

Em um cubo, a diagonal mede 243 cm. Calcule a área total. 

Qual é a área lateral de um prisma triangular regular cuja medida da aresta de base 
éB8meaalturabm? 

Calcule a área total do prisma hexagonal regular cuja aresta de base mede 2/3em 
ea altura 4/3 cm. 

Calcule a área total de um prisma reto de 6 m de altura, tendo para base um retên- 
gulo de área de 12 m? e cuja diagonal mede 5 m. 

10. Calcule a medida da diagonal do paralelepípedo retângulo cujo volume mede' 

11. Calcule a medida da diagonal de um paralelepípedo retângulo cujas arestas são pro- 
porcionais a 2,3,4 e a área total mede 208 m?. 

Respostas 

1) 2/3m 5) 1m 9) 108m? 

2) 150m? 6) 24 em? 10) $38 coa 
3) 3/3m 7) 120m? 11) 24/29 em 

4) 52m? 8) 30, * 3) em? 

3 . 30 cm” e duas de suas arestas medem 2 cm e 3 cm: 

    

Calcule o volume do cubo cuja aresta mede 4 m. 

2, Calcule a área total do cubo cujo volume mede 8 mº. 

Si Calcule o volume do paralelepípedo retângulo de arestas medindo 2m, 3m e Gm. 

4. Qual é a medida da altura de um prisma triangular regular de volume igual 

a 53 cm” e de aresta de base igual a 2 em? 

5. Calcule a área lateral de um prisma quadrangular regular de volume igual a 180 mº 

e de área de base igual a 36 m?: 

6. A soma das medidas das arestas de um cubo mede 36 m. Calcule o volume desse 

cubo. é 

7. Calcule o volume de um prisma hexagonal regutar de aresta de base medindo 2 m 

e de altura medindo 3 m. 

8. As medidas das arestas de um paralelepípedo retângulo são proporcionais aos nú- 

merós 2, 3, 4. Calcule seu volume, se.a área total mede 208 m”, 

9, Calcule a medida da aresta do cubo cujo volume tem por medida o mesmo número 

que expressa a medida da área total. 4 

10. Em um paralelepípedo retângulo, a diagonal mede 2./83 cm. Se as suas arestas 

são proporcionais aos números 3, 5'e 7, calcule seu volume, 

Respostas 

1) 64 mº 5) 420º 9) 6 
2) 24m? 6) 27mº 10) 840 cm? 
3) 36mº 7) 18/32 mº 
4) 5em 8) 192 mº
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  tuída por uma pirâmide quadrangular regular e um prisma 
Calcule o volume de uma barraca de “camping” consti- fá 

Pos 

quadrangular regular. A, altura do prisma é de imea da ! 

      
pirâmide é de 1,5m. A base da barraca tem por área É 

2 À 3: 3 4 / 
9mí. . 5 AN 

Numa pirâmide quadrangular regular, a altura mede 4 cm e a aresta de base 6 cm. 

Calcule a medida da aresta lateral. VIE cm 

Seja uma pirâmide quadrangular regular cujo perímetro da base vale 24 m. Se a área 

total mede 96 m”, calcule a medida do apótema da pirâmide. So 

O perímetro da base de uma pirâmide triangular regular mede 12 cm. Calcule sua 
A 

área lateral, se o apótema da pirâmide mede Es da aresta de base. 36 € aaa] 

Calcule a altura de uma pirâmide regular cuja medida do apótema da base é 3 cmea 
medida do apótema da pirâmide é5 cm. 4cam 

Numa pirâmide quadrangular regular, a altura mede 12 cme o apóterna da pirâmide 

mede 13 em. Calcule a sua área total. 360 Cam 

Sendo o perímetro da base de uma pirâmide pentagonal regular igual a 30 me o 
apótema da pirâmide igual a 4 m, calcule sua área lateral. GO am > 

Calcule o volume de uma pirâmide cuja base tem por área 20 m? e a altura é igual 
a6m. L40OMm3 

Calcule o volume de uma pirâmide triangular regular cuja aresta da base mede 3 m 
e a altura da pirâmide mede 4/3 m. des 

Qual é a medida da altura de uma pirâmide hexagonal regular de aresta de base 
igual a 2 cm e de volume igual a 103 cm?? Femme 

Calcule a área total de uma pirâmide quadrangular regular de base igual a 35 m? e 
de volume igual a 48 m?. FOnn> 

Tendo a aresta lateral de uma pirâmide regular a medida de 15 cm é a aresta da base 
a medida de 18 cm, quanto mede o apótema da pirâmide? 4 2 Comes 

O apótema de uma pirâmide triangular regular e a aresta da base medem 6 m. Cal- 
cule sua área total. 93 T6)m 

Em uma pirâmide quadrangular regular, o apótema é 5 cm e a aresta da base é 6 cm. 
Qual a área totalda pirâmide? &GCm 
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SE O RAIO DA BASE 
MEDE 3145m E A 
ALTURA WU4em, SEU 
VOLUME E: 

Ol! GOSTOU JOIA! VAMOS 
DA CERVEJA CALCULAR O 
CILINDRICA? CONTELDO DE 

UMA LATINHA . 
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PIRÂMIDE 

WDefinição : As pirâmides são poliedros cuja base é uma região poligonal c as faces 

laterais são regiões triangulares. 
k 

2)Elementos: 

a)Vértice(V) É o vértice da pirâmide. 

b)O poligono ABCDE é chamado BASE da pirâmide. base 

c)Os lados do polígono da base são as ARESTAS da base. 

dJOs triângulos VAB,VBC,VCD,VDE,VEA são as FACES L 

eJOs segmentos VA,VB,VC,VD,VE cão ARESTAS LATERAIS. 

PAltura (h) Ea distância de vértice V ao planox,onde está situada a base. 

   

  

aresta Internal — 

face lateral = 

3)Classificação das pirâmides. 

NOTA : Da mesma forma que os prismas , as pirâmides também podem ser classifi- 

cadas em triângulares , quadrangulares , pentagonais, etc. , de acordo com a BASE. 

| 

pirâmide 
. . 

E 
quadtrangutar 

pirâmide | 

t pirâmico 
pentagona 

; triangular 

Co ” 
/ ando Ra 

-) 

PIRÂMIDE REGULAR 
Uma pirâmide é REGULAR quando a base é um poligono regular e a altura é igual 

à distância do vértice ao centro da base. 

Numa pirâmide regular regular , temos : 

— As arestas laterais são congruentes:(iguais) 

— As faces laterais são triângulos isósceles congruentes entre si.( 2 lados iguais ) 

Ex; Pirâmide pentagonal regular. 

VR=h (altura ) 

VM ( apótema da pirâmide ) . 

RM ( apótema da base ) 

Note que o apótema ( VM ) da pirâmide é a altura 

do triângulo isósceles AVB. 

  

  

  

  
  

D 
A 

Recordando da Geometria Plana: ht | - 

Poligono regular | Apotema 

Quadrado 2 

Triang. Equilátero INB! 6 

Hexágono 4N312     
  

  
4jÁrea e Volume de uma Pirâmide. 

Area Lateral (Al) é a soma das áreas das suas faces laterais. 

Área Total (At). é a soma da área lateral (AI) com a área da base (Ab) 

Volume é dado nela exnressão V=Aboh onde * Ah—área da hase 

= » Nr Mara 

vbrti 

à cm. Calcule o apótema da base e o apótema da pirâmide. À pl; 50" À 

| aresta da base. Aly 

  
| pirâmide é o triplo da aresta da base, seu 

ALUNO 
Tuma 

masa = 
2º ANO 

“xercicios sobre PIR 5. 

à 1)Uma pirâmide hexagonal regular tem à área da base igual a 12 m e altura 10 m. 

Calcule o seu volume. rev 

2)Caleule o volume de uma pirâmide tnangular regular que 

igual a 6 cm c altura igual a 8 cm. Eme 

3)Numa pirâmide quadrangular regular , as arestas da base medem 10 cm e a 12 
E é 

4)Uma aresta da base de uma pirâmide quadrangular regular mede 8 em. Calcule a 

área da base, a área lateral e o volume dessa pirâmide sabendo-se que ela tem uma 

altura iguala 3 cm. Aly besvts; At Boot; V=G4enmã 

5JO apótema da base e o apótema de uma pirâmide quadrangular regular medem, 

respectivamente, S cme 13 cm. Calcule a altura e o volume dessa pirâmide. YILco 

6)É dada uma pirâmide regular hexagonal de 6 cm de altura e cuja aresta da base 

mede LUZ cm. Calcular : a) o apótema da base — (gre d)a área da base TS 

, b) o apótema da pirâmide 6VZ e)a área lateral T2VE — 

c)a aresta lateral zac fJaárea total als VS NE) 
7)0 apótema de uma pirâmide tem 15 cm e a aresta lateral mede 25 cm. Calcule 

tem uma aresta da base 

    

   
8)Considere a pirâmide quadrangular indicada na figura ao lado. Calcule : 

a) a medida do apótema da base Bem 

b) a medida do apótema da pirâmide Z2NIBaAMAA 

c) a medida da aresta lateral 2NTE Gan É 

d) a área total da pirâmide. pais Eai 

9)Considere a pirâmide hexagonal regular indicada na figura ao lado. 

Calcule: W3-Gen 

a)o apótemiáda base  b)o apótema da pirâmide Bem 

c) a aresta lateralyO» Gnd) a área da pirâmide Lg (2,45% (7 erem 

10)Considere uma pirâmide regular de base quadrada. Sabendo que o lado da base 5 

mede 12 cm e a altura da pirâmide mede 8 cm , calcule : 

a) a área da baselyM b) a área lateral 24ec) a área total ae 

LIA aresta da base de uma pirâmide triangular regular mede 6 cm e a altura mede 

|5 cm. Calcular o volume da pirâmide. - 4 5 J3 ne 

I2)A base de uma pirâmide de altura 10 cm é um quadrado.Se a aresta da base mede 

3 cm. Calcular o volume da pirâmide. 30 cr 

1334 alturo de uma pirâmide regular mede 12 cm e a altura de uma face lateral 

é 5/4 da altura da pirâmide , então o apótema dessa pirâmide é em em iguala As 

I4XULBRAJA base de uma pir6amide é um quadrado de aresta 3 cm. Se a altura da 

volume, emcm.é 2% co 

(5)Uma pirâmide regular de base hexagonal tem 6 cm de aresta da base e 10 cm de 

aresta lateral. Calcule: a) a área da base 'b) a área lateral c) a altura da pirâmide. 

16)Calcule a área total, a altura co volume de uma pirâmide regular de base 

vadrada, cuja aresta da base mede 6 em e cuja, , lateral mede V 34 mr 2 

NY sea? Ar = 6, hm 48 wa 

Aresta. M 

VU
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Secção de uma esfera 

    

à intersecção de uma esfera e um plano é um circulo. 

    
centro da eslera    

    
   

  

raio do esfera 

raio do circulo    
ds     distância do círculo do centro da esfera 

   

  

centro do circulo 

A relação entre R, re d é dada pelo leorema de Pitágoras.    

  

Rê= Pá” 
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EXERCÍCIOS 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

: EC crie re cm center en - EC 

Calcule o volume e a superfície de uma esfera cujo ; EIFÉUIO im máximo tem 
área igual a 100x dm. 

    Samu ER rÊS WOr= mr = =]00 =» r=I0dm 

  

  

     
   

  

Oraio ido circulo máximo c igual ão raio da esfera (r=R). 

Vedras Ve Logos Vet am 
> 3 ca

lã
o 

S=gmRÊSD S=4 1-0 05 S=40Dr dm” 
. 

« 
EA »78 

Caleule o volume de uma esfera de raio? em. 

Detegmine o volume c a área de uma superfício esférica cujo raio da esfera 
em — 

medem. N=5EN Pp= 36 

A área de uma superficie esférica mede 314 ci”. Quanto mede 0 volume E 
dessa esfera? NJ = = Soo 

Calcule a área de uma E plana feita a 8 cm do centro de uma esfera de 
raio 1em. k = 36 w . 

Calcule a área do círculo máximo de uma esfera de raio iguala 7 em. de. om 

UNS 
em do 

centro de uma esfera É iguala 4 em, determine o diâmetro da esfera. D= 

Sabendo-se que o raio de um círculo de uma secção plana feita a 2 

A área de uma secção plana feita a 12 em do centro de uma esfera é igual a 
25x cm”. Calcule o rato da esfera. 2 lan   

   
  



  

  

So 

SUPERFÍCIE ESFÉRICA: É uma superficie gerada pela rotação completa de 

uma semi-circunferência em torno de seu diame- 

“tro. 

ESFERA: É um Gólido limitado por uma superficie esferica. 

ELEMENTO: 

| ae= are 
| R -—- raia 

VOLUME 

  

. 

  

EXERCÍCIOS: “a 

flcalcular a area e o volume de uma esfera de raio igual a? 

7 = 2 E 

(a) 2m A= et. 
V=— E q 

(b) 3m 44-36 TM, Re er 

(e) 6m 4- erm vor 
£) À área de umá esfera e 647. Qual o valor do seu raio? by 

Mm 3) A area de uma esfera 
tumer Tim 

4) o volume de umk esfera é 361. Qua sua ared? 3617 

mn” Qual o valor do seu ralo e do seu vo 

S)Qual a Superfície de uma esfera cujo raio e zm ? IGT 

b)a area do círculo máximo de uma estera & “47. Qual seu volume? . 72" = 3£ 7 

“4 

 



  

    

CR a 

CONE CIRCULAR RETO OU DE REVOLUÇÃO 

É um cone cuja base é um círculo ec o pé da altura estã no cen 
tro da base. 

ELEMENTOS : Cone equilátero: 

g - geratriz 

h - altura 

  

R —- raio 

  

A base é circular. Portantoda, =rr. 
  

      

U 

E 
Q 
q 
l 
q 
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- . Ro! 

* O perimetro da base de um cone & igual a 27R e 

5 
õ 

Nesse caso, a área da superfície lateral é igual à área de um setor circular: º 
3 

. , q 
A, = área de um setor circular v o 

g g & 
comprimento do arco X raio TF 

2 ta 
- 2 

 2RIE Na 

LO 2 e 

2nr º 5 

fem 
U 

- s E 
Area da sup enpícee Co tap 5 y 

, . o “ < 
A superfície total compreende a base e a superfície lateral. Assim: S - 

teu 
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fer pro) — CONES 

4) Calcular a àrea lateral de um conc de revolução 
mede 6 cm e o raio da base, 4 cm. 24T com” 

onde av geratriz 

25) Qual o volume de um cone onde 0 raio c 3 eme a altura 

3 Calcular as areas lateral e total de um cone circular reto cuja 
altura é 5 cme o raio da base, 6 cm. AL. EVA Tem? Ato 6T( p+UG!) 

4] Qual a area da secção meridiana de um cone de revolução cuja al- 
tura € 12 meo raio da base, 5 m?, GO mv 

5) A altura de um cone de revolução É e m; a àârca de sua base, 36um* 
Qual sua superficie total? 96x m? 

    
6) Sabendo que num cone eqjuilátero o raio da base mede 3 cm, determine: mm, 

z a 

a) áreatotal 4 wm D)altura Jum c) volume Briga 

3) Para um cone reto que, tem geratriz g com 5 cm e raio r da base com 3 cm, calcular: 
a) área lateral 15 À tia ao) altura Uuwm 
b) área da base qr; q €) volume 19, Ten) 
c) área total 2,4 Tica 

tm 
pao Pal ; 

2) A geratriz de um cone circular reto mede 5 2 cm. Se a altura do cone éfém, calcule a medida 
do raio dabase. 4 Cm 

9) Seja um cone circular de raio 18 cm e de altura 24 cm. Calcule a medida da geratriz, a área 
lateraleagreatoiadocons, G=300m Af- ROUT cn? ab 3 SLcours 

19) Um cone circular reto tem 1 m de raio e 3 m de altura. Calcule a área lateral e a área total do 
aião 2 

cone. (Use VD =31) Al= 3 ATtcwt At=hltTos 

o) Calcule a área lateral e a área total de um cone egúilátero de raio 4 cm. (Um cone se diz equilátero 
quandog=2) AL=392 Tera Bt=s URM cont 

12) Agrea lateral de um cone circular reto é lim m?e a área total é 247 m?. Calcule a medida do raio 
do cone. MT=30. 

13) Um cone circular reto tem 12 cm de altura e 13 cm de geratriz. Calcule o volume desse cone. 3 
Cm 
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— ÊsSFERA — 

M)
 

2 sa 2a 
> 1) Calcule a área de uma superfície esférica de raior=3em. 36 Eos 

2) Sabendo que a área de uma superfície esférica é Br cm?, calcule o raio da esfera. VZ com 

uj
a 

ár
ea
 

2 
Co
ns
id
er
e 2 3) Calcule a área de uma superfície esférica de diâmetro 48 cm. 2304 Com 

h) Ache a área de uma supi SE a ESTÉTICO, sabendo que a medida de uma circunferência máxima 
édeórdm. 36% 

5) Quantos cm? de plástico são usados para fazer um balão de E que tem 12 co de diâmeiro? 
Stilo com 

Uma bola de borracha tem 40 cm de diâmetro. Quantos cm? de Borracha são gastos para se 
fazeresabolo? Soy com 

z) A figura ao lacio nos mostra uma esfera inscrita 
num cubo de aresta 4 cm (note que o plano 

de cada face do cubo é tangente à esfera) 
Calcule a área da superfície esférico. 16 Cams 
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j q 
9) O volume de uma esfera é 108 cm. Consi- mt 

dere n =3 e determine a área da superfície E 

esférica. “ TORGA” e “2” 

5 em HST 
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