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Oz elerenics fundawentels du Ceomsiria gHo: o ponto, a reta e o pland

Lesignaronee o8 rontos com fetray maitlsoulas do nosso alfabeto: A, B,
Ge O n:n§ g8 reitas con Jietees piniscules: a. by €y ..o 03 planos com 1e
trad mallscules gveges: oL, 8, L,

’ ¢

2 . TAOFOSTCUNS  Gala dTHE Cal

SER0 progusliedes peometrdoss o8 postulsdon ou sxicmas e 08 fteoremus.
2 DIV TN 4 '
. LARETULARCE e MXLUHMDU sEo proveosgigoes iriclalis acelias sem demensirg

Faostuledos dz vetn:

2) A vets ten infinitos pONTos .
T hi Por um ponts passan inTinitas revas- .
.ooe) Duis ponaoa Aistintos determinauw wme Gnlce rete.
2 3 . ‘ -
: E&TE;Q#QO SO proposigies gue devan sar demonstradas para ser rem acei

+asg

Tode teoreme & uwms sfivmecds da que, 8¢ vma afirmagfo & verdadeira /

{hiobsese), gﬁiﬁg wng outre alfiviceho Tonbén & verdadeirs {teso ou con -
cluzio) .
7 Wiemplof
' “He dods Bngules sHo opestos pelo vérticse, entlic eles cHo congruen -
tas”
Un fgoversg nho necessitam cstar sempirs na forma "Se.c. 8ntE¥o..." mas
podanos coloch-dow, pols dests forma Tics msis clarc ldentificar o que 4

dadn 2 ¢ que deve 88y provado.

BXempios
B intersacgio de dois plamos & uma retsf,
Fa forme "8€... anble ..." Licas

*"3e dois plancs Se intevcspiam, enti¥o sue intersecglo 8 uma rota%.
4

Hipitoses planas se intergepham

a
[s]

Pase rasgcglio & umd rets.

TL?U" OF _PROVAS

i) Provse direte.

=

Supomos 2 hipéivese verdedeirs ¢ por dedugdes ou inferimcias 1léglcas o
pax‘iﬁ és aximmaa- mlagbes ou prepriocicdas conhscides chogamos R tese.
# wn exemple demszs dencustracly a que userancs ne naloria dos teore -
mas Gemonstredos no decorwver desse tranvalho.

¥rowa xa&;retm

0 e e

Partimos supoads qus o hipdte&@ é vaﬁadai?ﬂ 8@ a tese & faelsa e atra-
vés de deduoles ou inferfnciss lbgieas a partir de axiomas g relacBes ou
proprisdades corheoides chagenes a uma contredigHoe ou ghsurdd.

2) on reductc 20 absurdo.

 Pxemplos
Deis Gnguios quelisgquer 4
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Hipbteses: O trifingulo 6 encalens

[4

"Tee 5 : Dois de seus Bngulos no podem ser congruentes.

Primeiro, negamos & tess, suponde que exista pelc menocs dois Bngulos
degse triBngulo gue sHo congruentes. Mas, wr trifngulo que possul dois én
gulss congruentes, & isdsceles. Aszim chegamos a um absurdo. EntHo, os ﬂn
gulos do triBngulo nBo podem ser congruentes.

(848 oﬂu

3} Prova por contraposicHe.

iz prove por coniraposicHo., cm vez de partirmos da.h;pétese e chegar—

moe & +tese, partimos da negacBo da tese o dsvemos chegaﬁﬂng nagagle da hi

Fr el a7
phteras

4) Provs da Existéncia.

Dada ume proposiciEn guentificada com ¢ gquantificedor existencisl, pa-
re provar que 8 verdadelra Baste apresenter o elemento.

Exenplos

7
(Fx2€ M) [a€ER 4 BER == ex + &= 0]

e o e::‘b
Seda =x = -

5) Prova pBr corniras - exemplos

Baes método & vAlido parg provar a Ffalslidade de proposicBes quantifi-
cadas do tipeo universal..
Fxemplof)
(¥ xz€R) [#+15- G+ (2-0)]

Seja X = a

0 importente & salienter o fato de que a prova por contra—exemplo & /
um procedimento valido epesar de qus 0s teoremas nEo pH0 provades pelas a-
nflise de casos especiais.

£) Prova por inducBo finite.

Axioms da inducHo finita (Peano) 3

‘ L
Seja & wume parte qualquer do conjunto R dos nimercs naturais nfo
nulos tal ques .

a)l 1ENS ;
b) pers todo nimero maturel n21;, s8 »n & S , entlio n+1&ES,

| *
lestas ccnﬁigﬁes temos S =N .

pxemplc: 7
Se ¥ ( ALy A25 coo 5 4n ) 6 vm 3ngulo poliédrico convexo, entfio, a /
medids do gmgulo ds face maior & menor que a scm& das medides dos 8ngulos
deag outras Imces.

Hipdtese: V { Ajy 20p coop Ap ) & um Bngulo po =
1iédrico convexo
}al’?‘ﬁ\g & a face maior

Tege: m(nq-:{}u’-?)g ﬂlL-;VTAB) -+ coo ¥ m‘(ﬂng.v.ﬁu‘ -+
*" ms‘ A ﬁz 1)'
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Demonstracio por indugio:s
a) O teoremz & verdadeiro para ns 3, isto &, para os Griedos
) Suponhames vexdasdeiro para n=lk faces e provemos pars o
Considerendo=s6 o plano A VB., W A.p ceog A_ ) fiss dividi-
n=1""1 aik, n ]
do no 8ngulo peliédrico \’qu Bpy voa & o )} e o triedro VKAn=ingl)a
Por hipdiese, o teorema glﬁeruadeiro pare n=t faces,; logo vem:

=t < 3y ' ol - ) P
13 ";l:'.( .v""..lv.lag ) £ mkﬁg"ﬁ@.?) )fl 0G0 -ﬁ" Dl{. Al-ﬂ*—"—"':‘;w‘:ﬂ'nml) b o g Anal".&l )

¥o triedro V(Ar . ﬁmaj) vale pelo teoremz que diz “"no triedro,

a medidas do &ngulo da face meior & menor qhe a somz das medidas dos /
8nguios dag outras faces'.

=1
Substituindo-se 2) em 1), Geremos:

4 -ty .A.A
m’(&lh.&,) < wlb,Vhy) +oee 4 m{A VA o

. que prova o teorema.

-, P e T . T
2) rf.A i A = ] FA (A VA..
) f;.ﬁ.. it .lil) < Hl(i-;jllﬂ_ 1’1.‘} 4 m{ 5 aﬁl)

=
Y4 mla lm % (An\m

n’ % ﬂ)
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Exencicios: grupo 1
Earreva o3 enunciados que seguem na forma "secc.. ontlo ..." e separe
8 hipdtese e a tese.

Exemplos
"Dois Bngulos opostos pelo vértlce sHo congruentes®.

Wa forma @@ 200 entBoo.o' teremosd:

?e deis angulos sHo opostos pelo vértice, eniHo eles s8o con =
g:mentes" > 8 o

8

Hip.: 40B e @n  s=o Bngulos opostos pelo vértice.
Tases A0B e 0D #8o congruentes.

l- Dois trifngulos que possuem um &ngulo congruente situado entre i
dois lados respectivemente ccongruentes sBo congrusntes,

2— Dois tri@ngulos que possuenm un ledo congruente adjacente a dois &n
gulos respectivamente congrusntes, S8o congruenteao

3= Dois triBngulos que pofsusm 09 trés lados respectivamente congruen
tes, sdo congruentes.

4= Dois &ngulos gdjacentes cnjos lados exterioves esttio em linha reta
s8o supliementares. '

5= Um 8ngulo externo de tm trifingulo & sempre maior que gualquer Bngu
lo interno ngo edjecente.
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Snswiauosy o By pams folha de papel {qus é g

T

2he, 08 o e desliogue o 15pis a0 mcaso Sen
: apel aje e g5 tn u,ObdeGQ w008 obhvém a represenia -
o8 s vwa Flgnra peaméirice,. & qual denos 0 nome de CUrvB.
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Gurvas pechaldas zimples

dasliocs ¢ Lapis 0 sontiasiidade %ohre o pavel, e
Conn s onda o nnleiau, o#He passaando de voita ,Joh;r._c

{

g Gpow ehhes sre fLzure como wm que astHoe abaix
; L pbeida nestnt condicoles clioma~se curve fechada.
1

r.r‘nx_—‘—n< R e 1 0-“‘?

i

&i/#

A% enrvas fechedes que ndo apresenten cruzaraeto, isto &, aque -
jas em que o Lépis, 80 se desiocar con contiruidade sobre o papel (nia
pascR por vm pumto mais de uma vez, chamam=9e curvas fechadas simples.

P

e
T~

tnsericr e exterior de uvma curva fechkads simples.

By T e Y A it SEL ELE PPy

Zada cercva fechads simples de+orm1aa 20 pleno trés comjuntoas de
pontos: o eonjunto dos pontos internos b curva, a curva € o conjunto
ie portos egiernos B curva. O primeirc conjumto & chanado gimplesmern
ve Yo dnterior’ da curve & o Gltimo, Yo exterlor” da curva. A curve
4 nBo estd corntide nem no imkerior, nem no exhterior.
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Gonsidere um ponto M

do interior de uma curva fechade simples /
Go ® um ponto N

do exferior de C. Una i e N por mélo de uma curvaz /

wamos verificar gue qualquer gue seja a curva ualndo M a N, esta cur
um ponto.

va corbta ¢ em punlo menos

Nem mempre & figurs de uma curva fechada simples nos permite dis
tinguir rapidemente o seu interior e o seu exterior. Por exemplo, ob '

servandd a curva fecheda simples da figure que segueg
¢il dizer qusis sHo os pontos externcs e guals sHo os
O ponto A seréd interno ¥ e 0o ponto B ?

Existe um método simples e répido, pars saber se
ferno ou se & externo a uma CUIrvE.

ﬂfp

4%

*2

-t

0 Heguintes:

torne=se diff= .
pountos8 internos,

vm ponto & in=

i

| iade um ponto quaiguer do pla
f no que ngc pertenca & curva
trage=-se vm segmento de veta

i
'H gue una esze ponto a um ponto
I quelquer da margem da folha /
& 5 ! , de pepel.
: 17} Se o nimero de pontos de

encontro do segmento de retse
com a curva for fmpar, o pon-
1o & internoe

22} Se o ntmero de pontos de
encontro do segmento de reta

externo.

c0m @ curve for par, o ponto & ;
5 ocorta a ehrva em 7 pontos, loge & & ponto interno.
TC corte a curve em 6 pontos, logc B & ponto externo.

4 - RETA, SEMI-RETA, SZGMENTO DX RETA
A rete, eomo J& vimos, & slemento fundamantal da Geometrims rho
uem,&eflnlvﬁoo :

-

A= retlas gue estEHo conilidas no mesmo pland sto ditas coplanares.

Semi=rets: Consideremos a reta "r'' e wm pnnto A €T, 0 pdnt’a

A divide 2 reta "r" em duss partes; cada uma delas chamg—8e semi-refa

O ponfo 4 & a origem desses Semi-retas,

2 - iﬁ '
4 ; o

temoss A8 semi-reta de origem
seni-reta de origem no ponto /

Marcendc o2 pontos A & B ne reig,
no pomnto A, passando pelo ponito Bj ﬁg
B; peasanéo por A

7
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Segmentico de rena: Seja a reta ' @ dois pontos distintos A & B
pertencentes & Leta,
A 8

={rrre ey — ool

> LY
h ) F 4

Chema=se segmnen co& de vet taou 8 mg_peamezﬂ te segmento, 50 econjunto/
desportos comuns &s semi-retas AB BA Os poantos A e B sHo oS ex
tremoe d0 segmenic AB @ a veta "r' & m re

. M

y
ta suporte do segmento AB o
Os segmentos podem sers

Y

e a
a) Colineares-' onapdo esto contidos na mesma reta suporte.

g W B < Lo
& fomrmr s tvereemrd) I rET T s e ———

AE a 0B sHo segmentos colineares.
1
1) Consecutivoe—' quardo o extremo de um & 2 origem do outro, n#o

possuindo outros ponbos em comWUM.
&

—dﬂ

g =%
AC o 0D s%0 gegmentos consecutivos
' i
@) Adjacentess guendo deis segmentos forem simultaneamente conse
cutivos e coliueares.
A O =
AB e BC 580 gegmentos adjacentes.
f’
d4) Congruenies— Dols segmentos sHo congruentes guando superpostos
coinelidem ponto & ponto. (possuem a mesma medida).
s | é .00 .08
. Ponto Médio de um seg:nénto@ & o ponto que divide o segmento dado
em dois outros congruentes. ' :

M v
' -_.-.'? 3 ?_*_.. M & ponto médio de B ¢ pois M = NB o4 FE

e
Medigtiriz 5'Med1atriz de um segmento & a perpendicular ao ponto
médio de segmenta.

Pogicles ralativas de dums reuas:

e

8) Paraielaa@ a80 retas coplanares que Segueln 8 mesma diregﬁoo
A8 retes coincidentes s8o um caso espéclial de retas paralelas,

: u 5 " t

b) Coneorranﬁea@ dugs retas coplenarss sHo ditas concorrentes ,’
quendo t8m apenss um ponto comm entre §elas,
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£

i GJ Reversas@ s8c retas ndo coplanares e gue nfo tém poato em co
Ao

4

Semi=plancf) Seja o plano ¢, e & reta r pertencente a °oC . 4
refa r separs o em duas partes ©Cy o ety Sl pontos comumS.

A reunifio *<y ol °¢2 oom a-veta v, chams=-se semi-planc. 4 re
ta » & a origem de cada semi=plano. /‘ ﬁ, —f/
‘ ; “-w-
Exercicios: grupo 21 =

1= Represente um ponto e chame=0 de “b“o

2= Respondea: Quantes retas vood pode bracar passando PO LTSRN
F Y\.q “'l 1
3= Margque o8 poenios M e ¥ . Q uvanias retas vocd pode tracar hassando
por M & N a0 mesmo hempo T ,

4= Wa figurg abaixc tewmos:

qi A a) O ponto de intersecglo das retes
'/ I}EJ‘J; ceaoDo0Qe
/\\ ] R Bt
/ﬁ//f . b) A interseccfo das retms ALC e CB
: \ é Sopoaecnweo 5

¢) O ponto B € a interseccHo das retas

Coeeocaoneo

f== P : .,E; i) Escreva simbolicamente as questbes

: ¥
ol Y a, By Oo

5- Mamque oS pontos R, 5, Py @ de modo que sejam colineares.

&= De acorfo coy a figuvre que Segue, escreva o que for pedido:

o M

=i
(£
s

a) Dois segnentos cOLiNeares: occcccsccescscssces
b} Doie segmenios consecutivos nHo colineares: ccsccocsvcone
c) Dois segmentos colineares nEC conSecublVOS: cescssessvsas

4) Tiois segmentos congscutivos & colineareS? ceoccevcsccssss

T= Escreva todos 08 seguentos gue Ficam determinados com o8 pontos P,
s R da figura que seguw 3

i a

poTe

A el TP LTS L =z z e s s e ——
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8= Na figura abesizo faga o que se pede a segulinr:
= A 2

et - mroe e

e

‘b

£
¥

L

L

a) Assingle a semi-reota E@ com lapie vermelho?
h) Assinale a semi-reta Eﬁ gom lapis ezul
¢) Margue o segmento CB conm 14pis amerelo,
4) Marque o segmento AU com léple laranja.

5 — ANGUIOS

Coneeitol Choma-se Bngule a figura constituida por duas aamiere
tes de mesma oxigem, incluindo a regliio por elas #initade.

R o e R e —

Vértice é o ponto de origem comm &8 duss sami-retas.
Tades do Bngulo 830 88 seml-retes gue o Fformam.
LADC .
v
NotagHod ' TR
Os Bngulos podem Ser anotados como segues
12) com %r8s letras mallsculas, uma coloceda no vértice e uma em wm

ponto qualgquer de cada um dos ledos do &ngulo. Na leitura e es
arite a Yetra do véritice deve ficar entre as outras duas.

JXa):) ou TOA
28) gpenss com a letra do vértice, gquando isto nHo trouxer confusilo.
”
, o . :
ot gngulo
F
32) com wnms lédira mindscula ou um nimero eserito no interinr do &n-

gulo.

Cnngruﬂneia de_gngulos@ Dois &@ngulos sﬁo congruentes quanﬂo a=
través de uma trenslacfo ey ou rotacgBo podem coincidir ponto a pon-=
0o

Dois Bngulos congruentes tém a mesms madida,

Bissetriz é a semi-reta que, com origem no viértice do &ngulo ;
foma, com o8 lados desse fngulo, dois 8ngulos congruentes.

DS I I, SN SHEEE R e Al s e 1) A SR ) - 0% PRSISERIENTE D,
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E e ;‘:."‘t-‘:‘_-.:: — i g,

| . § éﬁ%,z 5 g e
0¢ & bissetriz do Angulo AOB ; emitfic AOC & EOC

(o sinal & eignifica: congruente )

Kedidas

As unidades usadas pars medir fngulos sto: o gram ( ), o gra-
do (gzl, © o vadiano (vd), @ o instrumento usadc para regliszar
estamedida é o transferidor.
| 2mm,

Poztulado da medida de fnguloss
A oada Amgulo corrssponde vm nlmero raal de Oka laﬁqua é a me-

| dida do &ngulo em graus. .
g 0 graw possui dois submdlitiploss o mimuto ( ° ) que vale _1
' 80

, 1 1
9 p L 5 — =
do grau e o segundo { } que vele o= do minute ou Fgms do
£T8Uo
Entre as rds unidades deo medids de &ngulos existe a seguinte re
kac#os

TS ey 200 i iy ey | T
’

C

Quardo queremos nos rveferir B medide do 8ngulo, usaremos sbmente

& letra mintscula colonade no inkerior do @ngulo sem o sinel de Bn-
gdo (). '

Tipos de &nguloss

NUIQ — um Bngulo & dito nulo, quando as dvas semi-retas que o for =

mem 880 coincidentes. 0 &ngulo nulo mede zero graus.

0 | 2,
RASO -~ um &ngulo é raso guando es duss seml-retes que o formam t8m
asentidos opostos. 0 &ngulo raso mede 180@ °

5
) &

ﬁEEO = gads um doslﬁnguloa congrientes delerminedos pels bissetrisz
de um 8ngulo wvaso & chemado 8ngulo rete. O &ngulo reto mede 9000

(.n..-__-__.,_-‘ e HC 8 fngulo reto,
As yetas suportes dos 1ﬁdoq@ do &ngulo reto afo ditas perpendi-

eulares; entfo raiss perpendlculares sHo redas concorrenies que de=
terminam no planc quetre Sngulos retoB.

AGUIO ~ Bngulo agud’ & todo Bogulo cizja medida é malor gue o® a /
| memor que 90@0 ‘

A iarien g 4 —r

e s T T Y T AT R (T T R S AT YT ey




4 € 5

ﬂ’ffﬁf : = VR & Angulo egudo.

: e . iy : 0
OBIUSO = &ogulo obtuso 8 todo Smgulo cujs medida é malor que 90 e

NEl B
menor gue 180 o

A

B N RET & 8Bngulo obtuso.
& : 7 :
COMPLEMENTARES - dols Engulos sHo complementares quaido s soma de su

a3 medidaz no= a4 9060 Cada um dos &ngulos se diz complemento do ou=

EX0 o

SUPLEMENTARES - Sugulos suplemenieres sto dois 8ngulos cuja scma de
suas medidss dé o wvelor de um Bmgulo resc ou sejs, 1800?
Gada wn dos dois fugulos se diz suplemento do oubro.

ADJACENTES = dols 8Bngulos afo adjacentes Quando possuem o mesmo vér-

%ice, um lado aomum e rie passuam pontes inderiores comum.

NSy e_G%D sfio Gngulos adja =
B f sentes.

CONSECUTIVOS — whrios Bngulos adjacentes dois a dois, tendo a vérii-

s comum, 850 chamados CONAACUtivos.

T 7 77 |
ABG a o8 9 DEE 9 FRF afio 8ngulos consecutivos. ‘
QFOSTOS PEIO VERTIGE - dois &ngulos sHo opostos pelo vérticgg'quanm

do os lados de um sfo semi-retas opostas aos lados do outro.

AﬁB @ DHC 8¥o opostos pelo vér
tigeo

b e 0 sto opostos pelo vér
tlce.




