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APLICACOES

3.1. AplicagBes de um conjunto E num conjunto F
3.11. Consideremos o conjunto E dos circulos do plano e o conjumnts

F = R dos némeros reais. A todo cfrculo ¢, ¢ £ B, corresponde um v
nico némero real r, o raio do circulo, r & R.
cada cfrculo de T admite por imagem em R um Unico numero real.Diz-

-se que esta Qorrespondéncia & uma aplicac8o de E em R.

3.12. A todo nidmero inteiro x do conjunto Z dos inteiros, fagamos
corresponder seu quadrado y, Y& 2.

° o 0 "‘4‘ —3 _2 "‘l O l 2

L1 | | l

T waw A 9 1 0 1 4
cada inteiro x de Z possue uma =
nica imagem y,y = X2, em Z. Esta
correspondéncia é uma aplicacg@o de

7 em 7Z. Pode ser considerada como
uma relagéo partlcular em Z. Os

pares ordenados (X; X ) de & %@
formam um subconjunto que é o gré
fico da relagéo.

3.13. Num plano, desenhemos um cir
3.1 - fig. I culo. A t6da corda AB, fagamoscor
responder seu ponto médio M. Seja
E o conjunto das cordas do c{rculo e seja F o conjunto dos pontos
do plano. A todo elemento de E, portanto, a tdda corda ,corres pondce
um Ynico elemento de F, o ponto médio da corda. ¥ uma aplicacg8ode
E em F.
3.14, Sejam um conjunto I e um subconjunto A C M. A todo subconjul
to X de M, facamos corresponder O ¥nico subconjunto X (1 A. Obte -
mos uma aplicacfo do conjunto P(M) em si mesmo. A t8da parte '

X £ P(M) corresponde uma Gnica parte X (Y A de P(M).
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3.15. Definig8o. Dados dois conjuntos E e F, chama-se aplicacfo de
E em F uma correspondéncia f que associa a cada elemento x de T um
Unico elemento y de F.
E é chamado conjunto de partida da aplicacio f.
I é chamado conjunto de chegada da aplicacgdo f.
Para designar a aplicagBo f de E em F, escreve-se

£f: Et——5F

T i 7.

Para indicar que o elemento x ¢ E tem como imagem o elemento y¢g F,

ou

escreve-se
f: Xy

£
X ey ¥

ou ainda vy = (x).

ou

Para caracterizar a aplicagfio f de E em F, pode-se escrever:
Yz, x CE,I* y, Yy F tal que y = f(x),

Tradug8o: Para todo elemento x de E, existe um dnico elemento y e
F tal que y = f(x).

Observagfo: Distinguimos os sf{mbolos Je g%

3y significa: existe pelo menos um y.
4%y significa: existe um vnico y.
Diz-se também que f & uma fun¢fo definida sbbre E, com valores emR

Designamos por f(E) o conjunto das imagens. B um subconjunto de F.

No exemplo 3.11 f(E) = R+ U 0

No exemplo 3.12 f(Z) {O, 1, 4, 9, 16, QQQ}

No exemplo 3.13 f(E) é o conjunto dos pontos internos ao cfrculo
dado.

No exemplo 3.14 f [TP(M)J = P(4).

Il

I

Observag8o: A imagem de um elemento & um elemento; a imagem de um

conjunto é um conjunto.

Xf——3y = f(x)

A ———f ({x} ) = {y; v = £(x)}={£(x)}
Er—m3f(E) =/y; yEF ey = f(X)}

2 }%—-~—~%Q,

H o H H H




EXERCICIOS
1. Consideremos as seguintes aplicacdes de Q em Q:

f: X ey = 3x = 7

g X ——y = 5bx 4 2

S Xt———y = 3(x 4+ 1)

t: X——uy = 3(x~-1) 46

U X ey y = 3X 4 2.
Para cada aplicac8o, qual é a imagem de 0,08 e a imagem de ni_?
Existem elementos que té&m como imagem.gﬁ?
Existem elementos que t&m a mesma imagem por f e por g? por x e t°
por s e u? etec.

2. A correspondéncia

2
K _*
X -4 2
é uma aplicag8o de R* em R* ; mas nfo & uma aplicagfo de Z emR.
Por qué? '
4‘a fz X"’—_‘—""—* %
R
X - 2X

¢ uma aplicacg8o de Q em Q; mas nfo & uma aplicacg8o de R em R. Por
qué?

5. Consideremos as seguintes aplicacgles:

2
@ X403 X

g X b———

hs X p——

dieE
1 B A3 B e

ty X —m—— 1-X.

Determinar o conjunto de partida em Q. Existem elementos x que can
cidem com sua imagem?

3.16. Uma aplicacd8o f de E em F pode ser considerada como uma re-
lacdo particular quando E e F sfo duas partes de um mesmo conjun—
to G. Os pares ordenados que satisfazem esta relagfo sfo os pares
(x3f(x)) que formam um subconjunto S de F xF, Ex F< G x G.

Exemplo:
g={-3,-2,-1,0,1,2, 3)CR F = N.CR

f: Xm—m—>y = | X‘L;f X
2
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Nesta representagdo grdfica da aplicacg8o, de cada elemento X, X ¢ &,

parte uma Unica flecha.
Construamos uma tabela de dupla entrada de E x N. e assinalemos com

uma cruz as casas que correspondem aos pares ordenados (x;f(x)).

X | X | XX

O H| M| Wl I W
™

N

-3 =2 =1 j0 (1] 2|3 L

Visto que todo elemento x possui uma ¥Ynica imagem f(x), cada coluna

da tabela contém uma e sdbmente uma cruz.

3.17. Téda aplicacdo f de um conjunto E num conjunto F determina em
T uma relacgfo de equivaléncia. Dois elementos X, € X, de T s8o equi~

valentes se tém a mesma imagem em F.

Exemplo: (3.16).

E = {u_39 -2, ‘190919293i}
fo

Xy o ¥=lx iz_t_.nzs

F =N
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Os clementos de T estlo rcpartidos em quatro classes de equivalén
cla

€1 = {~ 3, -2, -1, 0} £ (c;) = (o}
¢, = {1} f (c,) = {1}
Gy = 12} £(c3) = {3
04 = 112} f (C4) = ﬁ};\f .

Na tabela de ' x N., aos clementos equivalentes de E correspondem
cruzes situadas sdbre a mesma linha.

No'cxemplo 3.11, a relacgfio de cquivaléncia induzida pela aplica -
¢lo ¢ a igualdade dos circulos.

No exemplo 3.12, doisinteiros opostos X e~xtom a mesma imagem X2.A a~
plicacfo considcrada induz em 7 = rclacdo de equivaléncia

X

| |
oz x| -
No exemplo 3.13, duas cordas distintas t8m o mesmo ponto médio sc

—

clas passam pelo centro do circulo. Todos os didmctros formam uma
Unica classe de equivaléncia. T8da corda que nfo fdr um diémetro!
determina uma classe de equivalénecia que comprecnde um Unico cle-
mento.

No exemplo 3.14, duas partes Xl e X2 de P(M) t8m a mesma imagem sc

X, VA =X, N A.

B uma relagfo de equivaléneia em P(M). (2. ex.: 10.)
Considcremos o caso gerals

A lgualdadc das imagens por f  no conjunto
de chegada P implica a cquivalénecia dos cle-
mentos de partida em E.
X, = X2<&%>f(xl) = f(X2)

(cquivalénecia em E) (igualdade em F)

T6da relaglo dec cquival@neia pode ser obtida a partir de uma igual
dade em um conjunto.

Na linguagem correntc, para definir uma relagfo de equivaléncia, u
tilizam-se os térmos "igual", "mesmo" etc.

lMostremos que as trés propriedades de uma relacfo de equivaléncia
s8o satisfeitas:

a) A rclacg8o 8 reflexiva.

\/ x x = x porque f(x) = f(x).




b) A rclacfo & simétrica.

X = ¥ =$~f(xl) = f(xz)
f(xl) = f(xz) = f(xg) = f(Xl)
f(xz) o f(xl) = X, = Xy
dc onde
Xy = Xy = Xy oz Xy

¢c) A relaglo ¢é transitiva,

X = Xy = f(Xl> = f(ng\i
po=> T(x)=£(x3)=> %y=%3

de onde

o [l

L
™
o
L/——\I/'\
|
J
S
o
!l
o
W

EXERCICIOS

\

~

6. Seja T = {-1,0,1,2,3,4,5} o a aplicaglio de T em Z definida far

3 X p— xt - 8x3 %—14X2~+»8X~15n
Quais s80 as classcs de equivaléneia induzidas por f em E?
7. Seja P o conjunto dos polfgonos convexos planos. A todo poligg
no fagamos correspondcr a soma
a) dos dngulos intcrnos,
b) dos dngulos cxternos.
(Chama—-sc Angulo cxtorno de dois lados consecutivos, o &ngulo for
mado por um ladoeo prolongamento do outro.)
Estudar cstas aplicacScs dec P em R* . Quais s8o as classes dec ¢ -
quivalénecia induzidas por cstas aplicagdces?
8. Scja a aplicac8io f de E = -{X; x € 7, \ Xl §§5}em 7, definida por:

2

f: X f————ry = X4 - X

Achar as classcs de cquivaléncia determinadas por f cm E.
9. Scjam as aplicacOes dec Z em Z

fs Xr—————~»7X2-% 9

2
g: Xt——— (x 4 3)
.2+2 &
h: X p————3X a~, a &7, a dado.

Determinar as classcs de cquivaléneia induzidas cm Z por £, g ¢ h.
Existem elcmentos x de B, tais quc

f(x) = g(x)
g(x) = h(x)
n(x) = £(x)?

i

il



3.2. Sobrejecgdes

3.21. Definigfo. Chama~se sobrejec8o ou aplicag8o sobrejetora, u

ma aplicag8o de um conjunto E em um conjunto F, tal que todo ele
mento y de F seja a imagem de pelo menos um elemento x de E.

f é sobrejetora <& f(E) = F

Exemplos:

3£2°E==C O F = {+l,~l} FE Tl a0
R
x é positivo =%>|x‘ =x=>y= x =41

x é negativo =

X' ==-X= y= x =-=1

f & uma aplicag8Bo sobrejetora do conjunto dos nimeros reais nfo
nulos em F = {4,19 ul}- . A aplicacg8o f induz em I duas classes'
de equivalénecia R+ e R™.

3.23. A todo inteiro x € Z, associa-gse o resto positivo ou nulo!
r(x) da divis8o de x por 5.

+ 15 +16) + 17 + 18 + 19
+ 10 + 11 + 12 %13 + 14
+ 5 + 6 + T + 8 +« 91,
0 TR B LM L E I 4,/"‘4
- 5 - 4 - 3 - 2 - 1]
- 10 == 9 - 8 - 7/, - 6/‘

Obtemos uma sobrejecfo de Z sdbre ¢ = ~{O, 1y 25 3; 4}- .
A relagfo de equivaléncia induzida em 7% por esta aplicacio é a
seguinte

X E_X2<%=$ r(xl) = r(Xg)°

Ora, esta relaclo significa que X, = X, é um miltiplo de 5. Dito
de outro modo, reencontramos, neste exemplo, a relacgfo de congru
éncia (mod 5).
— e i
r(xl) = r(x2)<;~7»xl = X, (mod 5).

As classes de equivaléncia assim obtidas sfHo também chamadas clas
ses de restos (mod 5) ou classes residuais (mod. 5). (2.25.)

3.24, Tagamos "rolar" um circulo de raio & sdbre ums semi-reta D
de origem O.
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A cada instante, um ponto P da semi-reta estd em contato com 0
circulo, em um ponto P’. A aplicacfo

ki [ - J I—, - L
¢ sobrejetora, porque todo P’da circunferdncia & a imagem de um
ponto e até mesmo de uma infinidade de pontos Pl, PQ,,QQ da se -
mi-reta.
Consideremos a relac8o de equivaléneia induzida por f no conjun-
to dos pontos da semi-reta D. Dois pontos Pl e P2 s80 equivalen-
tes se sua disténcia fér igual ao comprimento da circunferéncia
ou a um de seus miltiplos

Pp =P, &Py P, =n" 2Q1 0. n ¢ N.

3.25. Sejam E =] o conjunto dos pontos do plano, D, e D, duasre
tas secantes déste plano.

A cada ponto P £ {J , fagamos corrésponder
sua projecido P sbbre D2 praralelamente aI%,
Ty P;————-———-—-—} PJ

3.2 = fig. 4

f é uma sobrejecfo de E':Cﬁ em F = D2° As classes de equivalén -
cia induzidas por f em«' s8o as pontilhadas D, paralelas a Dlu
Observagfo: T6da aplicagfo de um conjunto E num conjunto F & uma
sobrejec8o de T em f(B).

3.3. INJECOES
3.31. Definic¢8o. Seja uma aplicacfio £ de T em F. Se cada elemen—
to y € £f(E) é a imagem de um dYnico elemento x & L, diz-se que a &
plicagfio £ &€ uma injec¢fo ou uma aplicacfo injetora.

vy f(E) = 3%, x € E tal que f(x) = y.
Numa injeg&o, a igualdade das imagens no conjunto de chagada T im
plica a igualdade dos clementos no conjunto de partida E. A equi
valéneia induzida por uma injec8o ¢é a igualdade

f(Xl) = £(x,) =X, = X,
Sob forma contraposta, o enunciado sc transforma cm

Xy = X, :%>f(xl} =k f(X2)¢
Uma aplicag8o ¢ injetora se elementos difcrentes scmpre tém ima-
gens diferentes (ver 3., fig. 11).
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[(f(xy) = f(x,) = x, = x
f ¢é injctora &= ¢ + ou © 1 =

zyxl = X :é«f(xl) b f(xg)

Exemploss
3.32. E=F =N f¢e Xooovuw—3 y = 2x = 1
A aplicag8o f é injctora, porque

f(xl) -:f(xg)

X - l‘% 2x2 -1
2Xl % 2X2

Xl X2 o

3«33, E =P = R* f@ X ey y = _3x
X +~ 1

A aplicag8o f ¢ injetora, porque

£(xy) = £(x,)

'Y

3x) = 3%,

Xl+1 Xzfl
Ny
3% (%5+1) = 3%, (% +1)

2l

3X1j: 3%y

e

3.34. No plano pontilhado @', consideremos uma pontilhada D e um
ponto 0, O € D. A todo ponto P, P €D, associemos a rcta OP. Te-
mos uma aplicagd8o f de D no
conjunto § das retas  do
plano. Esta aplicacfio & in-
jetora, porquec a dois pon -
tos distintos Pl e P2 cor -
rcspondem retas distintas dl
¢ dy. Ao contrdrio f nfo §
sobrejetora. Em particular,

a paralela a D, que passa !
por O, nfo ¢ a imagem de ne
nhum ponto de D. ' 3.3 - fig. 5
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3.4. BIJECOES

3.41. Definig8o. Diz-sc que uma aplicacfo £ é uma bijeclo ou uma
aplicag¢fio bijctora se cla fOr, ao mesmo tcmpo, injetora ¢ sobre-
joetora., '
Se £ & uma bijeclo de T cm F, cada clemento y de F & a imagem de
um Unico elemento x de B, (3. fig. 11)

f é bijetora & \yy, y €< F, 7%, x<E tal que y=f(x)

= sl

Observacg8o. T6da aplicac8o injectora de E em F é uma bijeg8o de T
em £(E). Isto é uma conseqtidnecia da observacio 3.25.

3.42, Seja E =F =2 fe@ X4eoo sy =Xx =4

X

oo =2 =1 0+1 +24+3 +4 ...
y0|eoo =65 -4 -3-2 -1 0.

o ®

A aplicac8o f & injctora ¢ sobrejetora, porque todo elemento

ve F =2 ¢ a imagem do Unico elemento x =y -4 de E = Z.

>

3.43. Uma simetria de eixo d determina u
ma bijegBio do conjuntoaﬁ"dos pontos do
plano sdbre si mesmo. Também & uma bije-
¢80 do conjunto { das retas do plano s8

P —

-_—m»muJ;Bl bre si mesmo.

3.44. As rotagles e as translagles s&lo
1)

bijegBes dedj sbbre si mesmo e deyj s6 -

bre si mcsmo.

3.45. As homotetias (dilatacgBes ou redu-

¢Ocs proporcionais) também sfo bijegles

N\ — 4 :
" sObre si mos

“i

de qf sbbre si mesmo ¢ de
3.3 - fig.6 mo

3.46. Translagdes

O papel das translagles no prosseguimento déste curso justifica!'

um estudo-mais pormenorizado desta bijegdo de q?‘em si mesmo.

A todo par ordenado (A;A") de pontos do plano, pode-sc associar a

translacBo f(AA); ecsta translacfio transforma A ocm A Bla & com-

pletamente definida pelo par ordenado (A; A7),

I’ cdmodo representd-la por uma flecha de origem A ¢ de extremida

de A’. Para construir a imagem B’de um ponto qualquer B, basta !

tragar por B a paralela a AA’c por Afa paralela a AB. ILstas duas
retas se cortam no ponto B7(3.4 - fig. 7). A construc¢fo & impos
sivel se B cstiver sdbre a reta AA’. Neste caso, basta construir,

de infecio, a imagem C’de um ponto C nfo situado s8bre AA (3.4-..

fig. 8).
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1 1
‘ A B
Utiliza-se aqui a régua pa 0 ¥ "7
tragcado das retas, a rf@uﬂ e 0 /// .
esquadro para o tragado das pz ////
ralelas. g —
A B

0 dngulo reto do esquadro nfo
tem finalidade

nestas construgles que nfo pos

suem cardter métrico. Um esqua 1

dro "afim", sem &ngulo rcto, ' A////;B\\\
servird muito bom, ‘f“*‘““‘“w;}Cl
A aplicagHo ¢ que associa a 1o - _/////'

do par ordenado (A; A’) a trans ////<§<:i\\///////

lag8o m(AA")& uma sobrejeclo do AT C
conjunto—produtoqf'x\ﬁ‘no con -

junto F das translacBes. 3.4 - fig.8

.
.

Gl x4 oo 3 F
€ (Ag A7)y >T(AAT) .

A sobrejegfo ¢ induz em{] x ] uma relacg8o dec equivalénecia. Dois

parcs ordenados (A; A7) ¢ (B; BY) sfo equivalentes se determinam
a mesma translagfo «T(AA7) = {(BBY). Nestc caso, os pontos AA’

BB sfo os vértices de um paralelogramo.
N
T8das as flechas que correspon- //////// \ 7
\
dem & mesma translagfio formam u \SBl ,,#é%'
ma classe de flechas equivalentes, </ ////// ///

no sentido do pardgrafo 2.265

:f///@

3ud - fig. 9

3.47. Se £ & uma bijeclo de E em F bal que
fox 3y
existe uma Unica bijecfio de F em E tal que
¥ b X
Diz~-se que csta aplicag8o é a aplicacBo inversa de f ou bijeglo

: . ) -l
inversa de f3 é indicada por T.

ixcmplos

f: X po s y=x-1
X =1




o 1F

s ~ pv ‘f’ .
é uma bijecHo de fRfflj em 31;} . Com efeito, tem-se

L/

y =X = 1

Xy + y =x =1

x(y = 1) =-y -1
X ==y = 1,
y - 1

Todo elemento y, vy #+ 1, é a imagem do unico elemento

<
|
I_J

o .\ 'f i

fl é a bijec8o inversa de f. Lla aplica {13 {i} em (‘R ) —l} .
1 . \). —

3.5. IMAGEM RECIPROC

3.51. Definicfo. Seja f uma aplicaglo de T em F e seja B um sub-
conjunto de F. Chama-se imagem reciproca de B, o conjunto A de 1o
dos os elementos de I cujas imagens por f pertencem a B.

Indica-~se por A = Ti (B) a imagem reciproca de B. O asterisco cha
ma a atenc8o para o fato de que a passagem de B a ?%(B) ndo é u-
-ma aplicacgdo.
Note-se, em particular, que
e I
f%(ﬂ) =g Tx(F) =E
3.52. Retomemos o exemplo 3.16 (3.1 - fig. 2):
£= {-3,-2,-1, 0,41, 42, +3} F=T.
f: x e = ﬁmf! X lﬁ
2

Procuremos as imagens reciprocas de alguns subconjuntos de N.

s

i o e -

1D e e T F

W ED o

) w s ‘

X / e ! T T— ; i
{ x j ~L{ 0.
~ W r 4
o 2O

X \_‘: ' - e ) ,"Z/u
x T
3.5-fig.10



- — = j_L
¢ = {0} = T1 (C) :i N
D = {O, B\( :/\’:-E-%-‘f‘ (D) :£“37 _29 —lg O, 1 3j
G = [4, 5, 6)=Tx% (¢) = ¢
3.53. Seja a aplicacdo de R em R
i1 X y o= X2
3 \ N .
Consideremos as imagens reciprocas de alguns subconjuntos de F=R.
B = {4‘\ = T (B) = fJ- 2, =2}
¢ = {0 = T+ (0) = {0
==l —
D= {2} =T (D) = {+ 2, -V2 |
=R =% @) =90

B ={2, 3, 4} = Te (1) = {42, V2, + /3, - /3, +2,-2"}.

<)
Se restringirmos f & aplicag@o de R*L}O sbbre si mesmo, T torna—

-se uma bijecHo. Podemos, entdo, definir a bijec8o inversa f
71

R
Indica-se também esta bijeg¢8o inversa por

X =\/y =7

x tal que X2 =Y.

[

Sdmente neste caso, a imagem reoiproca fl (s) de um subconjunto 3
coincide com o conjunto das imagens i (3) de S pela bijegBo in-
versa TT.

3.54. Assinalemos duas inclusles interessantes:

(1) To(£(A)] =4A

(2) £ iTl(B) ’E B.

A relacBo (1) é uma inclus8o entre partes do conjunto de partide
E, enquanto que a relacl8o (2) é uma inclus8o entre partes do con
junto de chegada F. Os exemplos que se segue, relativos & aplica
cBo 3.16. ilustram o caso da inclusfdo no sentido estrito.

a) A= {-2;0}CE

b B
f(A) = {0}= ¢ CN. (ver 3,52)

'—fl_\,‘(f(A)"ﬁ - Tx0) = {0, -1, -2, ‘3_}

¥
de onde
% &f(A)
b) B = {l, 4-)(‘,N° (ver 3.52)
FL(B) =1+ 1}
2Tl B>‘j _
de onde e L

T I’T}%(B)? ¢ B.



S

3.55. Seja f uma bijeg8o de I em F; a imagem reciproca de F 8 T
(caso geral 3.51)

T%x(F) = I.
Nesse caso, a imagem reciproca de todo subconjunto S de F coin-

: . T =1
cide com a imagem de S pela bijec8o inversa T .

Exercicios

10. A todo elemento x £ N., faz-se corresponder o resto y==0 da
divis&o de x por 7. Determinar f(N). Quais s8o0 as classes de e -
quivaléncia induzidas por f em N.?

11. Seja f a aplicacfo de K;Qil} em Q definida por

s x| N X
2 7 L3

I’ uma sobreje¢fo? ¥ uma injegdo? Qualxé_alimagem de 5, 0,8?=357
7 .

Que elemento tem por imagem 2,77 L= 2

¥
12. Seja uma reta D do plano e O um ponto fixo tal que O ¢.D.Con
sidere~se a aplicac8o de D emd| :

f: P P’onde P'é o ponto médio de OP.
O que & £(D)*?
f é uma injegﬁo de D emq%’?
13. Seja C um clirculo e seja D um difmetro déste circulo. A to-
do ponto P#£(C, facamos corresponder o pé‘P'da perpendicular tra-
¢ada de P a D, Quais s8o as classes de equivaléncia determinadas

por esta aplicacfio no conjunto ¢ dos pontos do circulo?

14. Seja O um ponto fixo do plano. A t8da reta d £ (; , fagamos'
corresponder a perpendicular d' tracada de O sdbre d. Lsta apli-
cag8do & uma injecHo de g em gr ? ¥ uma sobrejegfo? Quais s8o as

classes de equivaléncia induzidas por f em Jf ?

15. Dé-se uma translacgfo 7(AA’) pelos 2 pontos A e A! Construir
com a régua e o esquadro o transformado de um tri&ngulo dado MNP.

16. Uma translac8o & determinada por duas retas secantes e suas'
imagens?
17. Téda translacgfo é uma bijecfo de qf'em si mesmo. Descrever a
bijeclo inversa.
18. Representar por flechas:
1. Duas translagles de diregdes diferentes.,
2. Duas translacles de mesma direcfo ¢ sentidos contrdrios.
3. Duas translacgles diferentes de mesma diregfo e mesmo sen
tido. i
19. Descrever a bijecBo inversa de uma simetria axial de ¢!  em
si mesmo.
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20. Existe uma rotacBo de centro O que coincide com a bijec¢lo in
versa?

21, Mostrar que as aplicacles

es X . X
[res—————
f: x - X
2
e X 1
IS
X
he: x -1
frm o =
X

~

s8o bijegdes de I = -{—2, -

ST

! . ;
oL Ly 2( em si mesmo, e,f,gch
s8o bijegles

£ .
' 0 em si mesmo?

g& le
22. Estudar as seguintes aplicacdes de Z em Q:
i
fc A, \IX—l"‘f'\X'i'?v.
> |
gr X, g o 31
2 ' ,
g - 1
Y > IX - 3] +] x|,

23. Consideremos as seguintes aplicagdes de I em Iz

(pen, S (n)
5:n ¢ (n) = soma dos divisorcs de n.

S

ooy

mimero de divisores de n

fl

0 que se pode dizer de n se (f(n) 6 {mpar?
Determinar alguns ndmeros "perfeitos", isto é, nimeros n tails quec
T (n) = 2.

24, Sejam T = &l, €3 Spsenqg 12} ¢ as aplicagOes
f: x > ¥ onde y & o mémero de fatéres primos na decomposi
¢clo de x
X = PTl P%Z,,, Pi@~ 5 ¥ = a4 + s +oae. 2,
g: X z, onde z & o ntmero de fatfres primos diferentes na
decomposic@o de x
a a a
X = 1 ces o B = Ha

Estudar cstas aplicagbes.
25, A cada némero natural n £ N, faz-se corresponder O conjunto de

scus fatdres primos.

. ' 1
Txemplo: 1%! {2, 3{
75 (3, 5}

Estudar esta aplicacfo de N em P(P), onde P designa o conjunto dos
ndmeros primos.,
26, Seja a aplicacfo de Q em si mesmo definida por
s X 4 Db a, b & Q.
f: x a y Q .
Mostrar que £ é bijectora se, c sdmente se, a #0. Im que condigds

L s w3 -1
f coincide com a bijeg¢fo inversa L7




27. Seja a aplicacgfo:

f: x . ax + b
7

i
\
cx 4 d
Em que condic8o f & bijegBo? Precisar os conjuntos de partida ¢

de chegada em Q.

B, B, 854 £ 4

. . T I ——
® possivel que f coincida com a bijeg8o inversa I°

28, Sejam B = {a, b} e F ={d, e, £} .

Quantas aplicacgSes de T em F podemos definir?
Quantas aplicacgBes de T sbbre F podemos definir?
Quantas injecBes de I em I podemos definir?
Quantas bijecBes de E em I podemos definir?

-

0O mesmo problcma para I = {a, b} e P = {d, e
Ezz{a,?u c}()F = {4, e},
29, Quantas bijecBcs de E em si mesmo podemos definir, se E com~-

preende 2 clementos, 3 clementos, ... n clementos?

30. Mostrar quc a aplicacgfo

A
— 3
& uma bijec8o de P(E) cm si mesmo.

A

31. IIm Z, consideremos os subconjuntos
i { ~
A={-3,-2,-1,0,1} eB={(-1 0, 1, 2, 4}
e a aplicacg8o

)
. =

=<r
- L o

il - X' v

Enumcrar os clementos de
£(A), £(B), £(A N B), £(A U B), £(4) U £(B), £(4) N£(B).
32, Explicar por mcio de¢ csqucmas e dc cxcmplos as seguintes recla
¢Bes:
f(A UB) = £(A) U £(B)
f(A N B) f(A) ) £(B),
Quc podemos dizer desta segunda relaglo sc f £6r injetora?
33. Scja E = {— 3, =1, O, 2}um.conjunto ordenado pela relagdo<.

'
S

Mostrar quec a aplicagio
fs 3 X2
X

ndo conscrva a rclagdo de ordem. ’
0 que podecmos dizer da aplicaco
g: X . = X?
34. Scja %, ordcnado pola relaglo — . Mostrar que a aplicagéo
£t = ax + b a, b €2
conserva a relacgio dc ordem se aj>v6, isto ¢ que

X > % =ty f(xl):>.f(x2).
0 quc acontcece sc a-< 07
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35, Seja f uma aplicacBo. Mostrar por meio de cxemplos que
ACB= f(A) c £(B).

36. Seja f uma aplicacfo. Mostrar por meio de exemplos due

f(a) C £(B)
nfo acarrcta nccessdriamcente
A C B.
Func¢Oes caracteoristicas
37, Chama-se funclo caracterfstica de um subconjunto A de E, uma
aplicagﬁo de I cm {:O, l}(iefinida por

I

f: x £ A f(x) 1
X q;A_I . f(x) 0.
Seja NC Z. Verificar que a aplicacg8o f é uma funcéo curaotorist
ca de N,

{1

Te O! ;
X '?_L 07 £ ,._._._....__.). ‘.TL_._...__-
38, Seja f uma funcfo caracteristica do subconjunto A de E. Mos=
trar que
g(x) = 1 - £(x)

& uma funcgho caracteristica de {j A,
B

39, Seja f uma funcfo caracteristica de A C T e scja g uma fungéo
caracteristica de B C L.
Mostrar que
hix) = £f(x) ° g(x)
& uma funcfo caracterfstica de A "\ B.
40, Com as notacBes do cxcrcicio 39, mostrar que
s(x) = f(x) + g(x) - £(x)° g(x)
é ume funcfo caracteristica de A U B,
41. Com as notacgdes do exercicio 39, mostrar que
t(x) = £(x) + g(x) - 2f(x) ° g(x)
& uma funcBo caracteristica da diferenga simétrica A A B. (1. ex.:30)
42, Explicar as scguintes implicagles (ver 3 )3)
f injetora =» 1*( f(A '—
f sobrejetora = T ’f*(B)! e B

Considerar as rcciprocas destas implicagdes.
43, Seja n EN ¢ scja £ a aplicag8o de R om R:

n
g il =,

X

pmmmz
Em quc condicfo f é uma bijecfo? Se f nfo for injetora, o que po-
demos dizer dec f£(R)?
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Todo clemento x de E tem uma UYnica imagem y em T

Injecgo de £ cm F
X F Xy DY F Vo

Aplicacfio de E em F

Sobrejecdo de E om F
Todo elemento de F é imagom

* o cstudo

TLOa -

do conjunto de chegada F que permite distinguir os di-
ferentes tipos de aplicacOes



