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3,1" Apllcagdes de um cOnjunto x num conjunto F

3.11. Consid"eremos o conjunto E dos cf rculos do plano e o coniunto

F =,,R dos nrlmeros reais. A tod.o c{rculo c, c 'i.Tr coffesponde um}.1

nico niimero real r, o ralo do c{rculo, Y€: H"

Cada c{rcu1o de x admite por imagem em iR um tlnlco nrlmero realTir-'-

-s e que est a correspond 6nc ia 6 uma aplicagSo de E em lR 
"

3 . 12 . A todo nrlmero int eiro x
corresponcler Eeu quaclrad-o Yr Y

conjunto .7, clos lnteiros, faqamos

-t-

I
t_

Cada inteiro x cle Z 
,Ttossue 

uula {i*.

nica lmagem YrY -* x', ew 'Y" Esta

correspond6ncia 6 lrma aplicagHo de

Z em Z, Pode ser considerada como

u.ma relag5o Partlcular em 7" 0s

pares ordenados (*i xZ) cle Z x z

formam um subconjunto que 6 o grg

fico da relag5o.

3 " 13, Num PJ-ano , desenhemos um dr.

cu1o. A tdd'a ccrda AB, faqamos col

respond er seu ponto m6dio I/I. Se j a

E o conjunto das cordlas do clrculo e seja tr' o conjunto clos pontos

tto p1ano. A toalo elemento de E, portanto, a t6da corclarmgpodo
rur rlnico elemento de T, o ponto n6dio da corda. I uma aplicagao cte

E en tr'.
3.14. Se j a.rn um conjunto M e um subconjunto A CM' A todo subconjm

to X cte M, fagamos corresponder o dnico subconjunto X n A' Obte -
mos una aplicagdo do conjunto p(u) on si mesmo' A t6da parte I

X (' P(M) gorresponcle una rlnica parte X n A de P(Iil)'

Z"

1 2 3 coo

IIJ
1 4 9 eis

do

0

It.\y

0

x cco -4 -3 -2I II
y e os 16 9 +

3.I fig. I



rinico elemento y de F,
E 6 chamado conjunto de partida da aplicagHo f.
r' 6 ehamado conjunto de chegada da aplicag5o f.
Para designar a aplicagHo f de E em tr,, escrerre-se

3 " 15, DefiniqHo, Iados dois
E em F uma correspond dncia f

ou

Para indicar que o

es creve-s e

ou

ou ainda

2ry

conjuntos E e F, chama-se apllcag6o de

que associa a cada elemento x de E im

f; xffiy

" 
p*I, -.1y
y = f (x)"

Para caracterizar a apJ-icag5o f de E

Yx, i( e E,-I +t Xr

Trad.ugHos Para todo elemento x de
f'ta1 que y = f(x)"
0bservagSo: Distingulnos os s{mbolos lie J*.

ly significa: exi-ste pelo menos um y.
f *f sisnif:-ca: exlste un rlnioo y.

Diz-se tamb6m que f 6 uitra fungao deftnida s6bre E, com valoros emE
DesJ-grramos por f (E) o conjunto das imagens. f un subconJunto de F.
No exemp]-o 3.11 f(X) = n+ U O

No exemplo 3.L2 f(Z) = [0, t2 4e 92 16, ...]
No exemplo 3.r3 f (E) 6 o conjunto dos pontos internos ao clrculo

d.aclo .

*o sn6m!1o 3.L4 f f r(u)J = p(A).

ObservagEo: A inagen tle um elemento 6 um elemento I g ima.gem d.e url
conjunto 6 un conjunto.

f : xl--*----Jy =

f: ["j-,
f; Et-+f(E)
f : ,Ft--->F,

f: El--..+F
€

II1-*-.'F.
elemento x e E tem como lmagem o el emento y6 F I

em F, pode*se escrevers

P tal que y = f(x)"
existe um r.lnico elemento y &

ye
B,

r( xD = [r ("0
r( ")J

J *- ^

t-r ;
CF

r (x)
r {*}
=l'v;v

)
oTr
,J

trJ
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1. Consideremos as seguintes aplicag6es de Q em Q:

f; xr_-__+y = 3x - T

g; xr-ry = !x 12
s: xr-.-.ey = 3(x + 1)
t: xr----+y = 3(x - 1) -F 6

u3 xF_-_-_-ry = 3x + Z.

Para cada aplicageo, qual 6 a inagem d.e 0,08 e a imagem ae-L t
Existem elenentos qiie t6n cono lmagen $e T
Existem elomentos que t€n a mesma inagbn por f e por g? por x e t?
porseu?etc.
2. A oorrespond6noia

_2
+ t-J

x+2
6 una apliaagdo de R+ em R* I rnas ndo 6 uma aplicagSo cte Z enR"

Por qu6?

4. f:x# x

xt- zx

6 una apJ-icageo de Q en Q; nas neo 6 una apJ.ioageo ile R en R. Por
qu6?

5. Consialerenos as seguintes aplioag6es:

^213 x l--+ x
I8: xH-
x
,h: x t___-_4 x-

FT
t: x t-----.+ l--x.

Deternlnar o conju::to tle partitla em Q. Existem eJ.ementos x que coin

cialem com sua imagem?

3.16. Uma aplicagdo f d.e E em p poile ser consiilerada cono uma re-
lagdo particular quanalo n e p seo duas partes aie um mesmo oonJun-
to G. 0s pares ordenaclos que satisfazem esta relagdo sgo os pares
(x;f(x)) que fornan um subconjunto S de E x tr', E x 3 c G x G.

' Exemplo:

E={-3r z, 1,otlsz,3}cR F=N"qR

f:xt-->y=J_lLl.j-J
2
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Nesta representageo grdfica da apJ-lcageo, de

parte uma rlnlca flecha.
Const:ruamos uma tabela de dupla entrada d.e E

urua eru-z as casas que correspondem aos pares

cada elemento x, x eE,

x Nu e asslna].emos com

ordenados (x;f(x) ) "

Visto que todo elemento
da tahela cont6m u.ma e

3"17, f6*a aplicag5o f

x possui uma rlnlca i-magem f (x), cada coluna
sbmente uma ?fl72,
d.e um conjunto E nLlm conjunto F determina eltl

E uma relaq6o de equival6ncia. Dois elementos x1 e x, de 1tr sdo equ:i-
valent es

Exemplo I

Til 'I\T
f t-\o

ma lmagem em F.

-2? -1 ,0,lr2r3]

se tdm a mes

(3"t6; 
"

IE = I -3,!l
U

t6
Io *F_***-+ y = L5+_r

-)xj-

xYil

r

+

3

2 X

I X

o x x x x

'){l-3 a -1 tl 1 aL f
J



0s clcmcntos dc
cia

f\tr-
11

L
f\

J
û4

-5
E est5o rcpartidos em quatro classes de equlvaldn

L0-l

{r}
{z}
i:) .

lr)
tz]
tzj

3, -2t -1, o
I

I
I

f (cr) =

r (cr) =

r (*:) =

f (*+) =

Na tabela de li x N" , ao s clemcntos equivalcnt es dc E correspond enr

cruzcs situadas sdbrc a mcsma ]inha.
No exemplo 3. 11 2 a relag5o de cqulval-dncla ind.uzida pcla aplica
Q5o 6 a igualdade d.os c{rcuIos"
Ido excmplo 3.L2, dois i.nteiros ogstos x e-.xttm a mesma imagem *2. A a-
plicag5o consld crada j-nduz em Z a rclagHo de equivalOncia

*1 = x2 (-+ l"rl = J", I "

No exemplo 3 " 13 r d.uas cordas disti-ntas t6m o mesmo ponto mdAio sc
clas passam pelo ccntro do e{rcuIo. Todos os dl6mctros formam urna,.ilnica classe de equ.ival6ncia. Tdda cord a que nflo f dr um didmetro r

d et errnina ilma class c d e equivalGncia que comprecnd e um rlnl co el c-
ment o .

No excmplo 3"14, duas partes xl e x2 de p(I/I) t6m a mesma imagemse

xr fl A = x-z fl A.

E uma relag5o dc equivardncia em F(u). (2, ex. B 10" )
Considcremos o caso gcral;

A igualdadc das lmagcns por f no conjunto
de chegada F lmpJ-ica a cquivar6ncia d.os el-e-

rncntos de partida em E.
*1 

= 
x,(4 f(xr) = f(x2)

( cquivalBncia em fi ) ( igu.aldade em F )

Tdtia relag5o de equi-va16ncia pode ser obtlda a parti-r de una i gual
dade em um conjunto
Na linguagen corrente, para definir uma relagd,o de equivalGncia, u
tilizan-se os tGrmos t,igug1,' , rrmesmorr etc.
Mostremos que as tr6s propriedades cle uma relagdo de equival6ncla
s6o satisfeitas c

a) A relagdo 6 reflexiva.

x : x porquc f(x) = f(x) .



b)A rclagf,o 6 simdtrica"
v- v + f(x.,)"l :- t-? 

_LL

f(x1) = r(xa) =+

f(x2) = f(x1) ==+

d6

= r(xr)
r(xz) = r(xr)
rr frJL/1 JLA

ZdJ

clc ond.e

c) A relagdo 6

clc onde

v -ir
JLI JLAII

transit iva "

t-,/4

X.r = X1
/a

J

aa ar
LJ

f(rc,) = f(

f(x2) = f (

=+ r(xr)=f(x3)+ x1=;x3

*z) \
L

"=)j

-+ ar 1r.IJ

xxxRclcros
r16. Seja 1 = {-:-,0,1r2r3r4r5} c a aplicaQao cte'lll em Z tlefiniiLa Itr

f: x l-+ *4 - g*3 *l"4x21 8x-15.
Quais s6o as classcs cle equival6ncia iniluzidas por f en E?

7. Scia P o coniunto dos pollgonos convexos planos. A toclo. pol{go
no fagamos corresponclcr a soma

a) ttos dngulo s i-ntcrnos,
b) dos 8ngulo s oxtcrnos.
( chana-se &nguIo cxtcrno d.e clols lados consecutlvos, o 6ngu1o for
mado por um ladoeo prolonga"uento clo outro. )

Xstudar cstas aplicag6os clc P om R{- . Quais sdo as classes de e -
quival6ncla lnduzicias por estas aplicag6cs?
B. Se;aaaplicagdo f clen = {", xLZ, \"lSS}enz ctcflniclalm:

fg xl-----**Y = x4 ICz c

Achar as class cs d e equ.irra1.Gncia dct erminadas por f em E .

9, Seiam as aplicaqdes de Z em 7'

f : x r-? *2 + 9

gs xr--+ (x i_ 3)2
h; x t---)x2+*2, a LZ? a dadoc

Dcterminar as classcs dc equivaldncia induzidas cm Z por f, g c h"
Existem elcmentos x de E, tais quc

f(x) = s(x)
g(x) = h(x)
h(x) = f(x)t

*l

1r
L

xZ

x^
J

I
{\
{
I

\)

n
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3,2. Sobrej egdes

3"21" DefiniQHo" Chama-se sobrejegHo ou aplicag5o sobrejetora, !l
ma aplicag5o de um conjunto E em u.m conjunto tr'', ta1 que todo elg
mento y de F seja a lmagem de pelo menos um elemento x d.e E,

f 6 sobrejetora++ f(E) = F

=x
f x III

+1
-'t

J

Exemplos;

3,22. E = f 0
\rn

x

1, *t} fr xl----* y,)

=+ [x
x

= x =+ y = ,xx

F= {+
6 positivo

x 6 negativo =+ | x

f 6 um& aplicagHo sobre j etora do conjunto d os ndineros reais n5o
nulos em F = t-l ,, -1 ] , A aplicagHo f induz em E duas classes,
de equival6ncia p+ e R*.

3'23. A todo lntej-ro x LZr &ssoci&*se o resto positivo ou nulo'
r(x) Aa dlvisHo de x por j.
+1r-l +.6j +rzj +r8l +re\
+rol +rrl +r2l +lj{ +L4 l+ 3tf I f)-ri l\,r,1 3l-, I ?l '. 4

5\ +l 31 21 1lrf s) -J ?) ;)
Obtemos uma sobrejegso de z sdbre c - {0, l-, z, 3, 4} o

A relagHo de equivaldncia lnduzlda em Z por esta aplleaqgo 6 a
s egulnt e

*I = *ZG r(x.) = r(x2)"
Ora, esta relaEHo si-gnifica que *1 *2 6 um mrlttiplo de j, Dito
de outro modor reencontramos, neste exemplo, a relag5o de collgrrl
6ncia (mod 5) "

*(*1) = r(x.) ## *r 
= 

*2 (mod I)"
As classes de equivalGncla assim ohtidas sHo tamb6mr chamadas clqg
ses de restos (rnod I) olr. classes residuais (mod, I). (2.25")
3_"24. Fagamos rrrolartr u.m clrculo de raio e sdbre um& senr-i-reta I)de ori-gem O"

P'I

F1 3,2 h flg.3



fi g"

B

A cada j-nstante, um ponto P da semi-reta estd em contato com
c{rcuIo, em um ponto p', A ap}icagHo

fs P F-----hp.
6 sobrej ctorar Forque
ponto e atd mesrro de
mi-reta 

"

Consid eremos a

3.25 " Sejam
taF seeantes

to dos pontos da semi-reta D" Iois pontos pl e pZ sHo equival-en-
tes se sua distfi,ncia f6r igual ao comprimento da circunfer$ncia
ou a Lr.m de seus mrlftiplos

Pl=PZt+PfPZ =n'z{ig" 11 E; N"

toclo P'da circunfer6rrcia 6 a i-magem de urfl
uma infinidade de pontos pl , p2 r o , . d.a se

re].agso cle equivalGncia induz.id a por f no eonjun-.

E = fI- o coniunto dos pontos do plano, Dl e Dz d.u.as rc
d.6ste plelno.

]]D1

A cada ponto P €- qf , fa?amos corresponder
sua pro jeg5o P's6bre DZ paralelamente * Dl.

f: P{---* Pi

f 6 Lr.ma sobrejegHo de E -,if
cia induzid as por f em cir s5o

em F = DZ" As classes de equivalGn

Observag5o s T6da aplicag5o d e

sobrejeg5o de I cm f (lI).

as pont i l-had as I , paral elas a DI "

Llm conjunto X num conjunto F 6 uma

se ja uma ap]-icag6o f d.e x em F, se cada elemen-
linagcm de um rLnlco elernento x s 1tr, d.iz-se que a a
injegHo ou uma aplicaqHo injetora.
Y €-f (E) =+ l#x, x e T tal que f(x) = y"

Numa inicgSo ! a igualdade das lmagens no conjunto de chagada F tg
plica a igualdad.e d os clemcntos no conjunto d e partida E. A equi-
valdncla induzida por r.Lma injcgHo 6 a lgualdade

f(xr) = f(xe) :}xt = *2.

3"3, rNJEq0lis
3 . 31. Defini g5o 

"

to y €f(B) 6 a
plicag5o f _6 uina

Sob forma contraposta, o eruinciado sc

,r1 * *Z =* r(xr) +
IIma aplicag5o 6 inj etora se elementos
gcns d.ifcrcntcs (ver 3,e fig. ]-f)"

transforma em

r(xr).
difcrentcs scmpre tGm ima-
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Exemplos s

? ?2 Tf rr
JOJlO J) J.

A aplicagdo
=]V
f6

fg xF-*-) y = 2x E 1
lnj ct ora r Forque

1

t(xr) 
,]r(x2)

2x., 1 Y Z*Zr- 
^__ {t ^2*1 il 2*Z

u'\r,t1 r)oa

3"33" E = F = R" f s x 

----*
Y= 3x

x +-T
A aplicagf,o f 6 injctora, porque

F(u )- \ -.r1

3x"1

x;T
_L

3xr (xz -F1)

3*t

,t1

3 " J4. No plano pontilhad"o qf ,
ponto O, O rt n. A todo ponto
mos uma apJ.icag5o f dc n r1o

conjunto ifraasretas do
p1ano, I{sta aplicag5o 6 i_n-
j et ora r Forqllc e d oi s pon
tos distlntos pl e pZ cor -
rcspond.em retas di stlntas dI
c d2, Ao contrdrlo f nf,o 6

sobre j ctora" Em particr.Llar,
a paralcl_a a D, quc passa r

por 0, n6o 6 a imagcm d.c ng
nhum ponto de D"

consid.cremos r-rma pontilhada D c u:ll
P, P f"Ir &ssoci-emos a rcta 0p" Te-.

i t(xr)

tI
= 3x_,LLllryll x^+l-

'ft 
t

li 
3xe (xr+1)

.l '\,"
-Jllrr

Jl {

= *2"

f 6 inj ctoss (_-=)
= 1!.", ) -_> *a = *Z

o1-1. -
*Z =+ f (xr) + r(x2)

l-t(*r)
L",- +

3"3 fig. 5
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3 " 4. BTJEQOES

3 " 41" Dcfi-nig5o, Dlz-sc quc ume aplicag5o f 6

aplicagflo bijctora sc cla fdr r &o mcsmo tcmpo,
j ct ora.
Sc f 6 um& bljeg5o de E em F, cada clemento y
um rinico elcmento x dc E" (3. fig. l-I)

uma bi j cgflo ou uma

inj eiora c sobrc-

dcF 6a imagemde

f d bijetora 
- 

Vyy y {, I, _1

**, x rJ. E ta1 quc y=f ( x )

Obs ervagd,o . T 6da apli cag5o inj ct ora de B em F 6 uma bi j egflo de
em f(E). fsto 6lr.ma conseqtlGncia da observag5o 3,25,

3.+2, Seja E = F = Z f ; xt----,r y = x = +

xi"., -z -l o-i-l+z -f-31-+ ooo

y1,", -G*i-4-i z -r oeo.,I

aplicag5o f 6 lnj c;tora e sobre j etora, porque t od"o elemento

E F = Z 5 a iinagcnr do ilnico el-emento x = y rt 4 de E = Z"

A

1r
d

I

3 " 43, Uina simetria de

ina bijeg5o do conjunto
plano s6bre si mesmo.

Q6o do con junt o C--|i* Aas

brc si mesmo,

3, 4+ " As rotagdes e as

hi i cgdes d* .11 sdbre si
bre si mcsmo o

eixo d determina g
.:*_,-ll- dos pontos do

Tamb6m 6 uma bi je*
retas do plano sd

transJ-agdes sflo
mcsmo e d*+ s6

l.>=-

3. 45. Transfagdes

3,+5" As homotctlas (Oifatagdes ou. red.u-

Edes proporcionais) tambdm s5o biiegdes
d c .If sdhre si me smo c dc ,.f,- sdbre si mcs

flg" 6 mo

O papel das translagdes no prosseguirnento d6ste curso justificar
um estudo 'mais porrncnorizad o d esta hi i eESo d e 9l o* si mesmo,

A todo par ord enaclo (A; al d e pontos do plano r Fod e-sc s.ssociar ii
translagdo ,f (.nA ) ; csta translag5o transf orma A cm A i llJ-a 6 com-
pletamente dcfinida pelo par ordc:nado (ei A').
*rtI cdmod.o rcpresentd-ta por u.ma flecha de orlgein A c de extremj d_a

d e A 'n Fara construlr a imagern B'de um ponto queilquer B, basta t

tragar por B a paralela a AA'c por Aoa parale1-a a AB" nstas duas
rctas se cortan no ponto B'( 3. 4. fig . "l) . A construgilo 6 impoq

s{vcl- se B cstlvcr s6brc a reta AA'" Neste caso, basta construir,
d-c f nicio, a i-magern C'd.e um ponto C n5o situad.o sdhre AA'( 3. 4-, ,

fig. B) ,
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Utillza-se aqui a rdg.ra para o

tragado das retas, a rdgua e 0

esquad.ro para o tragado d as pa
ra]-elas 

"
,\0 ringulo reto do csquadro n5o

t em flnal-idade

ncstas construgdcs qr.le nf;o pos
sue m cardt er m6tri c o " IIm esqug
dro 'rafimrr, sern Sngi;Io rcto, I

s ervird, mui-t o bcm"

A aplicag5o S que associa a tg
do par ordenado (e; A') a trans
lagHo 1:(AA') 6 um& sobrc jcgHo do
conjunto-produtor-[ x ,.tT no con
junto I' das translaedes"

tr:flT x
rt, s (a;

A sobrejegf,o u induz emiii-

B1

3,+ -fi 9,7

1

A

3, + flg" B

x Lll uma relap5o clc equival6ncia, Dois
(B; 3') s5o ecluivalentes sc cle'uerm-Lnam

= ,C (BB') . Ncst c caso, os pontos AA'
clc um l:aralelogramo.

A1

parcs ord enad os (A i
a mcsma translagfio
BB's5o os v6rtices

A') c
.C (AA')

T6das as flechas que correspon*
d em b mesma translagS"o f ormam u

classe d e flecltas erluJ-valent cs ,
sentido do pardgrafo 2.265

]'n alr
IJLC*

no

3"+7"

exi st e bi j egilo

apli cagflo
incli csd a

Se f 6 urna

uma rlni ca

bijeE5o de n em F fal que

fs x F-___-___+y

3.4 fig" 9

de f ou bi j cgfloIiz-se que csta
invcrsa d.c f ; 6

llxcmplo:

de f.' em E tal que

YHX'
6 a aplicagilo inversa

_1por f:

Y =x Ix l--4
)c -f- I



6 uma bi j eQAo c1c fl r-r',
L;E'- 

*)

L2

ft
em { ^lrl. I JTL J

U

xI

" Com efelto, tem-se

y=

xy -i-

x(y

a./ J. 'l
J!l+

Y=x 1

1) = y 1

Y = 1r I,JLJ

v1
aJ

Todo elemento yr y * 1, 6 a imagem do rlnico elemento

2)z

F_ }T"

x = y+ I
rrlJ

T6ar\7J-lJ o ,Y 

- 
-+ 

rL -.y- 
-1- 

--- "

yI
-1

T* 6 a bi j egHo lnversa d" e f " lIl-a apli ca

3. 5 " IMAGEIVI R]ICTPROCA

3.51. DefinigHo, Seja f i-tma apJ-ieagflo de X em I' e seja B um sub-

conjunto de F" Chama-se imagem rec{proca de Be o conjunto A de-to

dos Os elementos de n cujas lmagens por f pertencem a B,

I nd"i ca-se por A = E* ( B) a imagein recJproca de E. O ast er{sco c}ra

ma a at eng5o para o fato de que a passagem d.e B a T*l(s) nEo 6 o-
-ma aplicagHo 

"

Note-se, em particularr Que

a:-(fr) = fr T*Cel
l-+e"

3 " 52 " Retomemos o exemplo 3, 15
rTt = /-3, -Z? -1 , O, + 1, +UL

xy

Procuremos as imagens recfprocas de alguns subconiuntos de N.

[- l+ em
n i, --)t .t 

-t 
I\ n { -[ "

\t

11.))

(3.t - flg,
D r r\L, . 'J

? tr-itr-i rr Tn
Jo./ 4&L)oJV
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/r'

B = {}, 4i "--'-=T+ (B)
1.,

C = .i 0i =+T'" (C)
\_rl

D = J'tf - 3l' --;r F! 
"t)j tr, +( l:1, l"

G = !4, 5? ai4qi" (S)

3.53" Seia a apricagf,o ;" R em ri
2f I x r . Y = x o

-_**/
emos as i-inagens rec{procas de alguns subconjuntos d.e F=I .

*l(
=+T-f (n) - la2? 2I

'l r-+ Tt' (c) = ior\- -)

. -*l , \ i- /;' - /;"\+ f#" (D) = i+ V2, - *"/2 
J'

'1

=+ T# (n-) = q

H -{2, 3, 4} =efo-l (H) = rr + .-,'f, -ti; + ,,fr, -r/, + 2) - ,r\ .

Se restringirmos f b apJ-icag5o de n+U O sdbre si mesroo, f torna-
-se uma hljeg5o, Podemos, ent5o, deflnlr a biieg5o inversa f+
-,,1 ?Et V, \ x taI clue x- = y"

,Tr
Indica-se tamb6m esta biieg5o lnversa por

+x =-Vy = y' 6

Sbmente neste caso, a irnagem rec{proca TL (S) de um subconiunto S

coincide com o conjunto d"as imagens TI (S) de S pela bliegflo in-
-'1vgrsa f*o

3.5+, Assj-nalemos dqas inclusdes interessantes s

(1)
-'t 

--.

-tf; if(A)l ;>A
(z) f [rl(B)i=8"
A relagSo (1) 6 rima inclusEo entre partes do conjunto de particla
E, enquanto que a relagdo (2) 6 u.ma inclus5o entre partes do cog

junto d.e chegada F" 0s exemplos que se segue, relativos h aplicgl
gdo 3 . 15 , j.lustrarn o caso da inclusHo no s entid.o estrito "

lt
- 

lr-lL
I

t t *)
'-a

=L0e -1 2 -?-, -3,
( -\ . -l_ O_ + j\

-i-)s -L, -al V, i-L-', '. )
t,

Consid er

E= iojc= iOj

fl T"ttr 11

a) A = i- zi olSE
f (a) = i-o]= C L N.

El[rrA)l = rkcl
( ver 3,52)

f n 1 . -r'.\= L.r, -Ir -L| -J_J

de onde

r+ [-rcali
b) B = {. 1,

r1(B) = i +f sL't-r 1

- { \Ti(B)i
de olLde

r [r](B)J

--../ Il- o

4]Ctd. (vcr 3"52)
1!

)

/'r-1
1. rJ

ta.t t-ro
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3"55. Seja f urila bijegHo de I{ em f';
( caso geral 3. 51)

-1

Tx-(F) = x.
Nesse caso, a imagem recfproca de todo subconjunto S de F coin-
clde com a imagem de S peJ-a hijegfro inversa T1.

Exercicios
10" A todo elemento x C N,, faz-se corresponder o resto y;;0 d.a

divis5o de x por J, Determlnar f(N), Quais sHo as classes de e
quivalGncia ind"uzitlas por f em N,?

11. seia f a aplicag5o de frnttl em a definlda por

f : x , x
r----), 

--- 
o

a inragem recf proca de F 6 I

? o, B? -\ntI uma sobre j eg5o? E uma inj egHo? Quatx6-*1i*n.gem d e

Que elemento tem por lmagem. Z 17? I. 
"- 

Z 
"+' 3

de til em si mesmo. Descrever a

tr
-T'

L2" Seja uma reta D do plano e"0 um ponto flxo tal que O €-.D, Con
sidere-se a aplicagHo de D emt{{- B

ro D , P'onde P'6 o ponto rnddio de Op.*o r Ir---_-
0 que 6 f(D)?
f 6 uma injeg5o de D "*q- t13" Seia C um c{rcuIo e se ja D um diAnretro ddste c{rculo. A tc-
do ponto PeC, faqamos eorresponder o p6 P'da perpendicular tra-
Eada de P a D" Quais sHo as classes de equival6ncia determirtadas
por esta aplicag5o no conjunto C dos pontos do cJrculo?

l+, Seja 0 um ponto fixo do pIano" A t6da reta d €- ril , fagamost
corresponder a perpenclicular d' traqada de 0 sdbre d, llsta apli-
cag5o 6 uma inj eESo de .-{T u* df ? E uma sobre j eg d,o? Quais sHo as
c1-asses de equlvalBncia induzidas por f em qi- t
15 " Dd-se uma translag5o T-( AA') pelos 2 pontos A e A: Construir
com a r6gua e o escluad ro o transformad o de um trisngulo d.ado I,0IP "

L6 . Uma translaEso 6 clet erndnada por d.uas retas s ecant es e suas I

lmagens?
L7 " tdda translagdo 6 uma bijegHo
biiegHo j-nversa,
18. Representar por flechas:

I, Duas translagdes cle diregdes d if erent es .

2. Xuas translaqdes d e mesma diregH,o e sentid.os eontrdrios "

3, Xuas translagdes diferen'rics de mesma dircEflo e mcsmo sen
tido"

19 " Des ereve r a bf j cq5o lnversa de uma sirnetri a axial de

si mesmo "

eru
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ZO. Existe uma rotagflo de centro O que coincide com a biieg5o iq
versa?

2L " I,[o st Tav quc as aPJ-i caq 6 e s

e3 x i--*:+ x
-rl13 x- x
g: x F*- -*-) I'x
h: x* II..--r x

s5o biiegdes rlc ll = {-Zt' L l- 1 - ), - i, 
r, 

i, I, 2'f em si mesirlo. e,frgci:
sHo bf j egdes

- f) o em si mesmo?0-e [,,Q
22. Estudar as seguintes apJ-icaqdes de 7,'Ifsx -ix 1

.--7 I I

ss *r-+ry 
l"

hi; x, *--*1+'-=fJ

-a 

*-I'

23. Considerenos as seguin'b es aplicagdes d e 1{

tD ; n, - i-i (n) = nrjmero de divisores
1 t--7

ema
I
I,:rlx

3

6: n - ,'.(n) = soma dos divisorcs
0 que se pode d.izer de n se tf (n) 6 {rnpar?

Deterroinar alguns nrlmeros "perf eitosr' , isto 6, nrlmeros IL tais qtr'c

fl (n) = 2n.,

24, sejamtr = lrr 2e 3eooon rzleasaplicagdes
f ; x, \ yr*onde y 6 o nrlmcro de fatdrcs primos na d-ccomposi

t-l

g5o de x
x=p?I ,7',.. pfl"'.--*y=ar + az+ ceo +&rt,

s: x z. onde z 6 o nljmero de f at6res primos d.if erent es na
i-

decomposigHo dc x
x = ol, p}zo. opl. p____+ z = ,.

Estudar estas aplicagdes.
25. A cada nrimero natural n e N, faz-se correspond-er o conjuntoc1c

seus fatdres primos.
Exemplo: LZ l-+ {r,

75 r___€ ,i_3'

Estudar esta aplicag5o d.e N em F(P),
nd.meros primos.
26, Seja a aplicagHo de a em si mcsmo

f : x 

-.---= 

a){. {- o a, 0 (i w "

MostTar que f 6 bijotora ser e sbmente $er a *o, llmc{ue condiE&s
l

f coincid-e acm a hi i egHo inversa f*?

+ 2l

i"l"
em IT:

de rL

d.e rro

.,\
J1'

5)')
ond.e P rlcsignra o conjunto Ccs

d"efinid.a por

Io '{- b a, 1,1 €
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.n c{n--ia .} aplicaQflo:L I " J \i J d, cL cr}JJr (i(r,f,L cI\J o

f:'p*-*)grlj--E a? be ce de Q.
cx+d.

Im quc conclig5o f 6 bijegSo? Frecisar os conjuntos de partida
d c chegacla em Q ,
J I - n 1 , ^ 1--: -: ^^A^ 

I

fl poss{vc1 clue f coiricid a coill a bi i e g5o inversa f*?

28" Sejam tr = {*, b} e I = {_o, e , f I o

Quantas aplicaqdes de
Quantas aplieaqdes d e
Quantas lnj egdes de I
Quant as bl j eg 6cs d e B

0 mesmo problcma para

29 " Quantas hf j egdcs
prccnd.c 2 elcmcntos,

6 uma bfjcgHo dc P(X)
31. Ilm Z, consid eremos

A = {_
e a aplicaqdo

lI em F podemos definlr?
lI s6bre F podemos d.ef inir?
eix. F pocl emo s clef l n-ir?
em I podemos definir?
tr={",bJe F= [o,ei

\ -- i- lE = {a, bo c} c F = td, ei o

LIJJ
de X em si mesm6 podemgs definirr Se E COilI"

3 clcmentos, !.o n clemcntos?

de

n B), f(A U B), f(A) L.r f(B), f (A) n f(B) '
d e csqucmas e dc exemplos as seguintcs rclg

que a ap1-icagflo

e, h {7'
quc

30 , I,1o st var q-uc a apli caE5o
{', A

A i 1!.' \ tE

-- 

r.'

si lncsmo,

subconiuntos
-2i -1, o, 1] e B = i- 1r or L,

-f" ar .rf : -tZ
Io-/lr\Jrlc _---__

Erru"mcrar os elementos
f(A) , f(E), f(A

32" Explica,r por mcio
gdcs s

f (a U E) = f (A) Ll f (B)

f(A '1 n) * f(A) t .' f(E)"
Quc podeinos d.izcr d csta scguncla rclag5o sc f f6:r ini ctora?

I - {- 3, -1, 0p 2Jum conjunto ordcnado pcla rclaEso{'
illo strar q-uc a apl.i caq5o

fo rr u2
ioJ!,\

|--.G-_--

nHo conscrva a rclag5o dc ord.em.

0 que podemos d.izer c1a aPlicagflo
g: x, x?..---ts-...-*

fs *ax+b
conser1ra a reragSo dc ord"em sG aFoI isto 6

CM

OS

1
J9

2, 4i

quc acontccc sc a{ O'/

,1 ;>x2 + r(xr)>r(xr).
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35 " Sc j a f uilltl apllcaq5o. l,,iostrar por ilcio dc cxemplos qu€}

A L 3 + f(ir) g f(B)"

35. Se ja f ume .rplicagSo. I,,[ostrar por melo de e>lemplos clue

f(A) c f(E)
nflo acarrcta noccssbriamcnte

A C E.

Fungdcs caract cristicas
37. Charna-se fungSo caracter{stica de um subconjunto A cle :ll 7 umet

aplicagflo dc Il cru [ o , 1 ] def inicla por

f: x tA f(x) = 1

"+A****f(>r)=0.
Scja N C T-,. Vcrificar qLlo a *piicagS.o f 6 uma funESo caractcr{s-b}
ca cLc N.

f z o {--__-}
x + o, x F-*_*_) t+L_f_j.' 2.1"1

jB, S e j a f umitr fungSo caract cristica c1o sulcconiunto A dc n, I![os""

trar quc

6 uma fungdo carac

39. Seja f urra fung
caracter{stica de B
I[o st rar que

a de A C X e scja g uma fungf,'o

h(x) = f(x) s(x)
6 r-rma fung do caractcr{stica dc A n 3.
40" Com as no-baqdcs do cxcrc{clo 39, nostrar que

s(x) = r(x) + e(x) - f(x)' e(x)
6 ume, fungdo caracter{s-bica dc A U B'

41. Com as notag6os do axerc{cio 39, mostrar que

t(x) = f(x) + e(x) - 2f(x) g(x)

6 uma fungdo caracter{stica da cliferenga sim6trica A AB' (f ' cx';3ir)

42. nxpricar as scsuinb;"r:l:i:;-T,{,{iri;ii] 
^f sobrcjetora + r [f*fsll = s.

Consldcrar as roc{procas dcstas inplicagdes.
43. Seja n e IT c scja f a aplicag5o de R om Ri

f: xr_-_,'y = xn.

nm que condigdo f 6 uma bijeqdo? Sc f n5o f6r injetorar o que po-

cLemos dizer dc f(R)?

x)
A"

s(x) = l- f(
ter{stica de f

LIE
do caract er{stic
C n.



Todo clemcnto x dc E

Inj egHo de E cm F
,r +*z =*yr *y2

- f'l
t_o

tem ume ilnlca imagem

ApJ-icag5o de E em

cmF

Sobrej egSo

T odo el- ement o

T7
.l

P

deEemF
,.dc -t' e l-maSCuI

llfjcE5o de X em I

E o cstudo do conjunto d c chcgada F que permi-te dlsting:uir os di-
ferentes tipos de aplicagdes

TLC " -

{*t


