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Première Par lie 
JÍ-AAA. (AA^ • cw*-y 

ENSEMBLES, NOMBRES ET PUISSANCES 

^ ^ Kv" ^ 

\;;A.. fUBORATÓ:7lO DVÍ 

1. ENSEMBLES   

1.1. Imroduction aux ensembles 

Beaucoup de maítres doivent encore se dcmander pourquoi il 
faudrait étudier ies ensembles pour étudier les nombres. Disons alors 
que cettc étude cst néccssairc parcc qtdcn voulant faciliter une meil- 
leurc compréhension du concept dc nombrc dans Tapprcntissage de 
renfant, il faut que la voic qui y conduit permette de dccouvrir les 
différcnts aspccts de ce concept. 

Dans notre monde modernc, il nous faut aider les jeunes à compren- 
dre comment les choses s'emboitent les unes dans les autreSj car le 
monde augmente três rapidement en complexité et il faut ajuster 
entre elles des situations de plus en plus complexes. Le nombre 
n'y fait pas exception. Le nombre est un concept três complexo et, 
pour apprendre à adapter entre eux les éléments conccptuels qui le 
constituem, il faut d'abord connaitrc ces éléments. L'un de ces élé- 
ments, c est la notion d enscmble. Les nombres sont des propriétés 
des ensembles. Par exemple, le nombre 2, le nombre 3, ou tout autre 
nombre, ne peuvent pas être appliqués à des objets uniques. 11 est 
dépourvu de sens de parler d'une table 2 ou d'une maison 3. On peut 
parler d'une table ronde, d'une maison carrée, pas d'une maison deux. 
On parle de deux maisons. Cela veut dire que deux se rapporte à un 
ensemble de maisons. 

Les premières expériences des enfants, à Tecole, devraient compor- 
ter des expériences à propos d'ensembles. Ils devraient discuter entre 
eux et avcc la maitresse de ce qu'est un ensemble d'objets. Un bon 
point de départ pour cette discussion serait de parler des « ensembles » 
qu'ils peuvent avoir chez eux, mais sans prononcer d'abord le mot 
d'(' ensemble », dont ils ne connaissent pas encore le sens. Três vite, 
les enfants parleront de leur jeu de cubes, de leur train, d'un jeu de 
cartes - les Sept Familles -, d'une collectíon de timbres, et ainsi de 
beaucoup d'autres choses avec lesquelles ils jouent. On pourra alors 
discuter avec eux pour découvrir combien il y a de mots pour parler de 
ces séries, de ces collections, de ces jeux ; on parlera de tas, de piles, 
et fai vu de três jeunes enfants suggérer jusqu'à deux douzaines de 
mots différents. On leur dirá alors que tons ces mots peuvent aussi 
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bien fairc raffbire, mais qiTapròs tout il vaut micux n^n prendrc qu^n 
seul; commc cela, touc 1c monde saura de quoi on parle. Et comme, 
dans tous ccs cas, il s'agit d'objcts, de choscs qui " vont enscmble 
on peut ics amencr à comprendre cc dernier terme. En pensant aux 
enscmblcSj les enfants pcnscront d'abord i ccux qui groupent des objets 
qui ont quclquc chosc de commun ou à ccux qui onc la mílme utilisa- 
tion. Par exemple^ 1'cnsemble train, ou Pcnscmble de tablcs, ou pcut- 
êcrc Fcnsemble des enfants do la classe, ou encorc Tcnsemblc des 
enfants dc la classe qui ont les yeux bleus, Dans chacun de ces cas, les 
eléments dc Pensemble ont ou bien quclquc chose de commun en ce 
sens qu'ils ont la mêmc propriétc, ou bien le meme usage, ce qui est 
encore, cn fait, une propricté, 

Ainsi, dans cc cas, nous utilisons le mot <■ enscmble » pour designer 
une collection d'objcts ayant la mêmc propriétc : nous avons d'abord 
songé à la propriétc, puis nous avons rasscmblé les objets qui Ia pos- 
sèdcnt. Mais ce n'est pas là Ia seule manièrc dont on peut utiliser la 
notion d'cnscmblc. On peut aussi prendre une ccrtaine pcrsonne, un 
crayon, une ville, une boítc, un arbre, une fleur et une pierre, et les 
considérer commc constituant un enscmble. Les élémcnts dc cclui-ci 
ne possèdent aucune propriétc commune reconnaissabie, sinon que 
par un acte dc volonté nous avons decide que doréna vant ils formcraient 
un enscmble ^ On se trouve là à un nivcau peut-êtrc un peu plus arti- 
ficiei de la pcnséc en matiérc d^nsembles ; aussi cst-il sans doure 
préférable dc nc pas allcr trop vite. Cc qu'il faut en tout cas que e 
maitre comprennc bien, c'cst que la notion d'ensemblc n implique pas 
nécessairement rcxistcnce préalable d'unc propriété commune. ar 
contre, il est courant dc parler d^n enscmble d'objeis dès lors que 
ceux-ci la possèdent. 

1.2. Appartenance et non-appartenancc à un ensentble 

On remarquera que déjà la notion d^ppartcnance s est glisséc dans 
la discussion. Commcnt savons-nous qu'un objet appartient ou n ap 
partient pas à un ensemble ? Qu'une certaine personne, qu un certain 
objet esl ou tfesi pas membre, élément d'un ensemble? Et, en tout cas, 
oü chcrchons-nous ces éléments? L'univers est três vasce, et si nous 
cherchons partout, nous ne serons jamais súrs d'avoir - ou de ne pas 
avoir — Ia totalité des éléments d'un ensemble, Aussi réduisons-nous 
normalement 1'univers à une petite section de Tunivcrs réel. Par 
exemple, si nous parlons des enfants blonds, nous pensons générale- 
ment aux enfants de 1'école, voire à ceux de Ja classe oü nous ensei- 
gnons. Dans cc cas, ce sont les enfants de 1'école ou ccux de la classe qui 
constituent 1'univers restreint. Ou encore, supposons que nous ayons 

1. On dit que Pensemble est « dêfini en compréhension » ; mais il va de 
sol que cette terminologie ne será pas proposée aux enfants de ccC âge. 

2. Ensemble « defini en extension ». 
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un certain genre dc pcrles. Nous pouvons dire : « Pensons aux pedes 
rouges o. Nous ne pensons pas à toutes les pedes qui existem en ce 
monde ou qui pourraient même exister dans d'autres mondes, nous 
pensons seulemem aux pedes rouges qui sont dans la boíte devam 
nous. Cenaines sont rouges, d'autres ne 1c sont pas. Nous disons aux 
enfants . Pensez à 1 cnsembic des perlcs rouges o, Ce que nous vou- 
lons dire, c est. o Pensez à la collcction dc pedes rouges que vous 
pourriez faire avcc les perlcs qui som dans la boíte Ainsi, Punivers se 
trouve restreint aux perlcs qui sont dans Ia boite, et 1'ensemble que 
nous avons choist a pour éléments les pedes rouges prises dans cctte 
boite. Restrcindrc 1 univers à ce qui est pratiquemem manipulable est 
inévitable si 1 on parle des ensembles cn termes concrcts. Mais, bien 
entendu, si on adopte la seconde méthode de constitution des ensem- 
bles, c est-à-dire cclle qui consiste à considérer certains objets comme 
appartcnant à un ensemble par definition, il n'y a plus besoin d^uni- 
vers. II nous suffit dc dire :« Prencz ceci. Et cela. Et encore cela ». Lors- 
que nous avons fini de dire ce que nous voulons, notre ensemble se 
trouve constituc. Ce que nous nesavons pas, c'est 1'étendue de ce qui 
n'appartient pas à notre ensemble. Cela pem nous iaisser indifférems, 
jusqu'au moment oü nous cn venons à effectuer sur notre ensemble des 
opérations pour lesqucllcs nous avons besoin de savoir quels sont les 
élcments de Punivers qui ne sont pas des éléments de notre ensemble 
Et c est precisémcnt Pune des opérations que nous aurons à examiner 
au cours de notre étude des ensembles. 

Aussi le premier poim à aborder, dans notre étude des ensembles, 
dcut-i! etre cehu de 1 appartenance et de la non-aPPartenance à un 
ensemble, Montrons d abord clairemcm aux enfants qu'il fauc décider 
du choix d un umvers. Ainsi, à chaquc leçon, il pourra y avoir une 
pente discussion ; quel univers allons-nous prendre auiourd'hui i ? 
Par exemple, on décidera que c'e3t celui de tous les enfants de la classe 
Dans ce cas, on n'y compte pas le maitre. Ou encore, c'est celui de 
toutes les personnes de la classe, et alors le maitre y est compris Ou 
encore, on pcut decider que c'est celui de toutes les créatures de la 
classe. Sbl y a un oiseau, ou quelques souris blanchcs, ou d'autres êtres 
vivants, qui ne sont pas des personnes, dans la classe, ils feront aussi 
partie de Punivers. Puis les enfants vom nommer des propriétés Par 
exemple, toutes les créatures lentes, ou tous les garçons, ou tous les 
animaux males pourraient appartenir à notre ensemble. On pourra 
ensuite les faire tous aller dans un même coin de la classe, et on verra 
alors clairement que toutes les créatures qui sont dans ce coin appar- 
tiennent bien à Pensemble des « garçons » de Ia classe et que celles qui 
ne sont pas allées dans ce coin n'appartiennem pas à Pensemble des 
«garçons » de la classe. Puis, un enfant va peut-être suggérer une 
autre propriété, par exemple «les créatures âgées de six ans ». Dans ce 

1. II est vivement conseillé de coordonner ces discussions avec 1'étude 
d'un « centre d'intérêt » ou la mise au point d'un «texte libre i>. 
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cas, quiconque aura síx ans appartiendra à l'enscmblc CE quiconquc, 
cnfant ou animal, n^ura pas six ans n'y appartiendra pas. Sclon toute 
probabilitc, i) n'y aura pas d'animaux aussi âgés dans la classe, de 
sorte que l'cnsemble se trouvera limite _aux humains alors que 1 uni- 
vers contient encore des animaux. Ainsi, cc sont les enfancs ages de 
six ans qui constitueront Fenscmble, tandis que les cnfants de cinq ans, 
ou de plus de six ans, et les animaux constitueront 1c reste de 1 umvcrs 
On donnc alors un nom à ce qui reste de 1'umvcrs P^r rapport 
à 1'ensemble choisi, et on apprcnd 1c mot aux cnfants. Ce m , 
c'est complétnent. Le complément de 1 ensemblc, c est la partie de 
1'univers qui ne constitue pas 1'ensemble. Par exemple si Pense à 
1'cnsemblc des pcrles rouges de la boite, Punivcrs etant forme par tou- 
tes les pcrles de la boite, le complément de Pensemble des PC^s ro^ge 
est 1'ensemble des perles qui ne sont pas rouges. II y en a peut-être de 
bleues des jaunes^des vertes ; toutes réunies, elles formem e g- 
ment, c'est-à-dire 1'ememble complementa,re de celm ^ P" cs 

Ainsi, Pappartenance et la non-appartenance à un ensemb 
sent-elles à Pidée des enscmbles et de leurs complements. P 
méme se demander ce qu'eSt le complément d'un comp emem. 
Prenons Fenscmble complémentaire, des perles non mhie He 
Quelle est la partie de Funivers, c'est-à-dire la partte ^ ™ble de 
toutes les perles de la boite, qui ne fait pas partie des pcTles non-rouge . 
II ne faudra pas longtemps pour que les du corntÍcmcm 
ce sont les perles rouges, tiens! o. Ainsi, le comp cm non-non- 
d'un ensemble, c'cst cet ensemble lui-même. Les p 
rouges, ce sont les perles rouges, naturellemenu d on 

Nous suggérons de faire ces jcux au niveau des attr lo _-„„r;on 
utilise les blocs logiques et leur matériel associe. Le leudc^la néga ^ 
est un de ces jeux oü les enfants sont incites a separ^ ^ ^ 
choses que j'ai » et« Fensemble des choscs que je n a P ■ ^ mon 
bloc est dans mon ensemble, il ne peut pas ctrc f .jj 
voisin ». Et encore « s'il n'est pas dans mon ensemble, al°rs ^ ^ieu 
soit dans celui du voisin. » Ces considérations Pormen£. • reia_ 
de ia négation, Aussi faut-il peut-être associer les consi 
tives aux ensembles et à leurs compléments aux consi rarhé 
émergent pendant qu^n jouc à la négation, au jeu de o 1 
et à tous les autres jeux basés sur Fidée que « ceci appartien a 
et par conséquent ne peut pas appartenir au reste de a oite », 
ainsi de suite. 

1.3, Symbolisme des ensembles 

Les maitres n'ont pas toujours conscience du fosse profond qui existe 
entre Fexpérience des enfancs et Fcxpression symbolique de cette 
expérience. Certes, lorsqu'un enfant arrive à Fécole, ii sait parler, mais 
il le fait inconsciemment. II ne joue pas effectivement le jeu dont li 
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c-esttXe dfpTrd
a^

n ParIe5 le faÍC"Í1 par de symboles, 
coup dífficacité Le COmp0sées dc utiliser avec beau- 
Hsrnc nar Icaucl imp gagc,e®c une formc IrÈs complcxe de symbo- ,P quantitc enorme d'informatíons pcut ètrc trans- 
mise d une pcrsonnc à une nnr^ tt r j ■ tran;, 
versé dans l'art dc transmetfre V r aí1S>eSt t0Ut à falC 

Fapprendre. Pour satisfSre à f k lnforma;ionj c% 11 5 est entraíné à 

contraint d'aPPrcndre ce lan^ap besoms, il a, si I'on peut dire3 été 
à ce laneaee il nenr hí a.nfiaSc-> cffort a etc payant pmsque, grâce g g s p dirc a sa mèrc qu'il veut ceci ou cela, ou qu'i1 
n aime pas tclle ou teUe chose, ct ainsi de suite. II est évident que c"st 

à u^liscr à Tenf^un^f Ca
1
plI:ale' En machématiques, nous donnons un autre langage, qu'il n'a aucune hâte d'utiliser 

parce que les expenences que ccs symboles décrivcnt lui sont par roo 
etxangères. Mais si Pon fournit aux enfants un nombre suffisant d'ex- 
penenccs créatnces et qu'en les vivant ils apprennent Je genre de con- 
cepts que symbohse le langage mathcmatique, il est certain qSs 
mron par acquenr de 1 agiüté â utiliser cc système de symboles tout 

comme ,ls en ont acquis à manier Icur langue maternclle Mais il faüt 
bien se rendre compte que l'acquisition d^n tel système de symboles ne 
se fait pas en un jour, Le développcment du langage chez iS enfants 

dSs leu" esprit "dPunn " ^ aüssi Ia —équence de la formation 
SlSá "!SJ,2 s™ "ic ""ccpt; e,Ame f"s 

correspondantes. Par exemple d "' t P exPressions f * ai exemple, des mots comme « avant », « aorès » 
« entre »,« au-dessus de »,« au-dessous dc « et»,« si»,« à moins que '> 
ne se sont établis dans Pesprit de Penfant qu'apfès de nombreuses 
expericnces dc situations symbolisées par ces termes. Aussi ne nous 
faut-il pas nous attendre à ce qu'un système complet de symboles 
logtques et mathematiques s'y amarre solidement du jour au lendemain. 
II nous faut une três grande patience^ aíin que même les enfants les plus 
lents aient 1 occasion dc passer par un nombre suffisant d^xpériences 
varices, qui leur seront indispensablcs avant que le symbolisme mathé- 
matique prennc pour eux toute sa signification. Sinon^ ce symbolisme 
ne leur apportera aucune information profonde sur ce que les mathé- 
matiques représcntent rêcllement: ce ne sera qu'une collection de 
formules soigneusement apprises par cceur en vue dc répondre correc- 
temenc aux examens ct d'obtenir de bonnes notes. 

Tel est certainemenc le cas en macière d'ensembk3. Supposons que 
les enfants aient discute d'ensembles pendant quelque temps et que 
Pun d'eux disc : «Tiens, celui-là, il était bien! Si on le faisair encore 
demain? ». La maítresse pourrait alors dire : «Oui, c'est une bonne 
idée. Mais comment va-t-on s'en souvenir?» II s'agit peut-être 
dknfants qui ne savent pas encore écrire, « Si on le dessinait? d dira 
un des enfants. Supposons qu'il s'agisse de tout Pameublement de Ia 
classe : on va dessiner le bureau de la maítresse, sa chaise, les tables, les 
banes, Parmoire, les étagères, etc... et on aura ainsi une représentation 
symbolique de Pensemble de meubles considéré ce jour là. Alors les 
enfants n'oublieront pas, le lendemain, sa composition exacte; ils 

11 



pourront mime le regarder 1c soir à la maison, parce qu'ils Tauront cn 
symboles sur un bout de papier. Mais attcncion! Ce nJcst pas Tensemblc 
lui-mime qui esc sur cecte fcuillc, c^cst un cnscmble de symboles rcpré- 
scncant les éíéments de Tensemble ccudié. II est évidcnc que Timage de 
la table n^st pas la table ellc-mime, Elle rL'a que la valcur d'un sym- 
bole destine à nous rappeíer que nous pensions à la table. De meme 
pour les auires élcments. Jusqu'à préscnt, nous n'avons qu'un conglo- 
mcrat dc symboles correspondam aux divcrs éíéments constituais de 
l'ensemble. Mais nous n'avons cncorc porté sur 1c papier aucune mdi- 
cation, aucun signc rappelant que ces éíéments som consideres, dans 
leur totalité, comme formant un enscmblc. II existe un symbolc a cct 
effet: cc sont les accolades { ). Aussi pourrions-nous mettre une acco- 
lade à un bout du papier et une accolade à Tautre bout. Entre ces 
accolades, nous pourrions fairc les pccits dcssins representam les diíte- 
rents éíéments de l'cnsemble. Nous voilà donc, peut-être, cn prescnce 
de noire prcmière rcpréscntation, de notrc premicr systome uulisabte 
pour un ensemble. Les enfants seront tout hcureux de faire dcs pctits 
dessins représentant les éíéments et dc dcssiner le symbolc dc 1 en- 
semble pour marquer le faic que dorénavant nous considérons ccrtains 
éíéments comme constituam un cnscmble. 

Bien entendu, il n'est pas nécessaire dc rcprésenter tous les elements 
de l5ensemble. S'ils sont três nombrcux, ce ne scrait guère praticabie. 
Lorsque les éíéments d'un ensemble sont três nombrcux, it y a de 
forces chances pour que ce dernier ait éié defini par un attnbut que 
tous les éíéments doivent posséder pour en fairc partie. Par exemp c, 
les perles rouges de Ia bolte. Dans ce cas, nous pourrions, encorc, poser 
nos accolades et, à l'imérieur, tracer une ligne rouge indiquant, par sa 
couleur, qu'on pense à des objets rouges, et on pourrait mêmc ajouter 
au dessus le mot« perles » si on sait déjà Pécrire. Mettre un mot, c est 
entrer déjà dans un autre systeme de sytnbolisation. Une ligne rouge, 
1'image d'une table sont des symboles parlants immédiacs, correspon- 
dam immédiatement à l'idée que 1'enfant sc fait dcs élcments de notro 
ensemble. Si on écric le mot « perles » dans nos accolades, on recourt 
à un symbolisme qui n'est nullcment illustratif au sens oü Pétaient la 
ligne rouge ou les petits dessins, rappelant, par la couleur ou les 
formes, des perles ou dcs meubles. Les lettres qui composent le mot 
perles ne rappellent en rien des perles, et on entre dans une forme 
de représentation nettement différente. Cette forme, les enfants 1 ac- 
cepteront parce qu'ils ont déjà un langage. Aussi bien ne s'agit-il que 
d'un autre mode de communication du langage, le mode écrit par 
opposition au mode parlé. La plus grande partie dc la difficulté de la 
transition de la représentation illustrée à la représentation verbale se 
trouve écartée du simple fait que 1'cnfam a déjà appris à parler. Et 
puísque nous voilà prêts à employer, comme représentations symbo- 
liques, des mots, il n'y a plus besoin de tracer une ligne rouge. Autant 
employer le mot « rouge» et écrire entre accolades {perles rouges} ou 
encore, si on emploie les blocs logiques, {blocs rouges} ou {carrés 
rouges} ou (triangles bleus minces} ou tout autre attribut qui, dans le 
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cadrc de Fensembic universel des blocs logíques, permcttra dc definir 
un cnsemblc. 

1.4. Ensembles et attnbuts 

Lcs cnfants ne sont pas longs à imaginer des attributs de plus en pius 
compliques pour definir des enscmbles. Bien entendu, soulignons qu'il 
est indispcnsable de definir un univers avant de definir des ensembles 
en fonction d'atrributs. II faut savoir de quoi on parle avant de dire que 
parmi lcs choses dont on parle on va penser à un ccrtain ensemble tel 
que celui des blocs rouges parmi tous les blocs logiquesj ou de tous 
les cnfants blonds parmi tous les enfants de la classe^ ou de Becole^ et 
ainsi de suite. Ccs attributs deviennent progressivement plus com- 
plexes. Par exemple, on peut penser non pas simplcment aux enfants 
blonds, mais à ceux des enfants blonds qui ont des chaussures noires 
et des vêtcmcnts rouges, ou aux filies qui ont à la fois les cheveux 
frisés, les yeux blcus, la chcvelurc blonde et ainsi de suite. On peut 
ainsi empiler attributs sur attributs et ctéer de nouveaux attributs, 
c'est-à-dire des attributs composés à partir d^ctributs simples. Ccst 
là un exercice que les enfants trouveront três amusant, et ils trouveront 
un grand plaisir à imaginer des attributs toujours plus compliques. Au 
bout du comptc, si lcs attributs sont assez compliqués, il peut arriver 
qu'il n'exisie dans runivers choisi aucun élément y correspondant. 
Supposons, par exemple, qu'on prenne Punivers des enfants de la 
classe et qu'on veuille en isoler les filies blondes, bouclées, aux yeux 
bleus ayant aussi des chaussures noires et un cardigan vert, II peut três 
bien se faire qu'il n'y ait dans la classe aucun enfant satisfaisant à 
toutes ces conditions. 11 peut mâme se faire qu'on n'ait pas besoin 
d'aller chercher des attributs aussi compliqués pour ne trouver aucun 
élément, En tout cas, on a un - ou plusieurs - attributs et, en un sens, 
il faut bien qu'il y ait un ensemble leur correspondant, même s'il ne 
comporte aucun élément, Un tel ensemble est dit ensemble vide. II est 
vide parcc qu'il ne contient aucun élément. Et Pattribut est tel qu'aucun 
membre de Punivers nc possède un tel attribut et il definit, par con- 
séquent, un ensemble vide dans un certain univers. II est tout à fait 
possible qu'en passant dans un certain univers notre attribut definisse 
un ensemble qui ne sera pas vide. La notion d'ensemble vide est une 
notion três importante pour les enfants ; il faut qtvils la possèdent bien, 
car lorsqu'ils en viendront à Pétude des nombres, c'est le nombre 
d'éiément3 dans P ensemble vide qu'ils désigneront par le nombre zéro. 
Et c'est parce que les enfants confondent le nombre zéro avec rien 
qu'ils se heurtent plus tard à certaines dlfficultés en mathématique. 
L'ensemble vide n'est pas lui-même zéro. L'cnsemble vide a la 
propriété zéro. De même qu'un ensemble de deux enfants a la propriété 
deux. L'ensemble de deux cnfants n'est pas cn lui-même la propriété 
deux. II a seulement la propriété deux. Un ensemble vide peut être 
symbolisé par une paire d'accolad3s sans rien dedans { }. Ainsi, par 
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exemple, nous pourrions dire que, dans runivcrs des blocs logiques, 
tes carrés qui sont en mêmc temps des ronds formcnt un cnsembic vide, 
de mêmc que les rouges qui sont cn mêmc temps blcu, ou les épais qui 
sont minces, et ainsi dc suite. Symboliquement, on peut ccrirc 

{carré rond} = { } 
et ainsi dc suite. 

1.5. L/idée de similitude ou d'égalité 

Qu'esi-ce que Ton considère commc sembiable ? La question cst três 
difficile. II est bien évident que dcux objets distincts ne pcuvent pas 
être le méme objet. Aussi quand on dit que cettc assicttc cst Ia mêmc 
que celle-Ià, on ne veul pas dire qu'il s'agit dc la mêmc assicttc. Cc 
qu'on veut dire, c'est que certaincs propriétés des dcux assiettcs sont 
les mêmes. Elles peuvent avoir la mêmc couleur, la même forme, 
le même poids, le même dessin, être de la même matière et, en 
définitive, être semblables de bien des façons difTérentes. Mais ce sont, 
tout de même, deux assiettcs diffcrentes. Ccst peut-êtrc une verité 
de La Falisse, mais qu'il faut bien comprcndre, si on veut arriver à 
dégager le sens du mot « même o, qu,un objet n5est, et ne peut être 
identique qu'à lui-méme! Tout pareillement, un cnsemble d^bjets ne 
peut être le même cnsemble que s'il contient les mêmes objets, c'est- 
à-dire les mêmes élémcnts ; ceux-ci peuvent être arrangés dans un 
ordre différent. Un ensemble d'obiets demeure, en sol, le même si les 
éléments, sans changer intrinsèquement, ont changé de placc ou 
d'ordre. 

Ainsi, un ensemble d'objetSj c'esi-à-dirc un ensemble d'éléments 
-quelconques d'un ensemble quelconque, pcut-il seulement être 

<i le même » que Fensemblc constitué par ccs mêmes éléments. II peut 
ici se produire une légère confusion, du fait que lorsque nous dessinons 
la représentation d'un ensemble, on ne voit pas toujours clairement 
quels sont exactement les objets que nous représentons effectivement. 
Supposons, par exemple, que nous ayons dessiné un arbre et une 
maison et que nous mettions ces deux dessins entre accolades, puis que 
nous disions que cet ensemble est égal à un ensemble forme par un 
arbre et une maison, mis entre accolades. Or, cela peut ne pas être vrai. 
Ce será vrai si 1'arbre de la première image represente exactement le 
même arbre que celui de la seconde image, si la maison de la première 
image représente exactement la même maison que celle de la seconde 
image (et non une maison sembiable). Dans ce cas, il sera vrai de dire que 

{arbre, maison} = {arbre, maison} 

ou encore, bien sür 

{arbre, maison} = {maison, arbre} 
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étant dorme que Tordic dans lequel ies éléments sont énumérés est 
sans imponance. I^abscncc d^ncidencc de Toráre des éléments sur 
Tidentité d'un cnsemblc est connuc sous le nom de conservadon des 
ensembles. 

Si, par contre, Tarbrc de I'un des dessins représente un certaín 
arbre, et que Tarbrc de Fautre dessin représente un autre arbre, meme 
s^ls sont dessinés exactcment de la même manière, le premier en- 
semblc n'cst plus le même que Ic sccond, car Ia composition du pre- 
mier ensemble n'est pas la même que cclle du second. II sc peut três 
bien qu'il faille beaucoup de discussions avant que les enfams com- 
prennent clairement que lorsqu'on parle de o même », il ne s^git pas 
des xmages des objets, mais des objets eux-mêmcs. Si on dessine un 
arbre à un bout du papicr et un autre arbre à un autre bout, si res- 
semblants qu'on les fasse, ils ne représenteront le même arbre que par 
un actc de volonte de notre part, clairement manifeste. Si, soudain, 
nous pensons à l'un des deux dessins comme représentant un arbre 
de notre jardin et à 1'autre comme représentant un arbre du square d'en 
face, alors le premier des deux dessins n'est plus o égal« au second. 

Nous pouvons recourir à Tidéc d'égaiité des ensembles pour indi- 
quer que certaios ensembles sont vides. Par exemple, nous pourrions 
écrire 

{cercles carrés} = { } 

Cela signific que Pattribut « cercles carrés », appliqué à 1'univers des 
blocs logiques, ne s'applique en fait à aucun élémem. L'attribut 
« cercles carrés » définit l^nsemble vide dans notre univers. De même 
« rouge bleu », et ainsi de suite. Ou encore, on peut employer le signe 
égale pour marquer 1'égalité entre la définition d'un ensemble par cer- 
tains attributs et la définition d'un ensemble par la notation symboliquc 
de tous les éléments de cet ensemble. Par exemple, à propos de blocs 
logiques, nous pourrions dire : 

{ronds épais rouges} 

O)® 

De cette manière, les enfants saisiront que les définitions d'ensembles 
sous forme d'énonciation du genre de choscs quMls contiennent peu- 
vent être équivalentes aux définitions d'ensembles sous forme d'énu- 
mération exacte de ce quMls contiennent. La première est une définition 
pai attributs. Nous disons que nous voulons considérer dans notre 
ensemble tous les éléments de notre univers qui sont comme ceci et 
comme cela. Dans la seconde définition, nous disons : « Nous voulons 
considérer dans notre ensemble tous les membres de notre ensemble ». 
Si, dans chaque cas, nous réussissons à définir exactement le même 

15 



ensembie d'objetSj nous pouvons mettre un signe égalc entre Ten- 
semble définí par lea attributs et 1'ensemblc defini par enumération des 
éléments. Par exemple^ supposons qu'il y ait juste trois filies blondes 
aux yeux bleus dans la classe, et qu^lles s'appellent Valérie, Rosine, 
Catherine. Nous pouvons alors dire 

{filies blondes aux yeux bleus} = {Valérie, Rosine, Catherine} 

Les instituteurs n'auront pas de mal à imaginer des excrcices pour 
permettre aux enfants de pratiquer ces équivalcnces, lis pourront, par 
exemple, faire des jeux dans lesqucls un premicr groupe d5enfants 
énumère certains camarades tandis qu'un second groupe doit deviner 
quels sont les attributs qui définissent juste ces camarades lã et pas 
d'autres. Ou inversement. Certains enfants proposent un attribut, et 
les autres doivent découvrir les éléments qui appartiennent à í'cn- 
semble possédant Pattribut proposé par ic premicr groupe d^nfants. 

Les enfants ont parfois besoin de moycns matériels pour séparer les 
éléments d>un ensembie du reste des éléments de 1'univers. Si cc sont 
les enfants de la classe qui constituem 1'univers, on pourra, pour 
isoler les enfants que nous considérons comme formam un ensembie, 
par exemple les garçons de la classe, prendre une grande corde 
qu'on passera autour de tous les garçons. Ou encore, si la classe n^st 
pas trop importante, on pourra se servir d'un cerceau, ou de marques 
k la craie. Ces dernières n'ont pas la mêmc efficacité qa'une chose que 
Ton peut matériellement passer autour des enfants. Les jeunes enfants 
ont du mal à concevoir que lorsqu'ils ont tracé à Ia craie un cercle sur 
le sol et qu'ils entrent dedans, ils sont cn fait à i'iniérieur de la courbe. 
Ils pensent probablcment qu'ils sont dessus, tandis que s'ils sont en- 
tourés d'un cerceau ou d'une corde, ils semiront vraiment qu'ils sont 
dedans. Cette «intériorité •> peut constituer Taide matériellc grâce à 
laquellc les enfants peuvent être conduits à découvrir Tappartenance à 
un ensembie. Toute personne qui est dans la boucle est membre, clé- 
ment de Tensemble, et toute autre personne qui n'est pas dedans n'en 
est pas membre. 

1.6. Opérations sur les ensembles 

Réunion et intersection 

Supposons que nous prenions l'ensembie de tous les garçons de 
la classe, puis Tensemble de tous les enfants vêtus de rouge, ou ayant 
tout autre attribut quelconque; les enfants ne demandent pas mieux 
que d'eKprimer - et meme bruyamment - leurs désirs sur la manière de 
se grouper en ensembles. La réunion de deux ensembles n'est rien 
d'autre que le fait d'assembler les enfants qui possèdent i'un ou Tautre 
attribut. Dans notre exemple, nous réunissons tous les enfants qui sont 
des garçons avec tous les enfants vêtus de rouge, y compris, bien enten- 
du, les garçons vêtus dc rouge. Nous allons trouver ici une petite 
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difficultc due à la réalisation materielle dc la scparation enuc les gar- 
çons et les cnfants vêtus de rouge, Naturcllement, si on dispose de 
cordcs, on en passcra une autour de tous les garçons et une autrc 
autour de tous les enfants vêtus de rouge, et les cnfants verront vitc 
qu'il faut que les cordcs se croisent si tout le monde doit être entouré de 
la bonne corde ; les garçons en rouge scront dans les dcux cordcs. La 
seule manièrc d'évitcr cettc diíiiculcé cst de considérer des réunions 
d'ensemblcs dans lesqucllcs il n'y a pas d'éléments communs. Évidem- 
mcnt, la formation de réunions s^n trouverait facilitée, mais ces réu- 
nions auraicnt un caractère moins général, et les enfants pourraient en 
déduire qu^n nc pcut faire de réunions que si les ensembles n'ont pas 
d'éléments communs. Or, il n^n est rien. On risquerait donc de poser 
dans Tesprit dcs enfants les fondements d'un concept faux. L'autrc 
manièrc d'aborder le problème consisterait à considérer les parties 
communes des ensembles avant de considérer leur réunion. Le terme 
techniquc généraicment cmployé en matière d'eiisembles, quand on 
parle de leurs parties communes, c'est intersection. Tout comme en 
matière de routes oü, quand dcux routes se croisent, 1'intcrscction c'est 
cette partie qui appartient aussi bicn à Pune des routes qu'à Pautre 
L'intersection dc chaquc enscmble, c'est Ia partie de cec ensemblc qui 
cst aussi dans Pautre. Dans notre exemple, les garçons vêtus de rouge 
forment Pensemble des éiéments qui sont à la fois dans Pensemble des 
garçons et dans Pensemble des enfants vêtus de rouge. Si donc nous 
prenons, pour ainsi dire, le taurcau par les cornes et que nous affron- 
tons la difficulte dès Pabord, nous aurons peut-être moins de difficultés 
plus tard. Nous suggérons donc d-étudíer les réunions et les inter 
sections d ensembles en même temps, et non séparément Mais 
comme nous 1 ayons deja dit, on a aussi ia possibilité d'avancer à petits 
pas, d etudter d abord les réunions oü il n'y a pas de partie commune 
pour passer cnsuite aux mterseedons et, enfin, aux réunion™ n 
sembles avec parties communes non-vides 

auSn?;esreSjrroUiàdStto7t les.biocs io^iis 

des disjonctions. Un jeu de conjoncdon, " 
et... tandis qu un ,eu de disjonction est un jeu sur on V 

n ^ Dans les jeux conjonctifs, avec les blocs logiques on'anmv-nH 
aux enfants à considérer des attributs . composés » qui smem mi P > 

7,7 lf
es Posséder à fois. Par exemple, rouge et S UubS qut est a la fois rouge et carré possède Pattribut * rouge» et Paíribut 

íouTeretLrmbkdem^r ÍT" 1'enSemble d-ous Ls £ rouges et I ensembie de tous les blocs carrés, alors les blocs qui sont 

blocs rouges et de celm des blocs carrés. Les jeux conjonctifs quand 

lÔuJravecder' deS
Kf

rÍbrjCOrreSPOIldent — dünteisSn 
ivarbJh des ensemblcs- ^nsl les diagrammes de Venn, constmies avec les blocs logiques, correspondent-ils exactement au proccdé qui 
consiste a entourer les enfants de cordes et à réaliser ainsi des inter- 
seccions. De la sorte, il será naturellement possible de penser à plus 
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de dcux attributSj trois par exemple, cc, prenant les enfants commc 
membres de notre univers, de fairc un diagrammc de Vcnn à trois 
cerceaux. Par exemple, on. peut prendre cotnme premier attribut la 
qualitc de garçon et penser à 1'cnsemblc de tous les garçons. Puis on 
prendra comme autre attribut le fait de porter du rouge et former l'en- 
scmble de tous les enfants qui portem du rouge. Enfin, prenant les 
cheveux blonds comme troisièmc attribut, on constituerait Pensemble 
de tous les enfants aux chcveux blonds. On peut alors passer des cordes 
autour de ces ensembles et laisser les enfants déterminer auquel ils 
appartiennent, car ils savent bien comment ils sont habülés, s'ils sont 
garçons ou filies, s'ils ont ou non des chcveux blonds. Ainsi, joucr aux 
intersectíons, dans le cas d'enscmblcs, c'est en somme la « même » 
chose que de jouer au jeu des « et» avec les attributs. 

De même, faire des reunions, c'est la même chose que de jouer à 
«ou... ou « avec les attributs. Prenons, par exemple, la réunion de 
Pensemble des garçons avec Pensemble des enfants vêtus de rouge ; 
alors la réunion formée par la totalité des enfants considéres de Pun 
ou Pautrc ensemble peut étre définie par Pattribut « ou bien être un 
garçon ou bien être habillé de rouge o. Cela signifie donc que nous 
considérons tous les enfants qui sont dans Pune ou Pautre corde. 
Naturellcment, dans le cas de trois attributs, nous considérons Pen- 
semble d'enfants qui est la réunion de Pensemble des garçons avec 
Pensemble des enfants vêtus de rouge, puis la réunion de cette réunion 
avec Pensemble des enfants aux chevcux blonds. Alors nous pouvons 
dire que, dans la réunion totale, nous considérons tout enfant qui a 
Pun ou Pautre des trois attributs, c'est-à-dirc ; 

il faut que ce soit un garçon, ou qu'il porte du rouge, ou encore 
qu'il ait les chcveux blonds. 

On peut rendre le jeu des « ou... ou » plus réaliste et Padjoindre au 
jeu des réunions en disant qu5on va faire un club avec des règles pour 
y entrer. On dira, par exemple, que tous les garçons ont le droit de 
faire partie du club, de même que toute pcrsonne portam du rouge ou 
ayant des cheveux blonds. Les enfants verront que si on n'est pas 
garçon, on peut quand même être admis, pourvu qu'on porte du rouge ; 
et même si on n'a pas d^habits rouges et si on n'est pas un garçon, on 
peut quand même être reçu avec des cheveux blonds, On peut, bien 
entendu, multiplier les exercices et les enfants découvrent les situa- 
tions «si... alors...» correspondantes. Naturellement, avant d'en 
arriver là, il faudra faire pas mal de jeux avec les réunions et il faudra 
établir que tout élément d'une réunion de deux ensembles possède Pun 
ou Pautre des attributs définissant chacun des deux ensembles qui ont 
été réunis, 

1,7. Symboltsalton des opéraiions sur les ensembles 

A un certain stade de Papprentissage, on peut introduire les pre- 
miers symboles pour noter les opérations exécutées sur les ensembles. 
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Lcs réunions sonc géncralcmcnt désignées par un u et les interseccions 
par unn renvcrsé. Par exemple, si S ct T représentent deux ensembles, 
leur réunion s^crira S ij T. L'irLtersection de S et dc T s'écrira 
S n T. L'enscmble vide se représcntera, comme on l'a dcjà suggéré, 
cn ne mettant rien entre lcs accoladcs. Ainsi, pour marquer que S et T 
n'ont aucun élcment commun, on écrira 

S n T = { } 

Cela signifie que Tintersection des ensembles S ct T est Tcnsemble 
vide. En d'autrcs termes, Tensemble des éléments qu^ls ont en com- 
mun est vide, ou encore ils n'ont pas d'élcmenr commun. II pcut 
aussi se fairc qu'cn réunissant deux ensembles, on obtiennc tout l'unj- 
vers. Par exemple, si Tunivcrs est formé des enfants dc la classe, et que 
Ton appelle G 1'enscmble des garçons et F 1'ensetnble des filies, la 
réunion de G et de F donne 1'ensemble des enfants, dono Tunivers, 
On peut vouloir disposer d'une notation pour designer Punivers. On 
emploie souvent la lettre majuseule I, pour «identité o. Nous pourrions 
alors, dans notre exemple, écrire 

G U F = I 

Cela significrait que la réunion de 1'ensemblc des garçons et de l'en- 
semblc des filies est la mâme chose que Tensemble de tous les éléments 
de Tunivcrs. Nous disons, dans cc cas, que G est Fcnsemble complé- 
mentaire de F et F 1'ensemble complémentaire de G, mais (seulement) 
si G et F n'ont aucun élément commun, Ainsi les deux ensembles 
G et F sont complémentaires l'un de 1'autre si et seulement si les deux 
équations suivantes se verifient: 

(1) GuF= I 
(2) G n F = { } 

Ces équations signifient, dans ie langage moins concis de tous les 
jours : « L'ensemble des garçons et 1'ensemble des filies, si on les réu- 
nit, nous donne Pensemble de tous les enfants de la classe et il n'y a ni 
garçons qui soient à la fois des filies, ni filies qui soient à la fois des gar- 
çons ». Dans ce cas, il est évident que tout enfant doit être un garçon 
OU une filie et qu'aucun enfant ne peut être à la fois garçon et filie. 
Des exemples d'enscmbles complémentaires de ce genre se présentent 
souvent en mathémadque, les éléments des ensembles étant les élé- 
ments d'autres struetures mathématiques. Par exemple, si 1'univers 
est composé de 1'ensemble des nombres naturels, Uest-à-dire 1, 2, 3, 
4, 5, etc... on peut dire que Fcnsemble des nombres pairs et Fensemble 
des nombres impairs sont des ensembles complémentaires, car tout 
nombre naturel est pair ou impair, et il n'y a pas de nombre naturel qui 
puisse être à la fois pair et impair. Ainsi les équations (1) et (2) sont 
vraies toutes les deux à la fois pour Fensemble des nombres impairs 
et Fensemble des nombres pairs. Ces exemples peuvent aussi servir à 
illustrer cettc théorie, à condition que les enfants aient déjà acquis une 
connaissance pratique suffisante des nombres, Or, les nombres cn tant 
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que tels n'ont pas cncorc cté introduitSj à ce stadc ; nous nous propo- 
sons d'asseoir la notion de nombre sur cellc d'ensemblcs ct, à ce stadc, 
nous nous occupons encore des ensembles cn tant que tels. PIus tard, 
quand nous aurons introduit les nombres, nous pourrons considérer 
les ensembles dom les élcmcnts som eux-mâmcs les nombres ou les 
ensembles dom les élémcnts sont des ensembles de nombres, ct ainsi 
de suite. Le cie! est le seul plafond de ce genre de généraiisations en 
mathématique, même au nivcau de renscignement du premicr degré. 

1,8. Ensembh-différence, coinplément et lenrs symboles 

Nous avons vu qu'il est possible de partager Tunivers cn deux en- 
sembles complémentaires, tels que l'cnscmblc des garçons et rensem- 
ble des filies, si Tunivers est forme par tous les enfants de Ia classe. 
Bien emendu, cette opération peut Êtrc exécutée non seulement sur 
1'univcrs, mais encore sur nMmporte quel autre cnsemble. Dans ce 
cas, les ensembles partiels formes par découpage de 1'ensemblc d'ori- 
gine s'appellent des sous-ensembles. Par exemple, si nous prenions 
encore comme univers tous les enfants de la classe, les garçons consti- 
tueraient un cnsemble et, comme sous-cnsemblc, on pourrait prendre 
les garçons ágés de six ans. L'ensemble des garçons âgés de six ans 
constitue un sous-ensemble dc 1'cnscmble des garçons. Si maintenant 
nous voulons considérer les élémcnts dc 1'cnsemblc des garçons qui ne 
som pas dans le sous-ensemble, nous allons, naturellcment, prendre 
les garçons qui sont dans la classe mais qui n'ont pas six ans, c'est- 
à-dire ceux qui ont cinq ans, ou sept ans, ou huit ans, ou tout âge 
autre que six ans. La partie restante d'un ensemble, qui n'inclut pas 
un certain sous-ensemble, est dite ensemble-différence dc Pensemble 
de base et du sous-ensemble. Nous pouvons dire que Pensemble des 
garçons qui n'ont pas six ans est rcnsemble-différence entre Pensemble 
des garçons et Pensemble des garçons âgés dc six ans. On peut em- 
ployer une notation pour cette différence, un peu comme le signe 
moins pour les nombres. On emploie souvent un trait oblique. Admet- 
tons, par exemple, que G soit Pensemble des garçons et S Pensemble 
des garçons âgés de six ans, L'cnsemble G N S est alors Pensemble 
différence, c'est-à-dire Pensemble des garçons qui n'ont pas six ans. 
Appelons D cet ensemble différence : on peut alors écrire 

D = G \ S 

On peut également, bien sür, utiliser cette notation pour les ensem- 
bles complémentaires et, par exemple, écrire : 

G = I \ F 
F = I \ G 

La première égalité signifie que Pensemble des garçons est Pen- 
semble des enfants qui ne sont pas des filies. La seconde égalité signifie 
que Pensemble des filies est Pensemble des enfants qui ne sont pas 
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garçons. Ainsi, le signc \ nous permet de designer les ensembles 
compldmentaires. 

Pour commencerj il est bien d'utiliser cetce notacion avec parci- 
monie, On finíra par Pemploycr conjointcmcnt avec les signes de 
réunion cc d'intersection. Supposons, par exemple, que nous voulions 
parler de rintcrsection d'un ensemble avec un autre ensemble-diffé- 
rence ou avec un ensemble complémentaire. Soit, encore une fois, 
comme univers Tensemble dcs enfants de la classe et un ensemble B 
formé de tous les enfants blonds ; si Ton appelle R Tensemblc des 
enfants vítus de rouge, comment designerons-nous 1'ensemble dcs 
enfants habillcs de rouge qui n'ont pas les chevcux blonds ? Les enfants 
qui n'ont pas les cheveux blonds vont former Tensemblc complé- 
mentaire de cclut des enfants qui ont les cheveux blonds. Ainsi, Ten- 
semble dcs enfants qui ne sont pas blonds peut s'écrire I \ B. L'en- 
semble des enfants habillés de rouge s'écrit {R}. Or, ce qui nous inte- 
resse actuellement, c'est la partie commune, ou intersection, de ces 
deux ensembles. Nous écrivons 

(I \ B} n {R} 

Cet ensemble est celui dont nous avons parlé, c'est-à-dire 1'ensemble 
des enfants non-blonds qui portent du rouge ou encore 1'ensemblc des 
enfants porteurs de rouge qui ne sont pas blonds. 

Nous n msisterons jamais assez sur le fait que ce << calcul» sur les 
ensembles n'est pas à présenter à tout prix aux enfants. Ce qui compte, 
c'est de leur communíquer 1'idéc ^ensemble, Tidée de relation entre 
un élément et Vensemble, les notions á'ensemble vide, de réunion, d'inter- 
section et de compléments des ensembles. Si les enfants éprouvent 
une difficultc quelconque à utiliser le symbolisme, il faut renoncer à 
s'cn servir. II serait tout aussi facile dans la plupart des cas d'écrire 
la definition d'un ensemble sous la forme d'une phrase du langage 
courant, comme nous l'avons souvent fait jusquhci. Par exemple, au 
lieu d'écrire la définition d'un ensemble d'une manière formelle, 
nous pournons dire, conunc nous Pavons fatt '• c L?ensemble des 
enfants qui n ont pas les cheveux blonds et qui portent du rouge •). 
II se peut qu à certains âges et à certains stades, ce genre de descríp- 
tion verbale convienne mieux. II y a, bien entendu, un autre mode 
d'expression, ce sont les diagrammes de Venn : 

R / B 1 B 
non B R i non R 
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Notre ensemble se trouve à gaúche (R non B), Ccttc notation cst 
três claire et dcs que les cnfants ont compris que les limites des dia- 
granvmcs de Venn indiquent les conditions d'appartenancc à rensem- 
ble pour les objets qui sont dedans et de non-appartcnancc à Tensemble 
pour les objets qui sont dehors, il nc devrait y avoir aucunc difficulté 
à tracer le diagramme de Venn d'un ensemble queleonque. En fait, 
ce diagramme fera comprendrc aux cnfants la notion d'ensemb!ej que 
nousvoulons leur faire acqucrirj beaucoup plus vite et plus cfiicacement 
que toute autre notation formellc. Par contrc, il y aura dcs enfants qui 
apprccieront la concision et la bcautc d'unc notation formellc : il nc 
faut pas les en priver, de sorte que, finalcmcnt, on nc pcut poser à ce 
sujet aucunc règle rigide. Ce qui n^st pas douteux, c'est qu'il faudra 
bien recourir ne serait-ce qu^ une notation três simple pour conscrver 
trace de ce qu^n a fait^ et certaines abréviations scront probablcmcnt 
nécessaires. II ne será ni nécessairc ni souhaitablc de tout écrire in 
extenso en langage courant. Les cnfants sont prompts à abréger ; quant 
à savoir dans quelle mesure^ ce faisant^ iís peuvcnt progresser vers un 
langage plus concis et plus formei, c'cst la situation concrètc en classe 
qui permettra d'cn dccider. 

Les opérations sur les enscmbles qui vont avoir une influcncc im- 
portante sur Tintroduction dcs opérations arithmétigues sur les nombres 
sont: 

1) Topération qui construit 1'cnscmblc-réunion 
2) Popération qui construit rcnsembic-différencc. 

La réunion de deux enscmbles, dans 1c cas oii 1'intcrscction de ccs 
deux enscmbles sera vide, constituera le stade préalable à 1'opcration 
arithmétique d'addition. La découverte de la diffcrence entre deux 
enscmbles conduit à ia découverte de la diffcrence entre deux nombres, 
c'est-à-dire à 1'opcration arithmétique de soustraction. Mais, avant 
d'aborder ces opérations, il faudra découvrir le concept dc nombre 
en tant que propriété d^n ensemble, comme nous le montrerons au 
2° chapitre. 

1.9. Effets d'un changement d'univers 

Pour pouvoir introduire 1'opération de multiplication, ii faut d'abord 
que les enfants aient eu quelque expérience non seulement des enscm- 
bles d'objets, mais encore des enscmbles d'ensembles d'objets. Par 
exemple, on organisera les enfants dc la classe en paires ; on pourra 
ensuite parler d'un ensemble de paires d'enfants de la classe, et les 
éléments de cet ensemble ne seront plus constitués chacun par un 
enfant mais par une paire d'enfants. Ce faisant, nous passons de 1'uni- 
vers des cnfants à 1'univcrs des enscmbles d'enfants. II s'agit alors d*un 
univers beaucoup plus vaste; avec les trente enfants de la classe on 
peut constituer littéralement des millions d'ensembles d'enfants. II 
existe, en effet, de nombreuses manières de constituer, à partir de 
trente enfants, des enscmbles de trois enfants, de quatre enfants, etc. 
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Laissons notre Iccteur, si cela rintcresse, calculer combicn d'enscmbles 
diffcrcnts on pcut fairc avec trence enfants ou treme objets d'un 
univers. Le lectcur non-mathématicien sera surpris de la réponse. Ce 
n'cst pas seulcment !a vaste étendue de rappartenancc qui cst une sour- 
cc de difíiculié à cc stadc, mais cncore la différence de nature de cettc 
appartenancc, Cest souvent parce que les enfants n'ont pas appris à 
manipulcr dcs ensembles en tant qu'éléments d'autrcs cnsembles 
qu^ls ne sont pas capables de saisir pleinement tous les aspects du 
problèmc de la multiplication. Aussi pensons-nous qu'il faut se pcn- 
cher sur les ensembles dont les éléments sont des cnsembles. On 
pourraitj par exemple, prendre comme univers non seulcment dcs en- 
sembles d'enfancs, mais encorc peut-être dcs ensembles de blocs 
logiques ou des ensembles de meubles, etc... A tout moment, íl sera 
nécessaire de rappeler aux enfants que cc ne som plus des objets 
isoles mais des groupes ou des ensembles d'objets qui sont les éléments 
de Fensemble. Les diagrammcs de Vcnn procurem de bons exemples 
de la différence entre un problème posé dans Tunivers des blocs logi- 
ques et 1c méme problèmc posé dans Tunivers des cnsembles de blocs 
logiques. Par exemple, si on prend un diagramme de Venn composé de 
deux cercles, que dans Tun dcs dcux cercles on met les blocs blcus et 
dans Pautre les blocs rouges, dans 1'imersection nous ne pourrons pas 
mcttre de blocs du tout, parce qu'il n'y a pas de blocs rouges qui soient 
en même temps bleus, ni de blocs bleus qui soient en même temps 
rouges. Par contrc, si Funivers est constitué par des ensembles de 
blocs, aíors nous pouvons avoir des ensembles de blocs qui sont rouges 
et bleus, parce que dans 1'cnsemble nous pouvons mettre certains blocs 
blcus et certains blocs rouges. Aussi, dans Ic diagramme de Vcnn, dans 
ce cas, Fappartenance consistera en piles de blocs, Les piles, dans les 
parties de Fensemble rouge, qui n'est pas dans Fensembie bleu, seront 
composées entièremcnt de blocs rouges. Dans la partie de Fensemble 
bleu, qui n'est pas dans Fensemble rouge, les piles seront faites entiè- 
rement de blocs bleus. Mais dans Fincersection, c'est-à-dire dans la 
partie de Fensemble rouge qui est aussi dans Fensemble bleu, nous 
ferons des piles contenant à la fois des blocs rouges et des blocs bleus. 
Ainsi, si Funivers est composé d^nsembles de blocs, Fintcrsection du 
diagramme de Venn n'est pas vide ; si Funivers n^st composé que de 
blocs, Finterseccion du même diagramme de Venn est vide. 

2. les nombres 

2,1. Les nombres en tant que propriétés des ensembles. Ensembles équi- 
valents 

On ne répétera jamais assez que le nombre n'est pas du tout une 
chose. Cest une propriété, tout comme ia rougeur des joues ou la 
noirceur de ia nuit ou la rondeur des tours. Ces propriétés ne sont ni 
des objets réels, ni des événemems. La rondeur d'une tour n'cst pas 
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Ia tour clle-même. La noirceur de ]a nuit n'cst pas la nuit. Ce sont dcs 
propriétés, elles n'existenc pas jndépendamment. Dc môme, des 
nombres comme deux3 trois, quatre, n^xistcnt pas o concròcemcnt» : 
ce sont des propriétés des ensembics d'éicmcnts auxqucls ils se rap- 
portent; <> deux o est la propriété de tout cnscmble dc dcux objets, trois 
est la propriété de tout cnsemble de trois objcts. 

Pour découvrir cctte notion dc propriété, il faut que les cnfants 
jouent à àesjeux de correspondance tcnne à ter me. II leur faut apprcndrc 
à classer les enscmbles en ensembics équivalcnts. Par exemple, appor- 
tons des chapeaux en papicr dans la classe, et dcmandons aux cnfants 
8*11 y en a asscz pour que chacun en ait un. Y a-t-il trop de chapeaux, ou 
d^nfants, ou juste assez? Une fois la distribution tcrminée, il y aura 
peut-être des enfants sans chapeau, ou trop dc chapeaux, et il en rcs- 
tera quelques-uns par terre. Ou encorc, si on a bicn calcule, il y aura 
peut-être exactemcnt autanc de chapeaux que d'cnfants. Dans ce cas, 
nous aurons établi une correspondance terme à terme entre Pcnscmblc 
des chapeaux et Fcnsemble des enfants de la classe. Quand une tclle 
correspondance se trouve établie entre deux ensembics, on dit que 
ces dcux ensembles sont équivalents. Nous disons aussi qu^Is ont 
la mème propriété numêrique. Par exemple, s'il y a cinq cnfants dans le 
groupe et que nous leur donnons cinq chapeaux, il y a correspondance 
terme à terme en cc sens que chaque enfant n^ura qusun chapeau et 
qu'à tout chapeau correspondra un et un seul enfant. II n^ aura aucun 
enfant sans chapeau ni aucun chapeau sans enfant. Cctte propriété 
commune des deux ensembics, qui les rend équivalents par la possi- 
bilité d3établir une correspondance d'élémcnt à élément, est appeléc la 
propriété cinq1 ; avant que les cnfants commcncent à écrirc les chiffres 
qui symbolisent les propriétés numériques, il est indispensable quhls 
jouent à des jeux de correspondances de ce genre, ne serait-ce qu'en se 
prenant comme cléments d'un cnsemble et en utilisant des objets dc 
la classe pour faire dcs ensembles équivalcnts, et ainsi de suite. 

II n'est pas nécessaire que les ensembles équivalcnts appartienncnt 
au meme univers. Par exemple, on peut former un ensemble de tables 
dans la classe et former un ensemble d'ensembles de quatre enfants de la 
classe. Supposons qu'il y ait vingt-quatre enfants dans la classe et six 
tables. Dans ce cas, on peut mettre les ensembics dc quatre enfants en 
correspondance terme à terme avec 1'ensemblc des tables en mettant 
un ensemble dc quatre enfants autour de chaque table, On remarquera 
que chaque ensemble de quatre enfants a une table oü se mettre et que 
chaque table a ses quatre enfants autour d'elle. II n'y a aucune table 
sans ensemble d^nfants, aucun ensemble d'enfants sans table. Dans 
ce cas, nous n'avons pas établi une correspondance entre Pensemble 
des enfants et Pensemble des tables, mais entre un ensemble d'ensem- 
bles de quatre enfants et Pensemble des tables. La propriété commune 
de ces deux ensembles est, bien entendu, le nombre six. Le nombre 
quatre ne pénètre que par la petite porte. 
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On peut jouer de tels jcux avec les blocs logiqucs. Par exemple^ on 
rcmarquera qu')! y a autant dc pièces epaisses que de pièces minces, 
et qu'iL est facile d'établir une correspondancc termc à terme entre 
chaque pièce épaissc cr la piéce mince correspondante. La plupart des 
cnfants établiront une correspondancc entre tous les attributs autrcs 
que 1'épaisseur de touce pièce épaisse qu'ils joindront à une pièce 
mince. Ainsi, ils mcttront un grand cerclc jaune épais avec un grand 
cercle jaune mince, et ainsi de suite. II ne faut pas les en empècher, 
mais si un enfant suggère dc proceder autremcnt, on le laissera faire ; 
bicn plus, on Py cncouragera! II n'y a pas qu'une seulc correspondancc 
terme à termc entre deux ensembles, il y en a beaucoup. II n^st pas 
obligatoire qu'un certain chapcau aillc sur une certaine personne et 
sur elle seule, Tout chapeau en papicr peut aller sur tout enfant, du 
moment qu^l ne reste aucun chapcau sans enfant ni aucun enfant sans 
chapcau. On peut faire correspondre un à un tous les blocs bleus avec 
tous les blocs jauncs et on verra, là encore, que ia propriété numérique 
de Tcnsemble des blocs bleus est la mêmc que la propriété numérique 
de Pensemble des blocs jaunes, et encore que celle de Pensemble des 
blocs rouges. On peut encore faire correspondre les ronds bleus avec 
les carrés jaunes, II y a autant de ronds bleus que de carrés jaunes, 
puisqu'on peut les faire correspondre terme à terme. 

On pourra, bien cntendu, demander aux enfants de bâtir des en- 
sembles qui ne puissent pas être ainsi mis en correspondancc. Par 
exemple, supposons qu'on leur dise : o Prenons les carrés bleus et 
prenons les grands rouges ». II y a, naturellement, plus d'éléments dans 
Pensemble des grands rouges que dans Pensemble des carrés bleus. 
Les éléments de ces deux ensembles ne peuvent pas être mis en cor- 
respondancc terme à terme. Au niveau des nombres, nous disons que le 
nombre d'éléments dc Pensemble des grands rouges est plus grand que 
le nombre d'élémcnts dc Pensemble des carrés bleus. La possibilité 
d'établir des ensembles en correspondancc conduit à Végalité de 
leurs propriétés numériques et Vimpossibilité à Yinégàlité de ces pro- 
priétés. 

II y a trois manières possibles d'exprimer Pinégafité. On peut dire, 
par exemple, que le nombre d'éléments de Pensemble grand bleu n'est 
pas le mêmc que le nombre d'éléments de Pensemble de carrés rouges. 
«Pas le même» peut être symbolisé par le signe de Pégalité, mais 
barre (différent de) : 

N (grands bleus} N {carrés rouges} 

On peut préciser Pinformation en disant qu1!! y a plus d'éléments 
dans 1 ensemble des grands bleus que dans celui des carrés rouges. 
Cela s'indique par le signe > 

N (grands bleus} > N (carrés rouges} 
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De même, si nous voulons indiqucr qu'il y a moins cTélémcnts dans 
Fensemble des carrés rouges que dans cclui dcs grands bleus, nous 
emploierons le signe <1. 

N {carrés rouges} < N {grands bleus} 

Quant à la propriété numcnque cllc-mêmc, on rcxprimc, nous 
venons dc 1c voir, cn mcttant la lettrc N dcvant 1c signe de rcnscmble. 
Par exemple, nous écrivons 1'égaíité : 

N {carrés rouges} = N {ronds bleus} 

et cette égalité, c'est ccllc dcs propriétcs numériques de ccs dcux 
ensembles. II serait, bicn cntcndu, inexact de dirc que 1'cnscmble dcs 
carrés rouges est le même que 1'ensemblc des ronds bleus, tandis qu'il 
n'est pas inexact de dire que le nombre d'clémcnts de ces dcux ensem- 
bles est le même. Ainsi, nous venons de montrcr qu'on peut se placcr 
à deux niveaux différents quand on parle d'cgalité. Quand dcux ensem- 
bles sont égaux, la signification est toute différente de ce qu'elle est 
quand le nombre des éléments de ccs deux ensembles est 1c même. 
Ou eneorc, si nous voulons dire quefquc chose de 1'incgalité, nous 
pouvons ccrire 

N (grands rouges} > N {triangles jauncs} 

Cette notation traduit le fait que si nous voulons ctablir une corres- 
pondance entre Fensemble dcs grands rouges et Fensemble dcs trian- 
gles jaunes, il va rester dans le premier ensemble un certain nombre 
d'éléments auxquels ne correspondra aucun élcment dans le second 
ensemble. En présence d'une telle situation, nous disons que Ia pro- 
priété numérique du premier ensemble est plus grande que la propriété 
numérique du second ensemble. II est tout aussi importam de dccou- 
vrir des impossibilites comme de découvrir des possibilites. Le fait qu'il 
soit impossible d^tablir une correspondance terme à terrae conduit à 
1'idée à'mégalité, c'est-à-d!re à la négation de la propriété d'égalité; 
la possibilite d^tablir une correspondance terme à terme conduit à 
Fidée d'égalité entre les propriétés numériques convcnables. 

I. Les symboles <, > seront facilcmenc acquis par la manipulation 
réglettes emboitables ; 

D • □ 
D □ □ - 

-□ □ □ □ 

(N. D. É.) 
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2.2. Conservation du uombre 

On sait que, pour bcaucoup de jcuncs enfants, il y a plus d^bjeEs 
sur une table quand ces objets sont éparpillés et occupent plus de place 
sur )a table que quand ils sont serres les uns contre les autres, bien que 
leur nombre soit en réalité le meme dans les deux cas. Les enfants, 
dans les débuts, considèrent les termos <■ plus » et <■ moins <> comme 
signifiant c prenanc plus dc place » ou « prenant moins de place >>. 
Les jeux de correspondance terme à terme contribucront bcaucoup à 
dévclopper cn profondeur leurs conccpts sur cc point. 11 est bon, toute- 
fois, de faire faire aux enfants des « excrcices de conservation » pour 
bien leur faire sentir que les proprictés numériques d'un cnsemble ne 
changcnt pas avec !a disposition dc ses éléments. Par exemple, on pren- 
dra des perles et on les mettra tantôt dans une flúte à champagne, haute 
et étroite, tantôt dans une assiette plate. Pour commencer, on mettra 
une perle dans la flüte et une perle dans rassiette, puis deux dans 
chaque, puis trois. Inutile d'exiger des enfants une réponse numérique ; 
il suffit, à n'importc qucl stade, de leur demander s'ils croient qu'il y a 
plus de perles dans le verre ou dans l'assiette. Certains enfants pen- 
seront que ce sont les perles de rassiette qui sont les plus nombreuses, 
parce qu'elles sont éparpillées, d'autrcs croiront que c'est dans le verre 
parcc que la hauteur est plus grande. La plupart des enfants, toutefois, 
conviendront que, puisqu'à aucun moment on n'a mis plus de perles 
dans l'un des récipients que dans l'autre, le nombre de perles doit ètre 
le même dans les deux. Ces exercices fourniront un critère non-per- 
ceptuel, c'est-a-dire celui dc la correspondance un-à-un, pour décider 
si des ensembles contienncnt ou non le mêmc nombre d'éléments. Qui 
plus est, 1'acquisition de ce critère será plus efficace dans la mesurc oü 
les enfants prendront personnellement part à sa vcrification. 

Les enfants trouvent bcaucoup plus difficiles les exercices analogues 
intéressant la longucur. Ia surface et le volume. Bcaucoup d'enfants, 
quand on met côte à côte deux règles dc mème (ongueur, mais sans 
que leurs extrémités coincident, trouvent que la règle dont Textrémité 
est à droite est plus longue. De même, si on prend de Teau contenue 
dans un récipient large et peu profond et qu'on la verse dans un réci- 
pient ctroit et profond, ils croient que la mème quantité d^au, versée 
dans ce récipient haut et mince, fait « plus d'eau ». On constate 
souvent qu'cn leur disant qu'on n'a pas ajouté d'eau, cela n'ébranle 
aucunement leur conviction! Certains enfants s'obstinent alors à dire 
qu'on voit bien qu'il y a plus d^au. Cela signifie que Fidéc de volume 
(ou de capacite) n'est pas encare fixée dans leur esprit de manièrc 
utilisable. Ils n'ont pas encore compris quelles sont les transformations 
qui, en fait, laissent inchangés les volumes, les longueurs et, en general, 
toutes quantités. Si, dans ce cas, on obtient des réponses fausses à 
plusicurs reprises, mieux vaut abandonner 1'exercice : il est mani- 
festement prématuré pour ces enfants. Mieux vaut alors continuer à 
mettre en osuvre de nombreux récipients différents (dans le cas de 
volumes) et faire confiance au processus de maturation et de dévelop- 
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pement progressif de la compréhension profondc : Ia lurmèrc finira 
par jaillir. Quelques scmaines plus tard, il pcut forc bicn se faire qu'on 
obcienne des réponses três diílcrentcs : la nodon de conservation s'est 
installée. 

2.3, Le concept de succession 

Nous avons vu qu'on pcut établir un ordre entre les nombres, intro- 
duits en tant que propriétés de certaines classes d'cnsemblcs, cn pre- 
nant pour critère qu'il est impossible d^tablír une corrcspondancc 
élément par élément entre ensembles appartenant à des classes diffé- 
rentes. Par exemple, si on veut établir une relation d^rdre entre 2 et 4, 
il faut prendre un ensemble appartenant à Ia classe de tous les ensem- 
bles qui possèdent la propriété « dcux d et un ensemble appartenant à 
la classe de tous les ensembles qui possèdent Ia propriété « quatre *, 
Par exemple, nous pourrions prendre les ensembles 

Si nous essayons d'établir une correspondance terme à terme entre 
le premier ensemble et ie second, il est clair que nous échouerons à 
tous les coups. II restera toujours certains élémcnts du second ensemble 
qui n'auront pas pu être mis en correspondance avec un élément 
quelconque du premier ensemble. Dans ce cas, en généralisant à 
routes les paires possibles d'ensembles qu'on aurait pu prendre res- 
pectivement en classe 2 et en classe 4, on peut dire que 2 est moins 
que 4 ou que 4 est plus que 2, On dispose ainsi d'un critère toujours 
utilisable pour déterminer si un nombre est plus grand q^un autre, 
ou plus petit qu'un autre, ou si ces deux nombres sont égaux, même 
si l'on arrive à ce résultat par des voies différentes ; 

L'idée á'ordre ne nous donne pas encore celle de succession ou de 
voisinage, Quel est le nombre«voisin»,« suivant» d'un nombre donné ? 
Cest celui qui se rapporte aux ensembles ayant un élément de plus 
que les ensembles auxquels s'applique notre nombre. Aussi, pour 
introduire Pidée de succession est-il nécessaire d'introduire celle de 
« un de plus ». Bien entendu, les enfants peuvcnt apprendre à « comp- 
ter d en répétant la série conventionnelle des adjectifs numéraux, des 
nombres cardinaux. Avec cette série, Tenfant n'a aucun besoin de 
savoir que pour obtenir le « suivant» de 5 il faut ajouter 1 à 5 et obtenir 
6. II lui suffit de réciter la suite de mots qu'il a apprise par coeur, et 
celui qui vient après <i cinq » será «le suivant » et il saura que c'est 

{Sylvain, Cathcrine) ct 

2+3 = 2x4-3. 
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<i six d. Mais cette façon de fairc laisse compiètemem séparécs les idées 
de d un de plus de « voisin » ct de « suivant ». II a été amplement 
démontré que cant que les enfants n'ont pas dans une certaine mcsure 
réussi à fairc Ia synthèse entre ces deux idéesj tout leur travail sur les 
nombres risque d'ècre fait « au petit bonheur la chance et ils ne sont 
pas capables de raisonncr cfficaccment sur les situations arithmétiques 
les plus simples. 

Lc jeu décrit en 4.2 (p. 47) peut être rendu independam de toute 
base de numération; voire de la connaissancc des nombres, en faisant 
construirc aux enfants des piles de cubes de manière récurrente, 
c'est-à-dire en se référant à la pile préccdentc chaque fois qu^ls con- 
struisent la pile suivante1. 

Le premier cxercice est três simple. Prendre un objet. On a la 
première pile. 

Ensuitc, construire un enscmble équivaient au premier ensemble 
(ou à la premíère pile). Autrement dit, Fenfant doit sortir un autre 
objet. Puis on lui demande de mettrc un autre objet avec cet objet. 
II a alors construir son second enscmble (sa deuxième pile). 

Ensuite, on construir un ensemble équivaient au sccond ensemble. 
Cela fait, on prend un autre objet et on le joint à Fensemble qui vient 
d^tre construir. On a maintenant réalisê le troisieme ensemble, 

Ensuite, de nouveau, on « copie » le demier ensemble, c'est-à-dire 
qu'on construir un enscmble équivaient au troisieme enscmble. On 
ajoute un objet à ce nouvel ensemble, et voilà le quatrième ensemble. 

On continue de Ia sorte aussi longtemps que possible, de préférence 
jusqu^ ce que Fenfant ait perdu le compte du nombre d'objets entram 
dans la composition des piles successives, 

Maintenant, ia maitresse montre les deux premières piles et demande 
aux enfants qui ont assiste à la construction de Ia série laquelle a le 
plus d'objets. La question suivante est: « Combien d'objets en plus 
y a-t-il dans la plus grande des deux ? », Poursuivant Finterrogatoire, 
on remonte la série, en montrant toujours deux piles consécutives. Les 
enfants ne sont pas longs à saisir que la pile <i suivante » a toujours un 
objet de plus, puisque d'ailleurs c'est ainsi qu'on Fa constituée. 

L'ctape suivante pourrait consister à montrer la première et ía troi- 
sième piles, puis la seconde et la quatrième, puis la troisième et la 
cinquiòmc (mais bien entendu sans prononcer les adjectifs ordinaux!), 
et à poser les mêmes questions, Bcaucoup d'enfants qui auront répon- 
du avec succès à la série de questions précédente vont commencer par 
croire : 

a) ou bien que la plus grande pile comprend maintenant trois ou 
quatre élémems de plus que Ia plus petite, même si elle n'est qu'ã deux 
intervalles de la précédente, 

b) ou bien que Ia plus grande pile a seulement un élément de plus 
que la plus petite. Si on leur demande pourquoi ils répondent ainsi, 

1. Ce jeu est dü à P. Greco, dans une forme légèrement différente, Voir 
Étudcs, XIII, sur la consiruction du nombre. 
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íls disentj dans le prcmicr cas, que maintenant les piles sont tcllement 
grandes que les plus grandes doivent Ctre beaucoup plus grandes que 
les plus petices, et, dans 1c sccund cas, que les piles sonc tellcment 
grandes qu^llcs sont presque parcilles et qu'il n'y a pas tant de dif- 
férence. 

II est évidene que ces enfanes n'ont pas cncore ctabli un lien utili- 
sable entre la succession des nombres et les quanticés qu'ils repre- 
sentent, Tout en sachant que un et un font dcux, ils nc réaliscnt pas 
qu'un de plus et un de plus c'est deux de plus. On verra que lorsquc les 
enfants ont joué avec les états et les operateurs, et ont établi des équi- 
valences entre des successions d'opératcurs et des opérateurs isoles, 
les difficultés que nous venons d'évoquer disparaissent dans une iarge 
mesure. 

2.4. Addition et soustraction 

Nous avons vu dans notre scction sur les cnscmbles que rexpérience 
préalable nccessaire à raddition des nombres est Ia réunion d'cnsem- 
bles qui n^nt pas d^léments communs. II est intéressant de demander 
maintenant aux enfanes qucllc est ia propriété numérique de Tensemblc 
réalisé par la réunion de deux cnscmbles dont ils connaissent déjà les 
propriétés numériques. Cela ne va pas présenter de difficultc parti- 
culière, car une fois les deux cnscmbles réunis, les enfants vont tout 
sitnplement compter la totalité des éléments. Réfléchissons un instant 
à ce que cela signifie. Que font-iís quant ils •> comptent »? Ils établis- 
sent, c'est évident, une correspondance cerme à terme, entre les élé- 
ments de Tensemble à o compter » et les éléments d'un enscmble de 
c mots étalons » tenu en reserve dans la mémoire. Dans notre exemple, 
ils établissent la correspondance entre les éléments de Tcnsemble 

{un, deux, trois, quatre, cinq, six...} 

et les éléments de Tensemble de tables quMl s'agit de •> compter ■>. 
Compter n^st qu'un cas particulíer d'établissemcnt d'une correspon- 
dance entre ensembles, l'ua des ensembles étant un ensemblc-étalon, 
une espèce de monnaie intemationale en fonetion de laquelle on mesure 
tout ensemble. II convient de se rappeler que cette mesure est assurée 
par toute une série d*ensemblcs dont le premier est {un}, le second 
{un, deux}, le troisième {un, dcux, trois}, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, que Tensemble des garçons de la classe ait 
la propriété numérique quinze, et que Tensemble des filies de la classe 
ait la propriété numérique scize. La propriété numérique de la réunion 
de ces deux ensembles será alors trente-et-un. Or, la réunion de ces 
deux ensembles constitue celui des enfants de Ia classe, de sorte qu'au 
niveau des ensembles on peut dire ; 

{garçons} u {filies} = {enfants de la classe} 
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Pour passer au niveau suivant d'abstraction, il nous faudraic dirc : 
N {garçons} + N {filies} - N {enfants de Ia classe}. Or, Ic premier 
terme de ccttc équation s'ccrit habituellemenE avec les chiffrcs 15 et le 
sccond avcc les chiffres 16, tandis que le second membro de 1'cquation 
s'écriE 31. En définitivej écrire 15 + 16 = 31 serait une manière à la 
fois plus courantc et plus » avancée » d'écrire cctte relation particulière. 
Bicn entendu, il pcut être sage de ne pas commencer par des nombres 
à deux chiffresj dont la complexíté relative peut derouter les enfants 
à ce stade : ils risquent fort de ne pas saisir tout ce qui est implicitement 
contenu dans le « un » et le « cinq » de 15 ou dans le « trois o et le « un » 
de 31, Naturellement, la plupart des enfants admettent sans difficulté 
que quinze s^crive avec un 1 suivi d*un 5, mais ils le confondent par- 
fois avec 51 quand ils n'ont pas encore acquis solidement la notion 
de valeur positionnelle. Mais si on leur apprend que 15 représente le 
mot quinze et 16 le mot seize, et qu^n ne fait aucune tentative pour 
décomposcr le symbole cn ses élémentSj 1 se rapportant à u?t ensemble 
de dix et 5 à cinq objets, on ne leur aura fait aucun mal. Nous croyons, 
toutefois, qu'il est plus súr, dans les débuts, de s'en tenir a de petits 
nombres; les enfants acquerront Tidée d'addition aussi efficacement 
avec des petits nombres qu'avec des grands, et sans doute même plus 
efficacement'. 

L'opération de soustraction d'un nombre d'un autre nombre est de 
toute évidence le correspondant numérique de Topération de recherchc 
de l'ensemble-différence entre deux ensembles. Soit Fensemble con- 
stitué par les garçons et le sous-cnsemble formé par les garçons aux 
cheveux blonds ; on peut enlever ce sous-ensembie, et alors Ia diffé- 
rence entre Fensemble des garçons et Tensemble des garçons aux che- 
veux blonds est constituée par l'ensemblc des garçons qui n'ont pas les 
cheveux blonds. Supposons maintenant que la propriété numérique de 
fensemble des garçons soit dix et celle de Fensemble des garçons 
blonds trois : la propriété numérique de Fensemble-différence sera 
alors sept. Le calcul de la propriété numérique de Fensemble-difFé- 
rence de deux ensembles constitue Fopération de soustraction. De 
même le calcul de la propriété numérique de Fensemble formé par la 
réunion de deux ensembles constitue Fopération arithmétique que 
nous appclons addition. 

2.5. Multiplication 

On peut introduire la multiplication en faisant appel à une opéra- 
tion assez intéressante touchant aux ensembles et connue sous le nom 

1. II existe actuellement deux systòmes, mis au point aux Étals-Unis, Fun 
par Patrick Suppes et Fautre par Paul Rosenbloom3 qui permcttent de tirer 
les idées et les techniques de Faddition, voire de !a soustractíonj de Fexpé- 
rience antérieurement acquise en matière d'ensembles et d'opérations sur les 
ensembles. 
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de produit cartésien. Supposons que nous ayons dcux cnscmblcs : un 
ensenvble de chapeaux et un ensemble d'enfants, II n'est pas néccssairc 
qu'il y ait autant de chapeaux que d'enfants. Examinons toutes les 
manières possibles de mcttre un chapeau à un cníant et formons un 
nouvel ensemble avec toutes les paires qu'on pcut consritucr avcc un 
cnfant et un chapeau. Admettons qu'il y ait cínq cnfants et trois cha- 
peaux : chacun des cinq cnfants pcut mcttre Tun quclconquc des trois 
chapeaux. Ainsi, le premicr cnfant aura trois manières de mcttre un 
chapeau; il en scra de mèmc du second, dc mêmc du troisièrne^ de 
même du quatrième et de même du cinquièmc. Cela fera, en tout, 
quinze combinaisons. L'ensemble de toutes les combinaisons possibles 
entre un chapeau et un cnfant est appclc produit de Vensemble des 
chapeaux par Vensemble des enfants. 

Prenons un autre exemple. Nous disposons sept haricots en une 
rangée et constituons ainsi un ensemble dc haricots. Disposons en 
dessousj sur une secondc rangée, un second ensemble de sept haricots, 
pms, en dessous, une troisième rangée, cncore dc sept haricots. Nous 
avons ainsi trois rangées, c'est-à-dire trois cnsemblcs dc haricots, et 
dans chaque ensemble il y a sept élcments. Et maintenant, commcnt 
construire le produit ccrtésien entre 1'ensemble des haricots d'unc 
rangee et Tensemblc des rangées que nous avons disposées sur la table ? 
Ce serait le moment de se rappeler les équivalences entre ensembies et 
de constater que Tensemble des colonncs ainsi formécs est un ensemble 
equivalent de Pensemble des haricots dc Pune queleonque des rangées, 
En d'autres termes, il y a autant de colonncs dc haricots dans notre 
disposition qu^l y a de haricots dans une rangee donnée. On peut donc, 
pour Pétablisscmcnt du produit cartésien, remplacer Pcnsemble des 
haricots d'une rangée par Pcnsemble des colonncs. Ce sera plus facile 
parce qu'alors on n^ura pas besoin dc choisir une rangée particulière 
de haricots pour former le produit par Pcnsemble des rangées. For- 
mons donc le produit de Pcnsemble des colonncs par Pcnsemble des 
rangees. Ce produit va consister en toutes les paires possibles formées 
d une colonne et d'une rangée. Autrement dit, on peut faire une paire 
avec la première rangée et la premiòre colonne, une paire avec la 
deuxième rangée et la première colonne, une paire avec la troisième 
rangée et la première colonne, une paire avec la première rangée et la 
deuxième colonne, et ainsi de suite. En tout, il y a vingt et une paires, 
ce qui est précisément le nombre de harictots posés sur la table, car 
chaque haricot se trouve à Pintersection d'une, et d'une seule rangée 
avec une, et une seule colonne. Nous nc voulons pas dire pour autant 
que 1 introductíon du produit cartésien constituo la meilleure manière 
d introduire la multiplication. Elle ne Pest peut-être pas, mais ce que 
nous voulons dire, c^st qu'y recourir constitue peut-être une manière 
d occuper les enfants les plus doués pendant que les autres, plus lents, 
seront en train de rattraper leur retard dans la formation des concepts 
d'addition et de soustraction. 

L/une des dífficultés qui ne ressort pas immédiatement de ce qui 
précède, c'cst qu'!! faut que les enfants comprennent bien que Ven- 
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semble de haricots de 1'excmple ci-dessus est un ensemblc équivalent dc 
Vensetnblc de paires de rangées et de colonms. A chaque paire formée 
d'unc rangée et d>une colonnc correspond un et un seul haricot. Et à 
chaque haricot correspond une et une seule paire formée d'une rangée 
et d'unc colonne. Dc ia sorte, la propriété numérique de Fensemble de 
paires de rangées et de colonnes doit être la même que la propriété 
numérique de Ecnsemble de haricots disposés sur Ia table. Cest la 
raison, d'ailleurs, pour laquelle cette forme de multiplication esc 
peut-êtrc un pcu artificielle. 

L'introduction courante consistera à laisser les enfants compter les 
ensembles équivalents et former des ensembles d^nsembles équi- 
valents, puis compter les éléments de ces ensembles d^nsembles. 
Autrement dit, dans le cas des haricots, on a fait trois ensembles équi- 
valents de haricots. Ils sont équivalents puisque chacun est composé de 
scpt haricots. Puis il y a un ensemblc d'cnsemblesj c'est-à-dire un 
ensemble de rangées dans ce cas; Tensemble de rangées possède la 
propriété numérique de trois et chaque ensemble de haricots a la 
propriété numérique dc sept. Si donc nous formons la réunion des 
ensembles de haricots que nous avons disposés en rangées et si nous 
calculons la propriété numérique dc cet ensemble-réunion, nous obte- 
nons un troisième ensemble dont la propriété numérique est vinge et 
un. Cest le produit des propriétés numériques de 1'ensemblc des ran- 
gées et de 1'ensemble des haricots de chaque rangée. 

Appelons R 1'ensemble des rangées de haricots et appelons Hu 
H, ou ou, encore, en resumé, H, si nous nc souhaitons pas faire 
de diffcrence entre les rangées, 1'ensemble des haricots de chaque 
rangée. Les propriétés numériques sont alors : 

N {H} = 7 
N {R} =3 

D'autre part, la réunion de Hj, Hjj et H3, c^st-à-dire 

{HU U H, U H3} 

constitue 1'ensemble-réunion dont nous voulons calculer la propriété 
numérique. Cette propriété numérique, c'est le produit des deux 
nombres 3 et 7. Si on appelle P 1'ensemble-réunion, on a 

N {P} = N {H} x N {R} 

et « multiplié par o est 1'opération nécessaire au calcul de la propriété 
numérique dc Pensemble-réunion en cause. 

II est importam de saisir que dans cette opération on est allé au-delà 
de Pidée d'additÍon. II est vrai qu'on obtient la même solution au 
problème en additionnant les trois termes qu'en multipliant par trois. 
Mais ce n'cst pas parce que la réponse est Ia même que 1'opération est 
Ia même. La multiplication implique une nouvelle sorte de variable, à 
savoir le multiplicateur, qui compte des ensembles. Le multiplicateur est 
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une propriéie des cnsembles d'cnscmbles, Lc multiplicandc est une 
propriétc des enscmblcs. Aussi les dcux factcurs nc sa rapportcnt-ils 
pas au même univers. En fait, il n'y a pas de factcurs dans le cas dc 
1 additioiij parcc que Ic nombre d'clcmcms à additionner est sans inci- 
dcnce sur la nature du problème. Les maitres qui enseignent que la 
multipíication n'cst qu^nc addition répétée rendem un mauvais 
service à leurs élèvcs. En, rcalitc, ils íeur cachent la difiteulté et, mime, 

r assènent une contre-vérité, II est peut-être utile de se rendre 
compte de ce que la strueture logique de rarithmctique demeure rela- 
tivemcnt simplernnt qu'il nc s'agit que de I'addition et de la soustrac- 
tion, alors que 1 introduetion de la multipíication pose des problèmes 
tout différents. II en resulte - et cela, les maitres ne doivene jamais 

ou er ~ unc difficulté d'un ordre plus grand dans racquisition. du 
concept de muldplication, comparée à celle du conccpt d'addition. 
Uans la multipíication, on a affaire à deux univers différents â la fois, 
alors que dans 1'addition il nc s^git que d'un seul univers, cclui des 
ensem es. Dans 1 addition, tout nombre se rapporte au méme univers, 
ce ui es cnsembles. Dans la multipíication, au contrairc, certains 
nombres se rapportent aux cnsembles et eTautres aux cnsembles 
d cnsembles, Cest là un différence considcrable, et les cxcrcices que 
les enfants auront faits avec des cnsembles, et avcc des cnsembles 
d cnsembles, et même avec des cnsembles d'ensemblcs d'cnscmblesj 

les aideront considérablemcnt, par la suite, à se colleter avcc les pro- 
blèmes que leur posera la multipíication. 

2.6. Divtsion 

Un moment vient oü il faut introduire la division. La forme la plus 
simpie de division, c^st lc partage. On a un cnscmblc et il s'agit de le 
séparer en un ccrtain nombre de sous-cnsembles cquivalents. Le resul- 
tar de la division, c'est lc nombre d'ciéments qu'il y aura dans chacun 
de ces sous-ensembles. Supposons, par exemple, un cnsemble e 
i2 noix, qffil s'agit de repartir en quatre sous-ensemblcs cquivalents . 
le resultar recherché, c^st la propriété numérique de chacun de ces 
sous-ensembles. Cest 3, bien entendu. Quand on partage 1 ensem e 
de 12 noix en 4 sous-ensembles, la propriété numérique de chacun c 
ces sous-ensembles équivalcnts est 3. Cest assez facile à faire, et ^les 
enfants comprennent que c'est cn quclque sorte Fopposé de^ ^ 
fait quand on multiplie. Quand on multiplie, on a 1'?^s,el? • e 

sembles et sa propriété numérique ainsi que la ProPrJCte., "l. , „ 
de chacun des cnsembles dont est composé 1 ensem ^ e . ■ Je 
Le problème est de trouver la propriété numérique de , 
tous ces cnsembles qui sont les élements de 1 ensem c , des 
Dans la division5 on part de la propriété numenque^ - ~ ap, 
enscmblcs d'ensembles ; on a également la propnete numenque a 
1'ensemblc d'ensembles et on cherche Ia propriété numenque de cíia- 
que ensemble dont Fensemble d^nsembles est compose. 
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Première situatiou ; 

N {E13 E2) E,  En). 
ct N {E,} = N {Eo) = N (E;)} — ... N {E„} sont connus 

Problème ; 
Quelle est la réponse à N {E, u E2 u E^   u En}? 
Cest par la multiplication que Ton resout le problème, 

Deuxiènte sittiatiou : 

N {El u E2 U E:) U  , EJ 
et N (E 13 E2j E:13   En} sont connus 
et on sait que 

N {E,} = N {E2} = N {E3} = N   (En) 

Problème : 
Quelle est la valcur commune de N {E,}? 
Ce problème a sa solution dans une division, 

Troisiètne situation : 

N {E i u E2 u E;) U  E J 
et N {Ej est connu. 

Problème ; 
Quelle est la valeur de N {E U Ejj, E;j ... } ? 
Ce problème a cgalement sa solution dans la division. 
Quant aux moyens de venir à bout des difíicultés inhérentes à la 

strueture ci-dcssus, nous les avons indiques ci-dessous p. 114, 

3. ÉTATS ET OPÉRATEURS 

3.1. États et operateurs en mathématique 

Une bonnc partie de la mathématique se rapporte à Tétude des états 
et à Tétude des opérateurs qui entraínent la transformation de ces états 
en d'autrcs états. Par exemple, Taddition constitue une situation de ce 
genre. 11 en est de même de Ia soustraction et de toute autre opération 
arithmétique. Dans 1'addition, on a la situation suivante : 

Soit un état d^rigine, par exemple Ia propriété numérique d'un 
certain ensemblc : trois livres posés sur Ia table. Cet ensemblc de trois 
livres est 1'ensemble d'origine et sa propriété numérique, trois, consti- 
tue Pétat d'origine. Effectuons maintenant une transformation. Ellc 
peut être de reunir cet ensemble de trois livres à un autre ensemblc, de 
quatre livres, qu^n vient de poser sur la table. Idopérateur, c'est la 
propriété numérique de 1'ensemble qui vient d5être posé, et qu'il s'agit 
de reunir à Tensemble existam à 1'origine sur la table. La propriété 
numérique de Penscmble original est trois, et la propriété numérique 
de 1'opérateur est quatre. Bien entendu, une fois que les deux ensem- 
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scpt. 
trois » a été appíiqué un opijraicur « ajoutcr quatrc ■>, ce qui a dorme un 
« état-sepc i>, On pcut cn dirc autant de la multiplicacion. A r« état- 
trois d qui est sur la tablc on appliquc l'opératcur « multiplier par 
quatre », Ceia signifie quc^ sur une autre tablc par exemple, nous 
voulons crécr un état dans Icquel il y aura quatre fois autant de livres. 
Nous alions considérer un enscmble d ensemblcs cel que dans cliacun 
de ces ensemblcs il y aura trois livres et qu'ainsi cct enscmble d'en- 
sembles comprendra un enscmble de trois livres, un autre enscmble de 
trois livres, un autre cnsemble de trois livres et encorc un autre en- 
scmble de trois livres. La propriété numerique de cct cnsemble d'en- 
scmbles est, naturellement, quatre, et c'est lã notre opérateur qui agit 
maintenant en tant que multiplicateur. Le nouvel état qm a été 
engendré s'obiient en calculam la propnetc numerique de la rcunion 
de tous les ensemblcs de livres qui vicnnem d'etre poses sur la table 
Cette propriété numerique est de douze. Ainsi, dans cecas on est 
parti d-un « état trois » et par une operation de muluphcation par 
quatre » on a obtenu un « état de douze ». Bien entendu, on peut uu 
Hser les ctats et les opérateurs à bien autre chose qu a compter 1 ap- 
partenancc à des ensemblcs ^d>0rigínc.^^exíiSle, on 

pe^Sre de límt d'un enfant de la classe qu'il est d'êtrc debout dans 
nn coin de la oièce On pcut cnsuite lui appliqucr un operateur (par 
exemple fairc^lcux pas en avant) qui 1c place en un autre cndroit de 
ÍTptóce On pcut tout aussi bien lui donncr d-autres ordres, comme 
de fairedes pas de côté ou en arrière, ou dc a'asscoir, ou de monter sur 
une chaisc, et ainsi de suite. Dans chacun dc ces cas, 1 etat imtial est Ia 
position dans laquelle sc trouvait 1'enfant jusqu au moment ou, par un 
opérateur, cct état a été transforme en un autre état. 

On • • '   
Par 
teur : c'est Popérateur. 
est différent, à savoir « obscur ». Et si on actionne dc nouveau Tinter- 
rupteur, 1'état change encore une fois. Voilà un enscmble de change- 
ments trés simple. II n'y a qu'à actionner 1'interrupteur. On peut com- 
pliquer le jeu avec dcux interrupteurs, commandant chacun une lampe 
différente, On a alors trois sortes de changements — actionner l'un des 
interrupteurs, actionner Fautre interrupteur, acdonner ies deux inter- 
rupteurs à la fois, On peut même, si on veut, pour compléter le tableau, 
y inclure Fopérateur qui consiste à n'actionner aucun interrupteur. 
Mais c'est un peu compliqué, et il ne faut pas aller trop vite. « Ne rien 
faire» en tant qu'opérateur correspond à zero dans 1'addition et à un 
dans la multiplication, 

Nous avons décrit des jcux dc ce genre dans notre IIe partie. 
Jouer à prendre un opérateur pour passer d'un état initial à un état 
final, c'est, si vous voulez, jouer à des jeux état-opérateur-état. 
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3.2. Les opérateurs itwerses en général 

Aprcs avoir joué à quclques jeux état-opérateur-état, on peut se 
demander ce qu'il faut faire pour revenir à TétaE initial. Par exemple, 
si on a fait trois pas en avant, que faut-ii faire pour se retrouver dans 
Pétat oü on était avant Popération? Trois pas en arrière, c^st certain. 
Lc dcplaccmcnt, la transformation, Topcration de faire trois pas en 
avant sont « annulés » par lc mouvement qui consiste à faire trois pas en 
arrière. De même, deux pas à droite sont annulés par deuxpas à gaúche, 
et une intcrvention sur Finterrupteur cst annuléc par Tintervention 
suivante ; s'il y avait de la lumière avant qu'on 1'actionnc, il y en aura 
de nouvcau quand on Pactionnera une seconde fois, et de même si 
1'obscurité régnait au début, elle régnera encore quand on aura ac- 
tionnc deux fois Tinterruptcur. II n'en esc pas Cout à fait de même dans 
le cas dcs deux pas en avant. Si, après avoir fait deux pas en avant, on 
en fait encore deux en avant, on ne se trouve nullement ramené au 
point de départ ; on s^n trouve encore plus éloignc, alors que si on 
veut se retrouver au point de départ, il faut faire deux pas en arrière, 
c'est-à-dire en sens contraire. Prenons un autre exemple; si on dit 
d faites demi-tour sur placc » deux fois de suite, 1'exécutant se retrouve 
dans sa position initiale •, s'il était face au tableau noir, il est encore 
face au tableau noir après deux demi-tours. De même, si on retourne 
un cahier sur son envers, puis si on lui fait faire encore un demi-tour 
dans le même sens : on cst dans le même cas que pour 1'interrupteur. 
On peut joucr ainsi à divers jeux « operateur-état-opérateur « avec les 
enfants. On peut, par exemple, reprendre le cahier et voir si on ne peut 
pas imagincr d'autres mouvements, On peut le faire tourner, en effet, 
de différentes façons : on peut le basculer en ramenant le haut vers soi 
(ou en éloignant de soi le bas, ce qui est équivalent), ce qui constitue 
un premier mouvement; on peut aussi le faire tourner comme on tour- 
ne une page, de droite à gaúche (ou de gaúche à droite, c'est la même 
chose), ce qui fait un second mouvement. Si on attache de Timpor- 
tancc au sens dans lequel se trouve le cahier après sa rotation, ces deux 
mouvements ne sont pas équivalcnts ; dans le premier, la couverture 
arrière du cahier, oü est généralement impriméc une table de multi- 
plication, se retrouve tête-bêche, et la table est à 1'envers ; dans le 
second mouvement, au contraire, elle demeure dans le sens de la lec- 
ture, Enfin, on peut faire tourner le cahier à plat sur lui-mêmc sans le 
soulever de la table, de sorte que lc dessus demeure dessus et le dessous 
en dessous, mais que les inscriptions de la couverture sc retrouvent à 
Pcnvers : 

rccto OEJ3A rocto veroo recto O^BJ: 

wX V-^' 
1 2 3 
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II y a donc trois maniàrcs dc tourner le cabicr, et celui-ci pcut être 
dans quatrc états diffcrcnts : rccto apparcnt à Tcndroit, verso apparcnt 
à 1'endroic, verso apparcnt à Tenvers, recto apparcnt à Tenvors. Quant 
aux transfornjationsj nous cn avons considéré trois iusqu'à présent 
(voir figure). II y en a une quatriòme qui consiste á nc rien fairc du tout, 
qui correspond à Fabscncc d'action sur rinterrupteur, II scra íntéres- 
sant de voir combicn d'cnfants saisissent que les règles du ;cu du cahicr 
sont les mêmes que ccllcs dc rinterrupteur. 

3.3. Les opératcurs iitverses oi arithtnétique 

Ayant joué à des jeux qui rctablissent Ia situation originale, on pcut 
appliquer cette expéricncc à I'écudc des opérations qui rétablisscnt la 
situation dans le cas de l'addition, de la soustraccion, de la multipli- 
cation et de la division. Par exemple, si on a sur la table un « état-sept" 
parce qu'on y a mis sept livres, on peut cxécuter une opération d^n- 
lèvement d'un enscmble, effectuant par 15 la soustraction de sept du 
nombre correspondant; si on enleve trois livres, (Test-à-dire un sous- 
ensemble de trois livres appartenant à Pcnsemble dc sept livres, Pen- 
semble-différence restant aura Ia propriété numérique dc quatrc. Que 
faut-il faire pour rétablir la situation dans son êtat initial ? II est évidcnt 
qu'il faut remplacer Pcnsemble enleve par un enscmble équivalent 
quelconque. Si on rcmplacc Pensembíc qui avait été enleve par un 
autre enscmble quelconque équivalent à Pcnsemble enleve, on rétablít 
la situation arithmétique dans son état antcricur, meme si on n'a pas 
rétabli Ia situation matéricllc exactc de Pcnsemble, En d'autrcs termes, 
on auraic pu remettre trois pommcs à la place des trois livres. II y 
aurait néanmoins un ensembie d'clcmcnts, resultam de la réunion de 
Pcnsemble des quatre livres avcc Pcnsemble des trois pommes, qui 
sera équivalent à Pcnsemble de sept livres. Ainsi, cn ce sens, les opé- 
rations de retranchcr trois et d^jouter trois sont des opérations 
inverses Pune de Pautre. Si on ajoute trois après avoir rctranchc 
trois, on se trouve ramené au point de départ, Les maitres ne se 
rendent pas toujours compte à quel point c'est peu evident, II n'est pas 
immédiacement évident que la soustraction est Pinverse de Padditíon, 
et il n^st pas non plus évidcnt que Paddition est Pinverse de la sous- 
traction. Ces relations, il faut les apprendre, et si on n'a pas prévu cette 
acquisition, elle peut ne pas intervenir. 

Un autre jeu qu'il est essentiel de jouer, c'cst celui qui consiste à 
trouver Popérateur qui conduit d'un certain état à un autre état. Sup- 
posons qu'on ait un état de cinq, et qu'on veuille aboutir à un état de 
sept, quelle opération faut-il faire? Ou cncorc, supposons qu'on ait 
fait intervenir un opérateur de trois et qu'on soit arrivé à un état de 
sept, de quel état était-on parti? On pcut, naturellement, combiner 
additions et soustractions de manlèrc à rendre le jeu plus complexe, et 
les enfants prennent grand plaisir à compliquer eux-mêmes progres- 
sivement ces problèmes. 
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Pour joucr à ces jeux, on peut concrétiser la situation initiale cn dis- 
posant un récipiem sur la table, destine à indiquer Tc état » de la table3 
et mcttre dans la main d'un enfant un autre rccipicnt, qui représentera 
INi opérateur ». On place un certain nombre d^bjets dans Ic récipicnt 
o état» de la table. Quant au rccipient <> opérateur» il peut servir 
comme « apparcil qui complete » ou comme « appareil qui enleve 
On met un certain nombre de choses dans 1c « récipient opérateur » 
puis on fait la réunion de cet enscmblc de choscs avec l'ensemble de 
choses qui est sur la table. L'état qui en résultc sur la table est cclui 
qui a été provoqué par Fopérateur qui complete. On peut de même 
utiliser le o récipicnt opérateur » pour enlcver des sous-cnsemblcs de la 
table, L'état qui en résultc sur la table est celui qui a été provoqué par 
1'opération d^nlèvemcnt. 

Supposons qu'on ait sur la table un état de 7, c'cst-à-dire un en- 
scmblc dont la propricté numérique est sept. On peut poser les pro- 
blcmes suivants : 

État initial opérateur second 
□ 

(1) 7 + 3 = 

(2) 7 T □ = 10 

(3) 10 - □ = 7 

(4) 10 - 7 = □ 
(5) □ - 7 = 3 

(6) □ 4- 3 = 7 

On pourra ensuite discuter des raisons pour lesquelles les 
aux problèmes (2), (3) et (4), par exemplej sont constituccs par le 
mémc nombre, à savoir trois. Si les enfants restent muets, il faut leur 
procurer de nouvelles expériences de compréhension des propriétés 
inverses. Ainsi ; 

État initial 
7 

Opérateur 
+ 3 

Second état 
10 

Opérateur 
- 3 

Ou encore 
État initial 

7 
Opérateur 

-1- 3 

Second état 
10 

Troisième état 
□ 

Opérateur 
□ 

Troisième état 
7 
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Là, il s'agit non seulemcnt de détcrmincr ia valcur dc Topcrateur, 
mais encore son espècc. 

Si c'est encore le mutismc, on poussera plus loin les cxpcricnccs. 
Par exemple: 

État initial Opérateur 
□ 

Second écac Opérateur 
7 +3 

— Troisièmc état 
iO 

Ces exercices finissem toujours par fairc découvrir que ['addition 
et la soustraction sont invcrses Pune dc 1'autrc, 

3.4. Combinaison des opérateurs. Propriété associative 

Naturellement, on pcut allonger les <■• chaíncs » ci-dcssus, et aug- 
menter le nombre des «maillons manquants "j ou raccourcir des 
chaines plus longucs. Par exemple : 

État 
inicial OpÉrateur 

10 + 3 

Second 
état Opérateur 

13 -4 

Troisièmc 
état Opérateur 

Quatricmc 
état 

I 1 

Peut-on «sauter» le second état? Comment pcut-on passer du 
premier état au troisièmc en n'ucilisant qu'im seul opérateur} II esc clair 
que cet opérateur unique sera « ôter 1 » ou << — I o. On pcut donc 
raccourcir la chaine comme suit : 

État initlal Opérateur 

10 -1 
Etat suivant 

9 

Opérateur 

+ 2 

État final 

11 

Dans cet cxercice de raccourcissementj on a remplacé la succession 
des opérateurs « ajouter trois » et « retrancher quatre » par 1'opéraceur 
unique « retrancher un ». Arithmétiquement, on est passé de 

(10 + 3) - 4 à 10 - i 

ct + 3 - 4 a été remplacé par - 1. Qi.don n'aille surtout pas penter 
que nous parlons lei de nombres positifs et de nombres négatifs! Nous 
ne parlons que d'additionSj de souscractions et de leurs intercon- 
nexions. 

Nous avons, cependant, fait un pas important en avant. Au lieu de 
combiner des états et des opérateurs et d'obtenir les états qui en résul- 
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tentj nous avons combine les opcrateurs ct obtenu les opératcurs qui en 
resultem! Avant cTétablir ces relations entre opératcurs, il va falloir se 
servir de la mêmc série d'opératcurs en partam d^tats différents. On 
remarquera qu'une succession d'opérations d'addiüon et/ ou d^pé- 
rarions de soustraction équivaut à un seul de ces opératcurs, indépen- 
dammcnt de rétat initial. Par exemple : 

« ajouter trois » suivi d'(' ajouter quatrc » aura toujours le même effet 
que Topération isolce de 

« ajouter sept o 
Cest là une situation três différente de celle dans laquelle on prcnd 
un état de trois, on opere dessus à Faidc de Popcrateur « ajouter 
quatre » et on obtient un état de sept. On cst passé, en somme des jeux 
opérateur-état-opérateur à ce qu'on pourrait appelcr des jeux 

opérateur-opératcur-opérateur 

En plus court, on joue à « op - op - op ». 
Maintenant que nous avons appris aux enfants à jouer à différents 

jeux d'addition et de soustraction, il serait peut-ctre temps de nous 
occuper des propriétés de ces opérations. Certains dentre eux se som 
peut-être déjà aperçus que 1'ordre dans lequcl on additionne était sans 
incidcnce sur le résultat, 11 s'agit de la propriété de commutativité. Elle 
est la conséquence directc de la propriété de commutativité des rcu- 
nions d^nscmbles. La réunion d'un enscmble avec un autre ensemble 
donne le même ensemble-réunion indépendamment de 1'ordre dans 
lequel on execute Topération ; 

{□V} U {O) = {□ VO} 
{o} u {nv} = {□ vo} 

De ce fait. Ia propriété numérique de renscmble-réunion ne dépend 
pas de Fordre dans lequcl on compte le nombre des éléments des deux 
enscmbles qui sont entrés dans sa composition. On peut faire des 
exerciccs sur ce sujct, en posam, par exemple, Ia question : «Deux 
et trois, c'est la même chose que trois et quoi? » On voit que Tétat 
et 1'opérateur sont interchangeables. Ou encore, on peut demander ; 
«Ajouter cinq et ajouter six, c'est !a même chose qu'ajouter six 
et ajouter quoi ? » 

Une autre propriété importante, c'est 1'associativité que possèdent 
Faddition et la multiplication, mais que ne possèdent ni la sous- 
traction ni la division. Elle est, là encore, ia conséquence directe 
de la propriété d'associativité des réunions, dans le cas de 1'addition. 
Prenons trois ensembles, que nous appellerons A, B et C. La réunion 
de A et de B, c'est-à-dire 1'ensemble des éléments de A mis avec l'en- 
semble des éléments de B, peut être réunie à 1'ensemble C. On obtien- 
dra le même ensemble que si on prenait A et qu'on le reunissait à la 
réunion de B et de C. En notation formelle, 

{A U B} U C = A u {B U C} 
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Cela étant, il est évident que si, par exemple, le nombrc cTélémcnts 
de Fensemble A est de trais, celui de B de quatrc et cclui dc C de 
cinq, trois plus quatre ajouté à cinq será égal à trots ajouté a quatre 
plus cinq, ce que l'on pcut exprimer d'unc autrc manière en disant que 
sept plus cinq est égal à trois plus neuf. Ccst la propriété d'associa- 
tivité, propriété importante dc Faddition. On peut associcr les dcux 
prcmiers nombres, puis ajoutcr Ic rcsultat au troisième ou ajouter au 
premicr le deuxième et le troisième prcalablcmcnt associes. Au niveau 
des cnsembles, les éléments se trouveront tous réunis dans Pcnscmble- 
réunion et ils consistcront cn la totalité dcs éléments des cnsembles 
réunis. Cest pourquoi Fopération dc réunion des cnsembles est asso- 
ciative et il en est de mêmc de 1'addition. 

On peut faire comprendre la propriété associative en jouant à 
op-op-op avcc «raccourcisscment des chaines ». Nous avons vu plus 
haut que, par exemple, dans la chainc » : 

État 
initial Opératcur 

3 + 2 

Sccond 
état Opérateur 

5 +1 

Troisième 
état Opératcur 

6 +4 

on pouvait court-circuiter le second état com me suit : 

État initial Opérateur 

3 +3 

État suivant Opérateur 

6 +4 

Quatrièmc 
état 

10 

État final 

10 

Arithmctiqucment, 
(3 + 2) + 1 a été rcmplacé par 3 -f- (2 T 1), soit 3 -1- 3 

et dans un cas comme dans Fautre on a abouti à 6. 

La soustraction ne beneficie malheurcusemcnt pas d'une situation 
aussi favorisée. En effet, (7—5) - I est égal à 2 — 1, ce qui fait 1. 
Ce n^st pas la mêmc chose que 7 — (5 — 1), qui équivaut à 7 — 4, 
c'est-à-dire à 3, résultat différent de 1 ! 

(7 _ 5) - 1 7 - (5 - 1) 

et la soustraction n'eít pas une opéralion associative. On ne peut pas 
grouper n'importe comment les nombres que Fon soustrait les uns 
des autres... sous peine d'obtenir des résultats différents, Tandis 
que (7 -(- 5) + 1 = 7 + (5 + 1). 

Mais si la soustraction n'est pas associative, la succession de deux 
soustractions équivaut quand même à une seule soustraction, Ainsi: 
État initial Opérateur I État suivant Opérateur 1 État final 

7 -5 2 -I I 

peut être « raccourci d en 
État initial 

7 
Opérateur 

-6 
État final 

1 
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de sorte que 
(7 - 5) - ! = 7 - (5 H- 1) = 7 - 6 = 1 

tandis que 
(7-5) - 7-(5- I). 

Les propriécés des inverses peuvent aussi ètre considcrées dans 
Toptiquc c op-op-opJusqu'à présent, on a parle d^n operateur 
inverse comme d'un operateur qui, s'!! suic 1c premier opératcur dont 
Ü esc Tinverse, rétablit l'état initial. Mais on pourrait aussi considérer 
les propriécés des inverses comme un. éíément des propriétes des jeux 
de 'i raccourcisscmcnt de chaincs ». Prenons, par excmplc3 Ia chaíne 
suivante : 

État initial Opératcur 
7 -2 

Sccond état Opératcur I État final 
5 +2 7 

Comment peut-on fairc pour passer de 1'énat initial à Pétat final sans 
passer par le second état? Soic en ajoutant, soit en retranchant zéro. 
On obtienc ainsi Ia chaine raccourcie; 

État initial Opératcur 1 État final 
7 +0 | 7 

et ainsi -2 + 2 est rempíacé par + Oj 
de même +2-2 peut être rempíacé par + 0. 

Et Pun comme 1'autrc peuvent être remplacés par — 0. 
Arithmétiquemcnt parlant, nous avons cxécuté le raccourcissement, 

ou la <i simplification » 
de (7 - 2) + 2 à 7 H- 0 et enfin à 7 
L'app[ication consécutive d'un opératcur et de son inverse est 

équivalence à 1'application de 1'élément neutre. Voilà une vue péné- 
trante dont on pourra aussi favoriser racquisition par Temploi d'autres 
états et d'aucres operateurs, tcls que positions et mouvements dans la 
classe, allumage et extinctxon de la lumière, et ainsi de suite. Par 
exemple, un pas en avant, suivi de soa inverse — un pas en arrière — 
cquivaut à « rester sur place o, qui constitue, dans cc jeu, 1'opération 
neutre. Appuyer sur le bouton, puis appuycr sur le même bouton (cet 
opératcur étant son propre inverse)1 équivaut à « ne pas toucher i'in- 
terrupteur í, ce qui est encore un opérateur neutre. 

Les propriétes des opérateurs ci-dessus sont extrêmement impor- 
tantes, et il esc indispcnsable de les faire acquérir aux ênfants dès qu'ils 
sont prêts à ce genre de compréhension analytique. 

üne autre propriété de 1'addition a rapport au zero. Si, à un nombre 
queIconque,on ajoute zéro, on obtient un total qui est égal â ce nombre. 
Par exemple : 

7+0=7 6+0=6 0+2=2 

!. Interrupteur-lumière à tclécommande. Ou encore, interrupteur tour- 
nant à sens unlque de rotation. 
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Cest là un cas particuüer d'un fait importam, cncore qu'évident, à 
savoir que si Ton applique Topératcur neutro, après avoir cxócuté un 
certain mouvement, l'effet total cst ic mâme que si on avait cxócuté 
uniquement ce mouvement. Si on agit sur Tintcrruptcur, ct qu'ensuitc 
on n'y fait rien, rcffct est 1c même que si on s'cst contento d^gir une 
fois sur rinterrupteur. II nous faut obligaioirement un opérateur ayant 
un tel effet, c^st-à-dire sans aucun cffct, afin de mcttrc de 1'ordrc dans 
Ia situation des inverses. Tome succcssion d'opcratcurs scra toujours 
équivalente à un opérateur uniquc (tout au moins dans 1c gcnrc de 
jeux que nous jouons actuellement), de sorte qu'il nous faut, dans notrc 
jeu, un opérateur équivalent à un opérateur suivi de son invcrsc. 

II ne servirait à rien de faire rêpétcr ces choses mécaniquemcnt aux 
enfants, dans 1'espoir qu'ils en acquiòrcnt ia compréhcnsion intime. 
En particulier, des choses dans 1c genrc de c zero plus zero égalc 
zéro ». La compréhcnsion de tclles relations est le rcsuitat d'un eflfort 
de pensée qui se situe à un niveau três clevé, et il est absolument sans 
objet de les faire répéter par cceur, commc des slogans publicitaires. 
Les relations qui existem entre zéro ct les autres élémcnts, dans 1c 
domaine de raddition, sont la conséquence des propriétés de Ten- 
semble vide. Si l'on réunit un cnscmble quclconque avcc Tensemble 
vide. Ia réunion qui en résulte n'est autrc que Tensemblc dont on cst 
partí. Et c^st pour cela que la propriété numérique dcmeurc, elle 
aussi, inchangée quand on ajoute le nombre zéro. 

Les propriétés d^ssociativité et de commutativité caractériscnt éga- 
lement la multiplication. Mais cllcs sont plus difRciles à saisir dans les 
débuts. Aussi vaut-il micux laisser pour plus tard les cxpêricnccs qui 
conduisent à leur compréhcnsion. 

4. LES PUISSANCES ET LEUR NOTATION 

4,1, Introduction aux puissances 

II arrive un jour oü les enfants éprouvcnt le besoin de communiquer 
aux autres des nombres relativement importants. Ils veulent se dire 
combien il y avait d'habitants dans la viile oü ils om passe leurs va- 
cances. Ils ont peut-être vu, dans le journal, des groupes de chiffres 
assez importants. Ils ont rencontré des centaines, des milliers, des 
dizaines de milliers, des millions. Ils entendem parler de voyages dans 
la lune et de distances astronomiques, Ils veulent savoir de quoi il 
s'agit et pour cela il leur faut se familiariser avec ce qu'on appelle en 
arithmétique la notation — ou la valeur — de position. Le système de la 
valeur de position a pour fondement le comptage de groupes ou cn- 
sembles de diíférentes dimensions, ces divers groupes contenant cha- 
cun des éléments en nombres (centaines, milliers) qui sont des puis- 
sances de la base choisie, dix en numération décimale. Quand nous 
comptons des objets, nous les comptons soit individuellcmcnt, soit 
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par dizaincs s'il y en a plus de diXj soit par centaines s^l y en a plus de 
cent, soit par milliers s'ií y cn a plus dc mille, et ainsi de suite. 

On voit que la nodon de puissancc est inhérente à cclle d'une 
notation fondée sur la valcur positionnelle. Une notion mathématique 
comme cclle dc puissancc s'acquiert três facilemcnt quand on mani- 
pule toutcs les variablcs qui s'y trouvent contcnues. Quelles som ces 
variables? Prenons la puissancc trois de dix (IO3). L'une dc ces varia- 
bleSj qui a pour valeur troisj cst connue sous le nom d'exposant, 
L'autre variable, qui a ici pour valcur diXj est le nombre de base. Aussi, 
pour faire acquérir aux enfants la notion de puissanccs faut-il leur 
foumir dcs cxpériences variées, dans différentes bases formécs avec 
divers cxposants, En d'autres tcrmcSj il va falloir qu'ils prennent con- 
tact avec des ensembíes d'objets ayant pour propriétés numcriques 
2, 4, 8, 16, 32, 64, etc..., c'est-à-dire des puissanccs de 2, ou 3, 9, 27, 
81, etc..., c'est-à-dire des puissanccs de 3, ou 4, 16, 64, etc..., c'est-à- 
dire des puissanccs dc 4, et ainsi de suite. Cest beaucoup plus facile 
qu'on ne Timagine cn general. Tout ce qu'il y a â faire, c'est de jouer 
des jeux de groupement, avec tout ce qui tombe sous la main, Ce peut 
être dcs cailloux, dcs capsules de bouteilles, des allumettes ou les 
enfants eux-mémes. Par exemple, on prend les enfants et on les groupe 
en puissanccs de deux. Admettons qu'ii y en ait trente-sept dans la 
classe. On peut alors commencer par les répartir par paires, ce qui fait 
dix-huit paires et un enfant isole 

• •••••••• 

Puis on groupe les dix-huit paires en neuf ensembíes de quatre 

• • •• •• •• •• •• •• ■ • •• • 

Ensuite, on peut grouper le plus possible de ces ensembíes en en- 
sembíes dc huit, ce qui fait quatre ensembíes de huit, un ensemble de 
quatre et un isolé 

Naturellement, on peut transformer les quatre ensembíes de huit 
en deux ensembíes de seize, les deux ensembíes de seize en un ensem- 
ble de trente deux, de sorte que, finalement, on a un ensemble de 
trente deux, aucun ensemble de seize, aucun ensemble de huit, un 

45 



ensemble de quatrej aucun cnsemble de dcux et un enfant isolé3 
cc que Ton peut notcr commc suit ; 

I 0 0 1 0 ! 
Lc prermer i represente un cnsemble à la puíssancc cinq3 íc zero qui 

suit signific qu'il n'y a aucun cnsemble à la puíssancc quatre (aucun 
groupe de 16), le zéro suivant indique qu'xl n'y a aucun ensemble à la 
puissance trois (aucun groupe de 8), lc 1 suivant represente un ensemble 
à la puissance 2 (un groupe de 4), lc zero rappelle qu'il n'y a aucun 
groupe à la puissance un, aucun groupe de 2 et, eníin, le dernier I se 
rapporte à un enfant isolé qui ne fait partic d'aucuii groupe. Voilà un 
nombre exprimé en numeration binaire ; 10 0 10 1 designe lc mêmc 
nombre que 37 et les dcux notations se réftrcnt au nombre d^nfants 
de la classe, à cette différencc près que dans un cas on a groupé les 
enfams par puissanccs de dcux tandis que dans Tautre cas on les a 
groupés par puissanccs de dix. 

On pourrait tout aussi bien grouper les enfants cn cnsembles dont 
les propriétés numériques scraient des puissanccs de trois : douze 
groupes de trois et un isole, puis quatre groupes de neuf et un isole, 
puis un groupe de vingt-sept, un groupe dc neuf et un isolé. Finalc- 
ment, Topération serait notée 1 1 0 1. Le premier I indique qu'il y a 
un groupe à la troisième puissance, à savoir vingt-sept qui est la puis- 
sance trois de trois, le second 1 marque la présencc d'un groupe à la 
puissance deux, c'est-à-dirc un groupe de neuf (trois a la puissance 
deux), le zero marque Fabscncc dc tout groupe de trois (trois à la 
puissance un) et le dernier un designe un. enfant isolé, 

II serait tout aussi facile dc fairc lc groupement en puissanccs de 
quatre, trente-sept enfants étant alors représcntés par les chiffrcs 2 11. 

Ce serait un exercice três utile que dc comptcr chaque matin tous 
les enfants dans les différentes bases, cn le faisant au moins pour les 
bases 2, 3, 4 et 5. On peut faire des exercices analogues avcc une pile 
d^bjets, en demandam aux enfants d'cxpriincr combien il y en a dans 
différentes bases. Par exemple, on leur presente sept jctons. En base 
deux, cela en fait 111, c'est-à-dire I groupe de quatre, 1 groupe de 
deux et un isolé. Mais ces mêmes sept jetons se marquem 2 1 cn base 3, 
parce qu'il y a deux groupes dc trois et un isolé. En base quatre, le 
mêtne nombre de jetons s'exprimcra l 3 : un groupe de quatre et trois 
isolés. En base cinq, ce sera l 2 ; un groupe de cinq et deux isolés. Les 
enfants s'amuseront beaucoup à compter les chaises, les tables, les 
crayons de leur plumier ou de leur trousse et même le nombre de 
píèces de leur porte-monnaic. Ils y deviendront vite experts, et ne 
trébucheront même pas sur le zéro, Ainsi, dix en base trois s'écrirait 
1 0 1, puisqu'il y a un groupe de neuf, aucun groupe de trois et une 
unité isolée. 

Mais, il faut souligner qu'il serait sans imérêt de faire apprendre aux 
enfams à compter par cosur dans différentes bases, si on ne leur pro- 
curait pas cn mêmc temps les expériences qui leur permettent de com- 
prendre les relations de strucmre entre comptage, groupement et 
puissanccs. 
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4.2. Établissement de la noiion de succession 

L'unc des condicions préalables à une compréhension cfficace des 
nombres est rassociation, de Tordrc dans lequel les nombres se suivent 
avec les quantités qu'ils représcncent cn tant que propriétés des en- 
sembles. Les cnfants doivcnt comprendrc que le suivant represente 
toujours un de plus et que cclui qui représente un de plus esc toujours 
1c suivant. Un cnfant qui sait compter jusqu'à vingc, trcntc, voire cent, 
ne se rend pas toujours bien comptc de ce que quinze est un de plus 
que quatorze ou que trente-trois est un de plus que trente-deux. II sait 
juste que c'est le suivant. <■ Ajoucer un » n'a pas encore été associe à 
Tidéc de « suivant » de la série, 

Pour aboutir à ce résultat, il faut faire comptcr de façon concrète. 
On prend soit des groupes d'objetSj soit des pièces de Tensemble des 
blocs arichmétiqucs multibases (blocs M.B.) et on les dispose enordre. 
Par exemple, en base trois, on va commencer par faire une série 
d'ensembles comme suit; (fig. I), p. 48, 49 : 

un premier ensemble d'un objet 
un second ensemble de deux objets 
un troisième ensemble de trois objets. 

Pour bien marquer qu'il s'agít chaque fois d^n ensemble, on peut, 
par exemple, prendre de petits objets (allumettes, billes, cailloux, 
jetons) et les mettre dans une soucoupe, pour indiquer qu^n en a 
fait un ensemble 

le quatrièmc ensemble sera de trois billes dans une soucoupe et une 
sur la tablc 

le cinquième ensemble sera de trois billes dans une soucoupe et 
deux billes sur la table 

et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on à arrive à trois soucoupes pleines de 
billes (trois billes chacune). On met alors ces neuf billes dans un réci- 
pient diíTérent et plus grand, par exemple une boite à craie. On 
construit alors la succession d'ensembles : 

le dixième avec une boíce et une bille sur la table 
Ic onzième avec une boite et deux billes 
le douzième avec une boite et une soucoupe de 3 billes 
et on continue jusqu'à arriver au... 
vingt-sixième, avec deux boites de neuf billes, deux soucoupes de 

trois billes et deux billes. 

Si Pon ajoute alors une bille, 11 faut mettre les trois billes qui sont 
sur la table dans une soucoupe et les trois soucoupes dans une boite. 
On a alors trois bolces de neuf billes, et il nous faut trouver quelque 
chose de plus grand pour les mettre dedans, un carton à chaussures 
par exemple. Chaque récipient est une place réservée à un ensemble 
dont la propriété numérique est une puissance de la base trois. 
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Fig. 1. Exercice de comptage en base 3. On utilíse des biUes ou des réglettes 
emboitables et des récipients divers : la soucoupe reçoit le groupe du premier 
ordre (31), Ia boxte carréc^ le groupe du deuxièmc ordre (3 a)) Ia boite cylin- 
dnqucj le groupe du troislème ordre (33), 

De Ia même manièrej avec des billes ou des réglettes, il faut compter dans 
les différenies bases avant d'utiliser le matériel multibase lui-mème ; le but 
de ces exercices est de faire découvrir les concepts de groupement et de 
groupes de différents ordres, phase préalable du concept de puissance. 
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4,3. Encore des bases, encare des maténaux 
,, „„rrices ct ^ est: 

Les enfants apprécient bcaucoup cc genrc d leçon. 
fréquenr qu'ils veuillent changer de base au cours dc ^ contcnant 
Parvenus à 1 0 0 0, qui est represente par la grande bo' iicluant 
vingt-sept billes, ils demandent à compter ccs billes e ^ rncttre 
d'autres règles pour la détermination du nombre dc bi billes, 
dans les soucoupcs et dans les boites. Dans le cas des ving , acune el: 
ils vonc mectre 24 billes dans six soucoupcs de quatre bi osera ies 
il restera trois billes qui scront sans soucoupc. Puis on rc 1 e ^0;te 
six soucoupcs : le contenu de quatre d'entre cfles ira ^ , q q q qui 
et il en restera deux avec chacunc quatre bi"es- ^^ble devient 
exprimait cn base 3 la propnéte numénque de 1 ensemo i<;té 
maintenant I 2 3, qui est une autre manièrc d'exprinicr ia y 
numérique du même ensemble. II est importam dc bien ins' . 
fait que c^st la même propriétc numérique, même si 1 on u . . , 
tres chiffres pour exprimer le même nombre. Cest lá une ac^ul . pf- 
plus importantes, et Tun des avantages dc rutilisation c 1 

systèmes de numération pour compter, c'est qu^lle fait vo,r ire 
ment aux enfants que même s'il y a la meme quantité de i ^ 
jetons dans la boite ou dans la pile, ccs billes ou ccs jctons pcuve c re 
groupés différemment, Selon la manière dc les grouper, on onnc a a 
même propriélé numérique une appellation numérale différente. 

Avant de pouvoir fairc dc la multiplication avec les puissanccs, il 
faut commencer par apprendrc les lois qui régisscnt les exposants. La 
méthode généralemcnt utilisée au lycée est la suivame : x n esc que 
Tabréviationde x x x x x et fabreviation dc x x x x x x x de sorte « que 
si on multíplie x3 par x4, on n'a rien d'autre que xxxxxXxxxXxxx 
que Pon écrit, en abrégé, x7. II n'y a qu'à compter les x et <■ leur 
nombre constitue Vexposant o. A partir de là, on fait apprendrc aux 
élèves que la manière dc calculer le produit de dcux puissances 
d'une même base revient à additionncr leurs exposants. Mais il est 
clair que c'est purement mécanique et que cela ne tient aucun compte 
de Ia signification de Popéradon. On peut facilitér aux enfants de 
saisir le sens de ces opératíons s'ils réalisent la multiplication en mani- 
pulam un matériel strueturé. 

On peut utíliser des billes, des cailloux, tout ce qui tombe sous la 
main, pour représenter les puissanccs successives de la base ; alterna- 
tívement, on peut réaliser un matériel strueturé permettant de repré- 
senter par une seule pièce, de dimensions appropriées, les ensembles 
d'objets servant àla constitution des groupes. Supposons, par exemple, 
qu'on parte d'un cube-unité d'une certaine dimension (lem de côté). 
En base 4, on peut assembier 4 de ces cubes de manière qu'ils formem 
un carré de 4 cm, de côté (et 1 cm d'épaisseur), Chaque fois qu*on a un 
groupe de quatre cubes-unilé, on les remplace par une pièce de 4 x 4 x 1 
cm. Chaque fois qu'on a quatre « plaques » de ce genre, on les échange 
contre une grande plaque de 16x 16 x 1 cm. Si on se tient ainsi dans 
un monde à deux dimensions (non compris Pépaisseur), on va bientôt 
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manquer dc place, surtout dans Ics classes surpeuplécs que nous con- 
naissons! Aussi scra-t-il préférabic de se ddveloppcr dans la troisième 
dimension et, au Jicu de prcndre quatre plaques pour en faire une 
grande à plat, on Ics cmpilcra les unes sur les autres de manière à 
obtenir un cube de 4 x 4 x 4 cm contenant 64 cubes-unité, et ainsi de 
suite. II existe maintenant dans tous les pays dcs matériels spéciaux 
pour les écolcs1, II n'est cn aucune manière indispcnsable de les uti- 
liser, mais quand on s'attaque aux opérations plus complexos, comme 
les muitipiications à plusieurs chiffres au multiplicateur, il est três 
avantageux, pour cffcctuer matcricllcment les opérations équivalcntes 
- ce qui aide les cnfants Ics plus lents à acquérir la mémc compréhcn- 
sion que les cnfants mieux doués — de disposer de pièccs représentant, 
d'un scul tenant, chacune des puissances d'unc certaine base au lieu 
d'avoir à les construire chaque fois à partir des unités élcmentaires. 
Cela simplific les manipulations. 

4.4. Éiude des propriétés des puissances 

Nous avons déjà montré que Fctude préalable des puissances, et 
notammcnt dcs propriétés des exposants, est indispcnsable avant de 
pouvoir aborder celle dcs opérations arithmctiques dc la multiplication 
et d'acquérir dans ce domainc une compréhension complète. Nous 
avons déjà suggéré quclqucs exercices impliquant la notion de puis- 
sance, Ces exercices necessitem le groupage d'obiets en groupes ayant 
certaines dimensions. Les propriétés numériques de ces groupes 
doivent étre des puissances d'un nombre dc base particulicr, qui peut 
étre 2, 3, 4, etc. On peut jouer maintes et maintes fois à de tels jeux, en 
prenant tantòt les cnfants, tantôt des objets comme éléments à grouper. 
Si on se sert de petits objets, on peut mettre les groupes dc la première 
dimension dans des petites boites d'allumcttes, ceux dc la seconde 
dimension dans des grandes boites d^llumettes, ceux de la troisième 
dimension dans des boites à sucre en morceaux, et ainsi de suite. 
On peut, par exemple, en base 3, collectionner des billes, en mettre 
dans une petite boíte d'allumettcs. Dcs qu'il y en a trois, on verse le 
contenu de la petite boíte dans une grande boíte d'allumettes ; quand 
trois grandes boites d'allumettes sont pleines, on les verse dans une 
tasse, puis trois tasses dans un boi, et ainsi de suite. Ces dívers réci- 
pients représentent chacun une puissance du nombre de base, 31, 32, 
33, 34.,. et il n'y a pas de raison, finalement, de ne pas marquer ces 
notations symboliques sur les récipients correspondants. II n'y aura 
plus besoia que les enfants comptent chaque fois laborieusement com- 
bien il y a de billes dans chaque boíte, tasse ou boi, d^utant plus qu'ils 
sauront aussi combien il y en a par la manière dont chaque ensemble 
aura été constitué. Par exemple, dans un récipient de Ia quatrièmc 

). BIocs arithmétiques multibases, O.C.D.L., 65, rue Claude-Bernard, 
Paris Vo. 
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espècej il y a 3'1 billeSj ce qui s'écrit aussi I 0 0 0 0 ct c'ejf biert a 
le nombre de billcs qu'il y a dans cc récipicnc, mais ccrit cn numeration 
de base 3j et, en numeration tcmairc, ! 0 0 0 0 represente le meme 
nombre que 81 en numeration décimalc. 

Au iieu de mettrc trois billes dans la petite boite d'allumctceSj on 
peut cn mcttre quatre, et vider les petites boices dans ia plus grande 
quand il y cn a quatrCj et non plus trois, qui sont plcines, ct ainsi de 
suite. On esc alors cn numeration de base quatre ct, par exemple, le 
nombre de billes de la tasse se représentera par 43, puisqu'il est la 
puissancc trois de quatre. On peut tom aussi bien joucr ce jcu avec 
n'importe qucl nombre de base, sauf un. Et mêmc avec un, ihéonque- 
ment, mais ce scrait fastidieux, car il faudrait mcttre une billc dans une 
pcdte boite, pms vider la petite boite dans une plus grande, et ainsi de 
suite. li n'y aurait qu'unc billc dans chaque récipicnt ct toutes les 
puissances de 1 sont égales à 1. Cest pcut-Êtrc un exercice utile à faire 
plus tard, mais qui est un peu artificiei et qui nc parlcra aux enfants que 
lorsqudls auront joué avec Ics autres nombres de base. 

Supposons que nous ayons réalisé plusieurs séries de rccipicnts, 
chacune selon les puissances d'un ccrtain nombre de base. En base 
trois, on pourrait avoir par exemple 

Isolé 
Boite 
d'allu- 
mettes 

Étui à 
ciga- 
rettes 

Assiettc Tasse Casse role Seau 

1 3 9 27 SI 243 729 

J 1 0 100 1000 10000 í 00000 1000000 

le (' nombre » de billes étant exprime, dans la prcmièrc rangee, en 
numeration décimalc, dans la seconde en numeration ternaire. 

La notation exponentieüc serait ía suivante : 

30 31 33 33 3.1 33 311 

En base deux, la série serait : 

1 2 4 8 16 32 64 

f 1 0 1 00 ! 000 1 0000 100000 1000000 

2° 21 2a 2* 24 25 2o 
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Comment va-t-on utiliser ce qui précède pour apprendre à multi- 
plier des puissanccs ? On peut poser une question de ce gcnre : 
« Combien de billcs y aura-t-il si on cn prcnd autant d assiettes qu il 
y a de billes dans un étui à cigarettes plein? ». Dans un etui à cigarettesj 
en base trois, il y a trois boítes d-allumettes. Dans chaque boite il y a 
trois billcs. Pour chaquc billc de la première boite d allumettes, il faut 
rcmplir une assiettée de billcs. Cela veut dire que pour les billes de 
la prcmière boite d'allumctteSj on fait trois assiettécs, ce qui fait une 
tasse pleine. Étant donné qu'il y a le contenu de trois boites d allu- 
mettes dans un étui à cigarettes plein, on va fairc cn tout trois tasses 
pleines de billes, ce qui fait une casscrole pleine. Ainsi la réponse à la 
question est-elle : 

« Si on fait autant d'assiettécs de billes qusil y a de billes dans un etm 
à cigarettes plein, on en a exactement une pleine casserole i>. En écn- 
vant ce résultat d'une manière plus classique, on peut dire . « Si on 
fait S2 lots de S3 billcs, on obtient 35 billes. Ou encore, avec plus de 
concision et de formalisme : 

3- X 33 = 35 

Et maintenant, essayons de faire le problcme correspondant avec 
les récipients de base deux. L^noncé est encore : _ 
« Combien de billes obtient-on si on en met autant d assiettées qu il 
y a de billes dans un étui à cigarettes plein? ». , . 

La seule différencc, c^st que maintenant on pense à la série des 
récipients de base deux. En base deux, dans un étui à cigarettes, il y a 
le contenu de deux boites d'allumcitcs, qui contiennent chacune deux 
billcs. Pour chaque bille, il faut remplir une assiettc , donc, pour une 
boite d^Uumettes pleine (deux billes) on va fairc deux assiettées. Mais 
deux assiettées font une tasse pleine i donc pour chaque boite d'allu- 
mettes, on fait une tasse pleine et comme il y a deux boites d'allumettes, 
cela fait deux tasses, donc une casserole pleine de billcs. La réponse 
est donc : 
« SI on fait autant d'assiettées de billes qusil y a de billes dans un étui 
à cigarettes, on a une casserole pleine de billes ». 
On remarquera que la solution de ce second problème est mot pour 
mot celle du premier. En écrivant la solution dhme manière plus 
« mathématique » on aurait la phrase : 

« Si on fait 2tt lots de 23 billes, on a 25 billes, ou encore 
22 X 23 = 25 

II apparait que la règle pour obtenir 1c résultat est la mêmc qu^upa- 
ravant, bien que le montant du résultat dans le premier problème soit 
différent du montant du résultat dans le second. 

Peu à peu se dégage la notion, quand on exécute une telle «multi- 
plication », que le résultat de la multiplication par le nombre de billes de 
la boite d'allumettes est toujours Ia propriété numérique de Tensemble 
des billes contenues dans le récipicnt qui est au degré au-dessus dans 
Péchelle, quelle que soit la base de numération utilisée. 
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Par exemplej si on fait autant dc contenus de boitcs d'allumettes 
qu'il y a dc bilks dans une boítc d'allumcttesj on obticnt Ic contenu 
d'un étui à cigarentes. 

Si on faic autant dc contenus d'étuis à cigarettcs qu^l y a dc billcs 
dans une boíte d'allumcttcs, on obtient 1c contcnu d'unc assictte. 

Si on fait autant d'assiettées qu'il y a de billcs dans une boíte d'allu- 
metteSj on obtient 1c contenu d'unc tasse. 

Et ainsi de suite. 
Chaque « multiplication » conduit d'un rccipicnt au suivant. Ex- 

primées <■ matliématiquement * ccs multiplications pcuvcnt sc noter : 

31 x 3' = 3^ 
31 X 32 = 33 

31 x 33 = 34 
31 x 3' = 3B 

expressions dans lesquelles 3 1 n'est jamais qu'un procede dc mathc- 
maticien quelquc peu <1 íntellectuel ■> dc noter le nombre 3j destine 
3 rappeler au lecteur, au cas oü il roublierait., que c'est là la propricté 
numérique dc 1'ensemble obtenu après un groupement. De même, 32 

n'est qukne autre manière d'écrire 9, mais qui rappclle que c'est Ia 
propriété numérique d'un enscmblc obtenu après deux groupements, 
II est évident que ces cnoncés ne se vérificraicnt pas moins si, au lieu dc 
prendre comme nombre de base trois, on avait pris dcux, ou tout autre 
nombre de base. Pour généraliser ce résultat, on peut écrirc : 

b1 x b1 = b2 

b1 x ba = b2 

b1 X b2 = b1 

et ainsi dc suite, jusqu'à la géncralisation complete 

b1 X b" = b^1 

Si on «multipüe i> par ic nombre de billcs contenues dans un étui 
à cigarettcs au lieu d'une boíte d^llumcttcs, on n'obticnt pas le con- 
tenu du récípient suivant, mais celui du suivant du suivant. Nous en 
avons déjà eu un exemple avec 

32 x 3a = 35 

II est facile de vérifier que toutes les fois qu'on prend autant de con- 
tenus d'un même récipient quelconque qu'il y a de billes dans un étui 
à cigarettcs, on « monte » de deux rccipients i si on prend autant dc 
contenus d'un même récipient qu'il y a de billes dans une assictte, on 
d monte » de trois récipients ; et ainsi de suite, On « monte », en général, 
d'autant de récipients qu'il faut monter de marches pour passer de la 
bille isolée au récipient dont la propriété numérique sert de multi- 
plicateur. 

Utilisons, par exemple, 54 comme multiplicateur et 5a comme mul- 
tiplicande. Bien entendu, nous somtnes maintenant en base cinq, et 
on prend le contenu du récipient de troisieme ordre autant de fois 
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qu'U y a de billcs dans 1c récipient de quatrictne ordrc. Or, dans ce 
dernicr récipient, il y a 

5x5x5x5 billes 

Cest le contenu d'unc plcine tasse, et chaque tasse concient cinq 
assiettcs, chaque assiette représence cinq étuis à cigarettes, chaque 
contcnu d'ctui à cigarettes représente celui de cinq boites d^llumcttes, 
qui conticnnent chacunc cinq billes. Mais nous «multiplions dcs 
assicttes, de sorte qu'il nous faut prendre autant d'assiettces que nous 
avons de billcs, donc 5x5x5x5 assicttécs. Mais 5 assicttées font 
une plcine tasse, de sorte que 5x5 assicttées font une plcine casse- 
role, et 5 x 5 x 5 assiettées font un plein scau et 5x5x5x5 as- 
sicttées font une plcine caísse de billcs (si on verse cinq seaux dans une 
caisse), ct la caísse est un récipient du scptièmc ordre. Ainsi, nous 
sommes montés du 3" au 7C ordrc de récipients quand nous avons 
<i multiplié » par la propriété numériquc du récipient du 4o ordrc. On 
voit aussi qu'cn fait nous sommes « montés » d^utant de récipients que 
notre « récipient multiplicateur * est éloigné de la bille unique, à 
savoir quatre récipients. 

Pour nous exprimer d'une manière plus mathematique, supposons 
que te « récipient-multiplicande » ait la propriété numérique br, c est- 
à-dire qu'!! soit le rlcme récipient de la serie b, et supposons que nous 
voulions « multiplier » par la propriété numériquc bB, c'est-à-dire par 
le nombre de billes contenu dans le slemc récipient de la série b : il va 
falloir réunir autant de lots de br billes qu'il y a de billes dans le réci- 
pient b3. Nous savons qu'il nous faut <' monter » s récipients à partir 
de br, cc qui donne br h". On peut dirc que 

bs x br = br+* 

Cest ce que l,on appclle ia /oi des exposants. L^ne des principalcs 
difhcultés auxquelles on se heurte généralement quand ü s'agit de 
comprendre la signification de cette loi, c'cst le manque d une claire 
compréhension de ce que chacun des symboles symbolise. Des exer- 
cices du gente de ceux que nous avons suggérés avec des séries de 
récipients organisés à partir de bases difTérentcs permettront de mettre 
la loi qui prccòde à la portée de la plupart des enfants. Nous conseil- 
lons aux maítres de « mener 1'afFaire rondement» quand il s'agira de 
symboliser les découvertes des enfants à mesure qu'e!les se produisent. 
II y a, en effet, tout un ensemble de généralisations qui doivent néces- 
sairement intervenir avant que la loi ne soit comprise dans sa totalité. 
Ces généralisations sont les suivantes : 

a) les o lois » fragmentaires découvertes en cours de route s'appliquent 
quelle que soit la « base » choisie. II est absolument indispensable, 
à ce sujet, de donner aux enfants Foccasion d'expérimenter en mêmc 
temps, ou tout au moins à peu d'intervalle, plusieurs séries de carac- 
téristiques différentes, sinon cette généraüsation ne se produira pas. 

Si Fenfant n^tilise qu'une seule série, il peut fort bien ne pas se 
rendre compte que si, en base 3, 
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3' x S3 = 31 

en base 4 c'est 41 X 43 = 4■, 
ou en base 5 5Ix5:!=54 

b) les lois fragmentaircs découvcrtcs en cours de routc s'applíquent 
à tous les étagcs de la série. 

Si on ne leur procure pas rexpcriencc d^nc série assez longuej s'il 
n'y a pas assez de tailles différentcs de récipicntSj Ia générafisation 
n'intervicndra pas. 

c) 1c nombre de marches qu'ii faut « monter » à partir du récipient 
d'origine que Ton «multiplie» est détermíné exactemcnt par le 
nombre de marches dont 1c <■ récipient multiplicatcur » est éloigné 
de la bille uniquc à Torigine de la série. Si on nc prend que les deux 
ou trois premiers degrés de la série dcs « récipients-multiplicateurs », 
on risque de priver les enfants de Ia diversité nécessaire à la géné- 
ralisation. 

Symboliser prématurément au cours de Tune quclconque des étapes 
ci-dessusj c'est risquer de provoquer dans Tesprit des enfants le 
blocage complet des concepts qui sont en train de s'y développer, 
Cest probablement en raison du caractere prématuré et cxccssif de Ia 
symbolisation qui leur a été irnposée que tant d5cnfants se trouvent 
empèchés d'acquérir une comprchcnsion approfondie des stmetures 
du genre de celles dont nous venons de parler, et mêmc de toutes les 
struetures mathématíques en général. Une fois que le blocage s'est 
produitj en effetj henfant garde Timpression qu'il ne pourra jamais 
comprendre les mathématiques et qu^l en sera réduit à apprendrc par 
cosur certaines réponses bien déterminées à des questions bien déter- 
minées. 

Après avoir joué à des «jcux d'exposants » avec les récipients, les 
enfants se sentiront plus à Taise pour exprimer les propriétés nume- 
riques des ensembles d'objets dans les différentcs bases de numé- 
ration, y compris, naturellement, la base dix. Par exemple3 cent billes 
peuvent être disposées dans des récipients de base 3 en en mcttant 
quatre-vingt-une dans une tasse, dix-huit dans deux étuis à cigarettes 
et une^ toute seule, sur Ia table. La designation numériquCj en base 
trois, de ce nombre de billes sera 1 0 2 0 1. Appelons cette quantité 
<i notre pile «. Si nous recommencions « notre pile » autant de fois qu'il 
y a de billes dans un étui à cigarettes, combien de récipients de chaque 
sorte remplirions nous ? 

L'étui à cigarettes est à deux degrés de la bille isolée. Le nombre de 
billes de 1'étui à cigarettes constituant notre multiplicateur, chacun des 
récipients devra être remplacé par le récipient situe deux degrés plus 
haut. On aura donc 

1 seau 2 tasses 1 étui a cigarettes 
et Texpression numérique de cette quantité en base 3 est 

1020100 
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Nous avons multiplié par la seconde puissance du nombre de base3 et 
chaquc récipient cst « monté de dcux dcgrés o et, naturellement, xl en 
a été de même de rexpression numérique, dont chaque chiffre est 
monte, lui aussi, de deux degrés, de deux rangs. Tel est le phénomène 
qui se produit quand on multiplié par la scconde puissance du nombre 
de base utilisé. 

Si nous voulions reproduire notre pile autant de fois qu'il y a de 
billes dans une assiettc, il faudrait que chaque récipient monte de 
trois degrés, et on aurait, en numération ternaire, 1 0 2 0 1 0 0 0 billes, 
Lcs mémes règlcs s'appliqucnt dans les mèmes conditions quand on 
se scrt de la numération décimale et qu'on muldplie par cent ou par 
millc, Ces règlcs nc sont que des cas particuliers de la loi des exposants, 
qui n'offrent aucune difficultc dès lors que la loigcnérale a été comprise. 

Que va-t-il maintenant se passer si au lieu de multiplier le nombre 
de billes de notre tas par le nombre de billes contcnu dans un étui à 
cigarettes, nous voulons le multiplier par le nombre de billes de deux 
étuis à cigarettes ? 11 est évident qu'il y aura deux fois plus de billes, 
Cest-à-dire: 

2 seaux, 4 tasses, 2 étuis à cigarettes. Mais 4 tasses font ! casserole 
et 1 tasse, de sorte qu'en déflnitive on a 

2 seaux, 1 casserole, 1 tasse et 2 étuis à cigarettes, ou encore, en 
numération ternaire : 

2 1 10 2 0 0 billes 
qui représentcnt autant de fois 1 0 2 0 1 billes qu'!! y a de billes dans 
deux étuis à cigarettes. 

Ces exercices ont pour but de fournir aux élèves les expériences à 
partir desquellcs ils pourront comprendre dans le détail les processus 
de la multiplication teis qu'on les effectue habituellcment, serait-ce 
au détriment de Télégance et de la beauté des struetures dont les pro- 
priétés rendent les calculs possibles. 

Les exemples qui viennent d'être donnés ci-dessus, ce n'est pas 
en premier lieu aux enfants qu'ils sont destinés, mais aux maitres, pour 
leur montrer les raisons pour lesquelles Ia compréhension des pro- 
priétés des puissances est nécessaire três tôt: c'est par elle que passe 
Ia compréhension complète de tous les processus arithmétiques ren- 
contrés plus tard. 

5. CLASSES d'équivalence et operations arithmétiques 

5.1. Échanges de quantités équivalentes de matériel 

Supposons un ensembie d'objets. On peut les grouper en sous- 
ensembles de différentes dimensions selon les puissances d'un nombre 
de base donné. On n'est pas obligé, pour autant, d'aller iusqu'au bout 
en formant tous les sous-ensembles possibles. Ainsi, supposons qu^n 
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ait un ensemble de 416 objets cc qu^n decide de les groupcr, en base 4, 
comnie ceci: 

5 sous-ensembles du troisièmc ordre, 4 sous-cnscmbles du second 
ordrej 6 sous-ensembles du prcmier ordre et 8 objets isoles. 

En langagc mathématique, nous avons « corapcc » : 
5x43-l-4x4s + 6x4, + 8 

Natureilementj nous aurions pu constitucr plus de sous-cnsembíes 
d,un ordre supéricur. Par exemple^ les huit objets isoles auraient pu 
étre groupés cn deux sous-ensembles du premier ordre, cc qui aurait 
donné Parrangement suivant: 

5 sous-ensembles du troisieme ordre, 4 sous-ensembles du sccond 
ordre, 8 sous-ensembles du premier ordre. 

En faitj Pensemble de tous les éléments ainsi regroupés scrait le 
même que 1'ensemblc d'originc. On pourrait, même, avoir remplacé 
certains éléments par d^utres j on n'aurait, certes, plus le même 
ensemble, mais, à condition d'avoir exécuté les remplaccments nombre 
pour nombre, on aurait encore un ensemble numériquement équiva- 
lent. II existe, bien entendu, de nombreuses manicres possiblcs de 
regrouper les éléments de notre ensemble. Par exemple, les huit sous- 
ensembles du premier ordre donneraicnt dcux sous-cnscmblcs du 
second ordre, et nous aurions le groupement : 

5 sous-ensembles du 3ème ordre, 6 sous-ensembles du 2ème ordre. 
Quatre des six sous-ensembles du second ordre pourraíent être regrou- 
pés en un sous-ensemble du 3émc ordre, ce qui donncrait ; 

6 sous-ensembles du 3ème ordre et 2 sous-ensembles du 2ème 
ordre et, bien entendu, les six sous-ensembles du troisième ordre 
pourraient à leur tour être regroupés enun sous-ensemble du quatrième 
ordre et deux sous-ensembles du troisième ordre, de sorte qu'en 
définitive nous aurions un ensemble équivalent arrangé comme suit , 

1 sous-ensemble du 4ème ordre, 2 sous-ensembles du 3ètnc ordre et 
2 sous-ensembles du 2ème ordre. 

Cest cette dernière disposition qui est Ia plus « économiquc d, car 
c'est celle qui comporte le plus petit nombre possiblc de sous-ensem- 
bles. Cest la disposition classique. 

Si, au lieu de grouper des sous-ensembles d'objets, nous avions 
décidé de recourir à des objets uniques représentanr chacun un de ces 
sous-ensembles, les opérations que nous venons de décrire, au lieu 
de s'analyser en opérations de regroupement d'objets de mêmes di- 
mensions en groupes de dimensions différentes, se seraient analysées 
en opérations á'échanges d'un certain nombre d'objets conrre des objets 
de plus grandes dimensions, ou d'objets de grandes dimensions contrc 
un certain nombre d'objets de plus pedtes dimensions représentant 
[a même quantité totale de marière. Le mot « équivalent i> que nous 
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avons cmploye quelques ligncs plus haut à propos de Tensemble 
n'aurait plus alors le même scns : Ü nc s'agirait plus d'équivalence 
numérique, puisque le nombre d'obiets ne serait plus le même, mais 
d^quivalencc cn quantité de matiêre, poids ou volume. Supposons, 
par exemple, que les objets de notrc ensemble soient dcs petits carrés 
découpés dans du carton. Nous les avions groupés, à l'origine, eu 

5 sous-ensemblcs du 3ème ordre, 4 sous-ensembles du 2ème ordre, 
6 sous-ensembles du prcmíer ordre et 8 carrés isoles. 

II est évidenc qu'un sous-cnsemblc du prcmicr ordre, au licu d'êtrc 
forme de quatre pccits carrés, pcut être rcprcsenté par un carré quatre 
fois plus grand, formé de quatre petits carrés unitaires. Appelons le 
« carré du premier ordre ». II est clair qu'on peut assembler quatre 
carrés du premier ordre cn un carré unique, quatre fois plus grand, 
qu'on appellera carré du second ordre. De même quatre carrés du 
second ordre pcuvcnt cn former un du troisième ordre, et ainsi de 
suite. Chaque fois, on réalise le carré par découpage dans une feuillc 
de carton, de plus cn plus grande et, finalcment, au licu d'avoir des 
o sous-ensembles », on a des objets uniques, de diverses dimensions. 
Dans ce cas, la manicrc ia plus « économiquc » de grouper nos 416 petits 
carrés consiste à avoir : 

un carré du quatrième ordre, deux carrés du troisième ordre et 
deux carrés du second ordre. 

II est clair qu'en procédant à ces échanges, il y a une caractéristique 
qui n'a pas été modifiée, c'est Tairc totale de carton, et les deux ensem- 
bles sont équivalencs quant à la surface de carton utilisée. 

Voici quelques exemples d'arrangements équivalcnts dans diffé- 
rentes bases : 

A 

qui est encore équivalent à 
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cette dernière disposition étant la plus « économiquc » cn cc 
celle qui contient le plus pctit nombrc possiblc dc picccs scp* 
Elle contient en cffet . ,. 

1 piÈce du 3ème ordre, 2 pièces du 2í:mc ordre cc 1 objet iso j 

AAAAAAAAA A A A A A A 
AAAAAAAAA A A A A A A ^ 
AAAAAAAAA A A A A A A 

ai on n'a pas cchangé les triangles d'originc contre dcs pièccs equiva 
ientes d'un ordre supérieur. Bicn encendu, il est absolumcnt inuti e 
de disposer tons les petits triangles sclon l'ordre figure ci-dessuSj ui, 
d'ailleurs, dans un ordre quelconque : on peut tout aussi bicn cs 
mettre en pileSj ou les entasser dans des soucoupcs ou dcs boíteSj com- 
me nous fiavons indique plus haut. 

A A ÁA AÂ A/\ AA AÂ 
est cquivalent à 

A A A A A A 
qui est lui-mêmc cquivalent à 

/ V\/V\AA/v\ÁAAA 
cette dernière disposition étant en définitive Ia plus '> économiquc ». 
On aurait puj tout aussi bien, disposer les petits triangles comme ci- 
dessous, sans faire aucun échange : 

A A A A A A A A AA AA AA AA 
A A A A A A A A A A A A A A 

A A A A A A A A 

A A A A AA A A 
Deux arrangements d'objets sont équivalents s'ils se composent du 

mênie nombre d^bjeta, bien que regroupés en sous-ensembles dc 
dimensions diíférentes. On peut même dire de ces arrangements qu'ils 
sont équivalents si certains objets sont rcmplacés par d'autres objets, 
du moment que tout remplacement se fait toujours objet pour objet, 
nombre pour nombre. Si nous considérons l'équivalence de cette 
manière, les objets sont notre «monnaie de pensée », ils sont les élé- 
ments de notre ensemble universel, Tout objet, pour ce qui nous 
interesse dans cette situation particulière, fait aussi bien 1'affaire que 
n'importe quel autre objet. 
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Dans ce cas, on dit d'un sous-ensemble d'ob;ets qu'il appartient à la 
mêmu classe d'équivalence qu'un autre sous-cnsemble d'objets, si, 
et seulcment si, le nombrc d'objets est le même dans chacun de ces 
deux sous-ensembies. Dans cetce manière d'envisager les choses, 
les dimensions dcs objeis n'entrent pas en ligne de compte : seul est 
pris cn considération Ic nombre d'ob;ets de chaquc sous-ensemble. 
Un objet de grandes dimensions compte cxactement autant qu'un 
petit. 

est équivalent à 

■■5 

Bi 

■■■■! 
■■hhí 

qui est le regroupement le plus « économique », Mais on aurait pu, 
naturellemcnt, disposer les cubes comme ceci, par exemple : 

© 

sans aucun échange de pièces. 
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Mais la situation devient différentc quand on commence à utiliscr 
des matériaux siructurcs commc les blocs multibasesj car dcs fors cc 
n'est plus au nombre dcs objets que nous pensons, mais au volume 
occupé par la totaiitc de ces objets. Cest commc si nos objets avaient 
été collés cnsemble pour en former de plus grands, mais, cctte fois, 
nous décidons de considérer ces objets de plus grandes dimensions 
comme n'étant pas tout à fait de la mème sorte que les objets plus 
petits. Cest comme si, cn quelque sorte, cn dépit du collagc, nous 
considérions encore les objets composants comme separes. Ce n'est 
jamais là q^une autre manicre de dire que c'est le volume occupé que 
nous considérons, et non le nombre cffectif d^bjets de nos enscmblcs. 
Par exemple, dans 1'assemblage de petits cubes de la figure ci-dessus, 
nous voyons 147 petits cubes dont le volume total est le mémc que 
celui des sept cubes de la figure prccédcntc. II est évident que 147 objets 
n^quivalent pas à 7 objets, si on pense « nombre d'objcts » mais tout 
de même les deux cnsembles sont équivalcnts cn ce qu'ils occupent le 
meme volume. II est extrêmement important que les cníants saisissent 
bien que lorsqufils emploient le terme « équivalent i>, il y a quelque 
chosc qui se conserve de Pune à Pautrc des dcux situations décrites 
comme equivalentes, mais que ce n^st pas toujours la même chose qui 
se conserve. Avec les nombres orientes, les fractions, etc., les enfants 
rencontreront d'autres types d'équivalcnccs, et Cest alors qu'iis cire- 
ront tout le profit d'avoir, antérieurement, discute de cc que signifie 
une équivalence, et d^voir rencontré sur leur chcmin un certain nombre 
de types différents d^quivalences. 

Toute paire quelconque de situations décrites comme equivalentes 
appartient à la même classe d^quivalence, Quant à savoir si deux 
situations peuvent, ou ne pcuvent pas, ètre qualifiées d^quivalentes, 
cela dépend de ce que nous nous estimons autorisés à faire à Pégard de 
ces simations, c'est-à-dire de la manière dont nous nous permettons de 
modifier la situation tout en considérant que nous avons toujours 
affaire à » la même » situation ou à des situations équivalentes. Pour 
nous en tenir à notre exemple, 

(1) dans Pun des cas, nous avons Ic droit de rcmplaccr tout objet 
par tout autre objet, de grouper les objets de n^mporte quelle 
manière, et nous disons que nous avons encore une situation 
équivalente; 

(2) dans Pautre cas, nous avons le droit d'échanger tout objet ou 
tout sous-ensemble d'objets contre tout autre objet ou sous- 
ensemble d'objets, du moment que Péchange se fait volume 
pour volume; cn outre, bien entendu, nous avons le droit de 
grouper les objets de n'importe quelle manière, et nous disons 
que nous avons encore une situation équivalente. 

Les classes d'équivalence du cas (1) ne sont pas les mêmes que 
celles du cas (2). Les enfants pourraient inventer d'autre3 classes 
d'équivalence, et décider, par exemple, qu'on peut faire nfimporte 
quel échange d'objets du moment que la surface totale demeure la 
même, ou encore du moment qu'on a toujours le même poids total. 
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Dans chaquc cas, il leur faudrait décider en vertu de quels critères 
dcux situations sonE « rcellemcnt la mêmcc'cst>a-dire equivalentes. 
Par exemple, s'ils décidaienc que deux situations sont equivalentes 
quand eües ont la mêmc odeur, ils seraient forces de convenir qu'il 
n'cst pas facile de se mcttrc d'accord sur ce qui a la même odeur », 
Autrement dit, 1'odeur n^st pas un três bon critère de classement en 
matière d'équivalenccs. Tout cela conduirait à des discussions três 
interessantes pour Ics enfants. 

5.2. Addition 

Nous avons déjà souligne que ['addition est basée sur la réunion des 
ensemblcs qui n'ont aucun élément en commun. Pour ce qui est de 
Tadclition en clle-même, pcu importe qu'on remplace un ensemble par 
un autre ensemble qui lui est équivalcnt. On peut toujours remplacer 
un ensemble par Pensemble équivalcnt du moment que l'on ne s'intc- 
resse qu'à la propriété numérique. Comme nous Pavons vu. Ia pro~ 
priété numérique est une propriété de tous les ensembles appartenant 
à une certaine classe d^quivaleace d^nsembles. II faudra que le 
maitre et les élèves se rendent bien compte de la classe d'équivalence 
utilisée. Si on se scrt d^bjets arbitraires, 1c critère de classification en 
classe d'équivalence est le nombre d^bjets : appartiennent à la mêmc 
classe tous les ensembles ayant le même nombre d'éléments. Si on se 
sert de matériel structuré, dans lequel c^st le volume qui represente 
la quantité, le critère será la quantité de bois, et seront équivalents 
tous les ensemblcs contenant la même quantité, c'est-à-dire le même 
volume, de bois (ou de tout autre matériau). 

Considérons maintenant la réunion de deux ensemblcs n^yant 
aucun élément commun, et voyons comment on peut pas ser à la 
technique de calcul de la propriété numérique de la réunion quand on 
connait Ia propriété numérique des ensembles à reunir. Cest ce qu'on 
appelle 1'opération arithmétique de 1'addition. 

Supposons les ensembles déjà arrangés de la manière la plus éco- 
nomique. S'ils ne le sont pas cncore, ce será chose aisée pour les 
enfants de faire les regroupements de tellc sorte qu'il y ait le plus petit 
nombre possible de sous-ensembles dans chaque ensemble. 

Soit les deux ensemblcs suivants : 

• • • 
• • • 

• ■ • ■ 
• • • • 
• • « • 

• •••• • • • 
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On peut reunir ces deux ensembles ct en regrouper Ics elements de 
la mamère la plus « économique «. On a alors ; 

La propriété numerique du premier ensemble est 1 3 4 cn base 
La propriété numérique du second ensemble est 2 2 3 en base 
La propriété numérique de Tcnsemble réunion est 4 1 2 (base 
Aussi peut-on ccrire raddition correspondante : 

1 34 + 22 3 = 412 

Dans le processus d'acquisition de la manièrc d'cxécuter 1 opcratiüii 
ci-dcssuSj il semble qu'on doive trouver au moins les éléments suivants . 

(1) connaissance de la manière de grouper un ensemble d objets 
conformément au groupement-type. , 

(2) consciencc du fait que chaque chiffrc, de droite à gaúche, 
represente le nombre d'ensembles d^n certain ordre, les ordres 
croissant de droite à gaúche, et que s'il n'existc aucun ensem e 

d'un certain ordre, il faut mettre un zéro pour indiquer qu'3 cet 
étage il y a un ensemble vide. 

(3) connaissance de la manière de former la réunion de deux 
ensembles n'ayant aucun élément commun. 

(4) si on utilise le matériel structuré, il semble qu'il soít, cgalcmcnt, 
nécessaire de savoir jongler cííicacement avec les classes d 
valence, grâce aux « échanges » entre quantités égales de matérie . 

Que nos lecteurs soient persuadés que si les « ingredients » ci-dessus 
ne som pas solidement installés chcz l'eafant, il ne servira pas à grand 
chose de lui faire exécuter un grand nombre d'» additions même par 
1 intermédiaire de l'emploi de matériel concret le plus " moderne '>■ 

Bien entendu, on utilisera la base dix, tout comme les autres bases, 
de sorte que, finalement, on aboutira aux techniques arithmétiques 
classiques, que l'on perfectionnera par la pratique. Mais on verra qu il 
faut beaucoup moins de pratique qu'habituellement pour aboutir à une 
techmque efficace quand les príncipes ont été correctemcnt compris. 

5.3. Addition complémentaire 

II se présente, dans la vie des enfants, de nombreuses situations oü 
ceux-ci veulent savoir si une chose est plus grande qu'une autre et, 
en définitive, de combicn. En groupant les objets en sous-ensembles 
d^rdre de plus en plus élevé, la difficulté s'amenuise. Par exemple, 
prenons Tenscmble 
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Photo 1. Intcrscctioii : dans Vitnersectioti les etifanis gui onl moins dc cinq atis 
(deux garçons et une filie). 

■ * *1. 

7^ 

' 
i 

*.y- , 

? ÍHÈ&j*.     ■ * 

Photo 2. Btablir une corvespondance ter me à ter me entre les signes ronds, étoilesy de 
différ entes couleurs et des per les de différemes formes et couleurs. (Photo Jan Dalman) 



Photo 3. Addition eu base irois allaiir !usí]u'ã Ui sixienu- pumauce de troii I 3 ) 



et i'ensemble 

o e o e e o o o o o o o o 
o o o • o • ooeo»» 

En base 6, 1c prcmier ensemble a Ia propricté numérique 1 0 0 0, 
tandis que le second ensemble a la propriété numérique 2 2 1. Combien 
d'éléments de plus que Ic second le premier ensemble comporte-t-ií ? 
La plupart des enfants résoudraient ce problème en complétant le 
second ensemble, c'est-à-dire en y ajoutanc des clémcnts jusqu'à ce 
qu'il deviennc équivalent au premier. Cela signific que pour rendre le 
second ensemble équivalent au premier, il faut y ajouter 5 objets 
isoles, 3 sous-ensembles du premier ordre et 3 sous-ensembles du 
second ordre. Autrement dit, on aura ajouté, en base sbí, 3 3 5 objets 
au second ensemble pour lui donner la même propriété numérique que 
le premier. 

Sous une forme symbolique, on peut poser le problème comme suit : 

1 0 0 0 = 2 2 1 + ( ) 
ou 1000=221 + N 

formule dans laquelle N représente le nombre d^léments qu'il faut 
ajouter au second ensemble pour le rendre numériquement équi- 
valent au premier, donc le nombre d'éléments que le premier ensemble 
a en plus par rapport au second. La solution du problème est N = 3 3 5. 

Les enfants sont assez prompts à mettre au point leurs propres 
techniques de résolution des cas les plus difficiles d'<i additions complé- 
mentaires ». On peut alors comparer ces techniques entre elles et les 
discuter en classe avec les enfants qui les ont inventées, II ne faut pas 
s'attendre à ce que, dès ceraoment, des techniques d'addition complé- 
mentaire três efíicaces aient été mises au point; il est préférable de 
laisser aux enfants Ic temps de réíiéchir au problème sous-jacent et de 
se faire la main à la résolution progressivo des difficultés. Quand ils se 
seront ainsi essayés, les techniques qui se seront révélées les plus 
efficaccs prendront plus de sens pour eux, et, en outre, ils les appren- 
dront plus vite, car ils en auront mieux compris la portée. 
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5.4. Soustraaion 

Commc nous l'avons déjà soulignéj ropcration ar't|imí'.^t
l|ons sur 

soustracüon a pour fondcmcnt ropcration qui, dans les opcr. un 
les ensemblcs, consiste à chcrchcr rcnsemble-diíférencc ^ j.eXpé- 
ensemble et un de ses sous-cnscmbles ; tout au moins csC'^C t ujSCI1t 
rience de base à partir de laquelle la plupart d'entre nous C° r essons 
ridée de soustracüon. Comme auparavant^ si nous nous ^ ^ 
seulement aux quantitês, nous pouvons librcmcnt ccnang ^ j-aut; 
contre les autres tous ensemblcs équivalents, mais, 'a t:nC0^,

cj'(iqUj- 
prendre bien soin d'avoir toujours present à Tcsprit e - qUi 
valcnce auqucl on a recours. Si c^st seulement combien on c.est ia 
compte, ce qu'on retire n'a aucunc importancc, du moment q en 
même quanüté. Mais, naturellemcnt, il faut prcciser ave ^ ,urnes 
quoi consiste cc combien : s'il s'agit de nombres d objets, au'on 
de roatériaux, de poids ou de toute autre quantité mesura 
a décidé de prendre commc critère dc classe d'équivalence. consi- 

Prenons comme critère d'équivalcncc 1c nombre d o J*™' .-j-^centé 
;rons 1'ensemble d'objets suivant, dont chaquc objet es dérons 

par un x ; 

xxx xxx xxx xxx xxx 
x x x x 

x x x x x x x x x x x x xxxx 

xxx xxx xxx xxx vvxxX 
xxxx xxxx xxxx xxxx 

Les éléments de cet ensemble ont été groupés selon les puissan ^ 
du nombre de base sept. II y a un sous-ensemble du secon or r f _ 
sous-ensembles du premier ordre et cínq objets isoles. ...wí- 
qu'en comptant nos objets, nous avons trouvé que Ia propri e 
rique de cet ensemble peut, dans la base de numération c toisic, 
primer par 

1 2 5 

Supposons que nous voulions trouver 1'enscmble-diffcrerice 
tant de Penlèvement d'un sous-ensemble de Pensemble ci-dessus, 
supposons que cc sous-ensemble consiste cn deux groupes du premi 
ordre et six objets non groupés, ou isoles. La propriété numenque 
ce sous-ensemble, en base sept, est 

2 6 

Nous retirons 2 6 objets de notre ensemble d'origine, et nous voulons 
savoir quelle será la propriété numérique de l'ensemble d'objets res- 
tants. Le calcul de cette propriété numérique est connu sous le nom ae 
soustraction. 

Nous pouvons commencer par enlever deux groupes du prermer 
ordre, ce qui iaisse subsister dans le premier ensemble un groupe du 
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second ordre et 5 objets isoles. Mais il y a coujours 6 objcts isoles à 
enlever, c'est-ii-dire plus qu'il n'y en a, á Tctat isolé, dans Ic premier 
ensemblc. Force cst donc de dccomposer un groupc. Or le seul groupc 
qui resto est un groupc du sccond ordre : aussi íaut-il 1c scindcr de 
quelquc manicrc. Lcs cnfants se tircnt gcncralemcnt de ce genre de 
situation dc plusicurs façons différcntcs. Celle qui a le plus de faveur 
consiste à commenccr par laisser intacts les objcts isoles et à dccom- 
poser le grand groupc, puis de retirer dc ce dernier ce qu'on a besoin 
de retirer. Ce faisant, il reste 6 groupes du premier ordre et 1 objet 
isolé restant du groupc du second ordre qui vient d'êtrc scindé. Mais, 
bien entendu, lcs 5 objcts isoles sont encorc la, de sorte qu'on reste 
en présence d'un cnscmble dont la propriété numérique, cn base sept, 
s'exprime par 

6 6 

puisqu'il se composc dc 6 groupes du premier ordre et 6 objets isoles. 
Certains enfants préférent, pour retirer les six objcts isoles, 

commencer par v faire place nettc ■> en se debarrassant des 5 objets 
isoles, apres quoi il ne leur reste plus qu'à retirer un objet isolé du 
groupe du second ordre restant. II est clair que le résultat será le 
même. 

II est évident qu'!! y a bien d'autrcs manières de résoudre 1c problè- 
me. Par exemple, on peut, manifestement, commencer par retirer les 
objets isoles, puis retirer les groupes du premier ordre. Si on retire six 
objets, il faut nécessairement entamer soit un groupe du premier 
ordre, soit le groupe du second ordre. Dans le premier cas, il nc restera 
pas assez de groupes du premier ordre pour permettre dc retirer les 
deux groupes du premier ordre du sous-ensemble. Cela signifie qu^u 
moins un des groupes du premier ordre à retrancher (sinon les deux) 
devra Pêtre du groupc du sccond ordre. Ce qui restera au bout du 
compte será enfin regroupé. II faut souiigner que toutes ces méthodes 
de résolution sont correctes : les noter comme fausses sur le cahier de 
l'élcve ne peut avoir d^utre résultat que de lui apprendre des idées 
mathématiquemcnt fausses. Qu'il y ait des manières de proceder plus 
commodcs et d'autres qui le sont moins, c'est une chose que personne 
ne songe à nier, mais il ne faut pas confondre commodité et vérité ou 
erreur, 

TOUT COMME IL Y A UN GRAND NOMBRE DE MANIÈ- 
RES DIFFÉRENTES DE RÉSOUDRE LE PROBLÈME DE LA 
SOUSTRACTION, il existe un grand nombre de manières de sym- 
boiiser le processus de Ia soustraction. Par exemple, on peut suggérer 
aux cnfants de poser 

7 2 7 i y o 
dans le premier ensemble f 2 5 
retirer 2 6 
reste 6 6 

ou, plus simplement ; 125 — 26 = 66 
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mais il esc preférable d^ttendrc que les suggcscions vicnncnt des 
enfants : on peut alors les appliqucr, les comparer ct les discuter. 

II n'y a aucune raison. pour ne pas utiíiser dcs groupcmcnts d'un 
ordre plus élcvé dàs 1c depare. Par exemple, il nc serait pas trop 
difficile, pour un enfant qui possòdc le bagage mathémadco-logique 
nécessaire, de résoudre le problèmc qui consiste à retirer de Tensemble 
suivant (qui, cn.base trois, se compose de 1 2 1 1 2 objees) 

o o o o 
■ • • • 

• a • 
• • • 

o o o • o © o 
O O O O O O G 

o o o 
o o o 

autanc d'objets qu'il y en a dans Pcnsemble ci-dessous : 

a o a 
o a a 
a o a 

a a a 
a o a 
a o a 

ensetnble qui compte 2 2 0 1 éléments. 
La plupart des enfants, à moins qu'on ne leur ait o fait ingurgiter » 

la procédure « correcte», s'attaqueront probablement au problèmc de 
la manière suivante: 

II est facile de retirer deux groupes du troisième ordre ct un objet 
isolé. II reste alors 1 groupe du quatrième ordre, 1 groupe du second 
ordre, 1 groupe du premier ordre et 1 objet isolé ; mais il faut encore 
retirer 2 groupes du second ordre. On peut les retirer du groupe du 
quatrième ordre restam : il restera alors de celui-ci 2 groupes du troi- 
sième ordre et 1 groupe du second ordre, de sorte qu'il restera, 
tout compris : 

2 groupes du troisième ordre, 2 groupes du second ordre, 1 groupe 
du premier ordre et un objet isolé. 
On a retiré 2 2 0 1 objets de 1 2 1 1 2 objets, et il est resté 2 2 11 ob- 
jets. 
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On peut donc écrirc : 

12112- 2201=2211 

OU; peut-être, d'unc manière plus complete : 
Propriété numérique du premier ensemble 
Propriété numérique du sous-enscmble 
à retrancher de 1'cnscmble 

12 112 

2 20 1 
Propriété numérique de Fensemble différcnce 2 2 11 
Si on utilise le matéricl structuré, dans lequel les groupes des 

différents ordres sont remplacés par des objets uniqueSj «redrer » 
est parfois impossible sans remplaccr ces objets uniques par des objets 
équivalents cn surface ou cn volume. Cest la raison pour laquelle il 
faut que les enfants soient parfaitement « entrainés » à tranformer des 
cnsembles en ensemblcs équivalents soit en volume, soic cn surface ct 
à faire des regroupements. 

Ainsi, aussitôt que 1c concept de nombre commence à atteindre chez 
Penfant 1c stade oü les nombres sont consideres comme des propriétés 
perinattentes des ensemblcs (conservation du nombre), il faut lui pré- 
senter des application pradques de ce concept en cours de dcveloppe- 
ment. Ces applicadons impliquem soit de compter, soit de mesurer1. 

Les activités destinées à introduire les enfants à la notion de mesurc 
font 1'objet de notre 3e fascicule. 

1- Les activités de comptage sont décrites en détail dans « La Mathéma- 
tique moderne dans 1'enseignement priniaire o, O. C. D. L. 
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Deuxième Partie 

LEÇONS ET JEUX CONDUISANT 
A LA COMPRÉHENSION DES ENSEMBLES 

ET DES NOMBRES 

1.1. Observations préliminaires 

Cettc 2e partie réunit des fcçons et dcs jeux ayant trait ã la compre- 
hension dcs ensembles et des nombres. L'ordre de la présentation 
devra, dans la mcsurc du possible, être respecté, mais, en mâme temps, 
il faudra se préoccuper dcs autrcs aspects de Ia mathcmatiquc enfantine 
dont il est traité dans les fascicules I et III. En même temps qu'on 
travaillera sur les ensembles et sur les nombres, on devra songer à la 
logique, aux cxercices de mesurc, à la géométric, etc. A ccrtains 
momcnts, il se révéiera nécessairc de « marquer le pas » sur un certain 
aspect jusqu'à cc qu'un autre ait attcint le niveau de développement 
souhaitablc. Par exemple, certains aspects de Ia logique doivem précé- 
der certains aspects du travail sur les ensembles, de même qu'une 
certaine compréhension du nombre devra preceder certains cxercices 
de mesure, et ainsi de suite. 

Toujours à propos de Fordre de présentation ici adopté, notons que 
des enfants plus doués n'auront pas besoin de passer autant de temps 
sur certaines questions que leurs camarades plus lents ; parfois, ils 
n'auront pas même besoin de les aborder, le concept en cause étant 
déjà établi dans leur esprit par les travaux antérieurs. Tout en prenant 
grand soin de ne pas bousculer les enfants par une hâte excessive, il 
faut éviter le danger qui consisterait à cnnuyer certains par la répé- 
tition inutile de leçons déjà comprises, Ccpcndant, comme il y a, dans la 
plupart des jeux, une possibilite pour les enfants d'en inventer de plus 
compliques du même type, c'cst dans cette direction qu'il conviendra 
de pousscr les élèves les plus brillants, plutôt que de les orienter vers 
de nouveaux domaines d'étude. 

Étant donné le grand nombre de jeux qui s'offrent au choix du 
maitre, il n'a pas été jugé possible d'exposer chacun en dctail, et nous 
nous sommes contentes de prévoir une assez grand variété de «types 
de jeux » et d'en expliquer un seul pour chaque catégorie, laissant aux 
instituteurs la possibilité d'imagincr des centaines d'exemples diffé- 
rents d'application. Quand ils les auront ajoutés aux jeux déjà inventes 
par les enfants les plus doués, ils souffriront plutôt par excès que par 
défaut de biens ! Parfois, nous avons même omis toute description, 
laissant au lecteur le soin de la mise au point, car les conditions varient 
tellement d'une école à Pautre qu'un développement détaillé serait 
pratiquement sans objet. 
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Rcpétons aussi que ce n'cst pas parcc qu'on a joué un certain jcu à 
un certain stade qu'il faut ensuite l'abandonner déíinitivcmcnt, Cer- 
tains jeux doivenc être repris à divers nivcaux, à mesurc que s'érend 
rexpérience de Tcnfant. Par excmplej il y a des jeux que les enfanes 
joueront avant de savoir compter, ou avant Pintroduction des symbolcs 
numériqucSj etc. II faudra les reprendre par la suite, avec des variantes 
nécessitées par une meilleurc compréhension de la question, mais nous 
ne Les avons pas énonccs à nouvcau : c'esi au maítrc de les préparer 
sous différentes formes et de les réintroduirc au moment opportun. 

En outxe, 11 y a des cas oü les enfants, ayant attcint une meilleurc 
compréhension, désirent revenir sur un jeu et cn composcr une ver- 
sion compliquée. 

Le terrne « ensemble » est difficile à definir, cn grande partie parce 
qu'il n'y a pas de termes plus simples qu'on puisse utiliser pour le 
faire, mais ce qu'il faut que le maitre comprennc, c'est qu^n ensemble 
n'est rien d^utre qu'un groupe d'objets ou de personncs que Pon con- 
sidère simultanémcnt. Pour des raisons pratiques, surtout dans les dé- 
buts, les éléments de Penscmble seront souvent rasscmblcs cffcctivc- 
ment, mais ce n^st pas absolument indispensablc. Tant qu'on est 
en mesure de penser à tous les clémcnts d'un ensemble cn mêmc temps 
Pensemble est constitué, même lorsqu'il n'est pas possible d'en reunir 
matérieilement les éléments. Les ensembles peuvent être de diffc- 
rentes dimensions, se trouver rassemblés en pcnsée parcc que leurs 
éléments ont en commun quelque attribut, ou même sans aucune raison 
spéciale. II n^ a rien de mystérieux, rien de difficile dans le conccpt 
á^nsemble, et rien, en tout cas, qui doive cffrayer. Quand on aborde 
les ensembles avec les enfants, il n'y a aucune raison dc commencer par 
expliquer plus ou moins laborieusement ce que c'est qu'un ensemble. 
Contentons nous d'en faire un mot qui, pcu à peu, se glisse dans 1c 
langage mathématique à mesure qu'on avance. 

1,2. Introduclion de 1'ensemble de base ou Univers 

Pour commencer, la maítresse demande, par exemple, aux enfants 
sur quoi ils veulent que ia leçon porte aujourd'hui, ou encorc de quoi 
on va parler1. II faut les guider un peu, bien súr, de manière à ne pas 
se laisser embarquer dans des directions qui n'ont rien à voir avec le 
but visé, et on en arrivera à des réponses comme : « Si on parlait des 
enfants » ou « Parlons du mobilier de la classe », et ainsi de suite. L'en- 
semble des choses dont on va parler ce jour-là, ou pendant cette leçon, 
s'appellera Vensemble de base ou Vensemble universel ou, simplemcnt, 

1. Au Cours préparatoire, le choix d'un centre d'intérêr pourra faire en 
même temps 1'objet de la leçon de lecture. 
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Vumvers. Si, donc, on a decide de parlcr dcs enfants de !a classe, Tcn- 
semble de base scra constimé par les enfants de !a classe, 

Quel que soit le sujet choisi à un moment quelconque, il y a toujours 
une limite au domaine dans lequel on prend les objets du discours, et 
c^st cette limite qui marque Tétendue de Tensemblc de base en 
question. A !'intéricur de cct univers, les enfants voudront distinguer 
entre certains objets auxquels ils veulent penser et certains autres 
auxquels ils ne veulent pas penser pour le moment. Supposons, par 
exemple, qu'ils décidcnt de parler c dcs choses pour écrirc» en tant 
qu'ensemble de base. A Tintéricur de cet univers, ils vont peut-être 
décider de parlcr de tous les crayons de la classe, qui vont constituer 
notre enscmble. Puis, à Tintéricur de cet ensemble, ils nc voudront 
peut-étre s'occupcr que dcs <' crayons taillés» ou seulcment des 
<• crayons rouges «, et ainsi de suite. Ces « crayons taillés » ou ces 
«crayons rouges» seront des sous-ensembles deTcnsemblcdes crayons. 
Ainsi se trouveront introduites les notions d'enseinblc et de sous-en- 
semble. 

Supposons, donc, que Ton ait pris comme enscmble de base 
<i toutes les choses qui sont dans la classe et dont on se sert pour écrire » 
et supposons que, parmi toutes ces choses, on ait décidé de parler des 
« crayons taillés ». Les « crayons taillés » constitucnt dès lors l'ensemble. 
On peut demander aux enfants de présenter un élémcnt quelconque de 
l'enscmblc de base - c'est-à-dirc un objet quelconque dont on se sert 
pour écrire - et voir avec cux shl fait partie de Tensemblc des crayons 
taillés. A mesure qu'ils sont presentes, les enfants décident s'il s'agit 
ou shl ne s'agit pas d'élcrnenis de cet ensemble. Par exemple, on pre- 
sente un crayon dont la mine est cassée, et on demande : « Ce crayon 
fait-il partie, est-il un élémcnt de l'cnscmblc des crayons taillés? ». De 
cette manicre, les enfants s'habitucnt peu à peu à Tidée comme à la 

- terminologic des cnsembles. 
Naturellement, il se peut que quelqu'un presente une table, ou une 

chaisc. Cest une excellente occasion dhntroduire la notion d'appli- 
cabilité et de non-applicabilité, de significatif et de non-sigmficatif, mais, 
bien entendu, sans rccourir à ces termes. Avec Faide de Ia classe, on 
decide que « ce n'est pas de cela qu'on parle aujourd'hui », que c'est 
d sans rapport avec la question,» <• hors du sujet», que « cela n'a rien 
à voir avec Ia question », etc, Évidemment, on peut se servir d'une table 
pour écrire, mais on n'écrit pas avec une table, et, pour le moment, nous 
ne parlerons ni de tables ni de chaises. Demain, peut-être, ou après la 
récréation, ou même dans quelques minutes, on parlera du mobilier, 
et, à ce moment-là, les tables - ou les chaises - pourront constituer 
un enscmble dans 1'univers du mobilier. 

Tout compte fait, il est préférable de prendre les enfants comme 
membres des ensemblcs. La maitresse peut peut-être suggérer, si les 
enfants nc l'ont pas déjà fait, qu'on va parler aujourd'hui des enfants 
de la classe, ou même des enfants de Fecole, Pour commencer, mieux 
vaut prendre ceux qu'on a sous Ia main, c'est-à-dire ceux qui sont 
présents dans la classe. Ainsi prend-on comme ensemble de base 
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Tensemble de «tous les enfants qui sont dans la classe ». On pcut en- 
suite décider dc constitucr un cnscmble avec une certaine cacégorie 
d'enfants, par exemple « Tenscmblc dcs garçons » ou r« ensemblc des 
filies » ou « Tensemble des enfants qui ont dcs chaussurcs noites » cc 
ainsi de suite. Une fois qu'on a decide dc Tcnsemble, un enfant, ou la 
maítresse, designe tel ou tel enfant de la classe et demande à toute Ia 
classe; « Cet enfant est-il un clément de Tenscmble?ou cncore : 
o Cet enfant est-i! ou n'est-i[ pas un élément dc 1'cnscmble? n En 
posant la question de la seconde manière, on accoutume les enfants à 
la fois à l'appartenance et à la non-appartenancc à un ensemblc. Li 
aussi, on peut introduire finapplicabilité, La maitresse, par exemple, 
prendun porte-plume et demande: dEst-cc un membre de rcnsemble?» 
ou encore « Ce porte-plume est-il ou n'cst il pas un élément de Fcn- 
semble? » La réponsc, naturcllemcnt, c'cst que 1cporte-plume n'cst ni 
membre ni non-membre de Fensemblc : il n'a rien à voir avec la ques- 
tion, ce n'est pas de cela qu'on parle. 

Bien entendu, on peut former un ensemblc avec tous les éléments 
de 1'univers et dans cc cas Fensemblc et Fensemblc dc base se con- 
fondent. Cest un cas particulier, mais il est possible, et il ne faut pas 
Foublier. 

En résumé - Cc qu'il est importam d^pprendre à partir de ces jeux, 
c'est : 
1. la signification d'» ensemblc dc base » ou d'" univers o - les choscs 

dont on parle. 
2. Fidée dV cnscmble » - qui devra étre clairement comprise. Quels 

sont les éléments de Fensemblc dc base qui appartiennent - ou 
n'appartiennent pas - à Fensemblc. 

3. Introduction de Fidée de sous-cnsemble, 
4. Idée d'applicabilité et de non-applicabilité. Si on parle d'enfants, 

les crayons n'ont rien à voir avec Ia question, et si on parle d'instru- 
ments pour écríre, les enfants n'ont rien à voir avec la question. 

1.3. Appartenance aux ensembles 

On peut défimr un cnscmble de deux manières, soit en précisant à 
quel genre de membres de Fensemblc de base on pense, soit en énu- 
mérant, un à un, tous les éléments de cet cnscmble. Par exemple, on 
peut penser à Fensemblc de base des enfants de la classe, et définir 
cotnme éléments de notre ensemble «les enfants qui portent du blanc », 
ou, au contraire, énumérer des enfants un à un, par leur nom ; Marie- 
Claude, Sylvain, Rosine, Catherine, Valérie, Gilles, etc., tous ces 
enfants étant, en fait, ceux qui portent du blanc. 

Pour incorporer ces idées dans un jeu, on pourrait, par exemple, 
demander à un enfant de la classe de penser à un attribut (par exemple, 
«a voir les cheveux blonds » ou « porter des chaussures noires »), 
mais sans Fénoncer, et en se bornant à designer les enfants qui sont 
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dcs élémcnts dc cet cnscmblc dont on ticnt rattribut secret. A ta classe 
de deviner quel est cet attribut cachê. 

On pcut prcndrc commc ensemblc de base cclui des blocs logiques, 
On demande alors à un enfant de penser à un ensemble particulier et 

Fig. 2 ÉLÉMENTS D-UN ENSEMBLE 

cEP 

O c 

Cect est 1'cnsenxble dc {Annc, Jean, Sylvie, Monique) 
Cest égalcment 1'enscmble dc {tous ics enfants qui portent des souliers 
noirs} 
Dans ce caSj notre univers est formé par tous les enfants de la classe. 

d'en mettre tous les élémcnts en un tas. Supposons qu'il pense aux 
carrés rouges. II prend tous les carrés rouges et les met en pile, et ne 
met que dcs carrés rouges dans cette pile mais sans dire à quels attri- 
buts il a pensé : c'est aux autres enfants de deviner a quelles propriétés 
il pensait quand il a fait sa pile. 

Si la réponse était «rouge », elle serait insuffisante, car shl est vrai 
que toutes les pièces presentes sont rouges, il n'en demeure pas moins 
que certaines pièces rouges sont demeurées en dehors de la pile. Dc 
mêmc, si la réponse était o carré », elle serait également inexacte, puis- 
qu'!! y a des pièces carrées qui n'ont pas été mises dans la pile. 

11 est facile de voir le grand nombre de jeux qui peuvcnt être ima- 
ginés à ce sujet, tant à Taide des blocs logiques qu'à l'aide de personnes 
ou de choses diverses. Cepcndant, il ne faut jamais oublier qu'il y a 
une autre maníère d'indiquer Fappartenance à un ensemble : l'énumé- 
ration, et il faut aussi la faire pratiquer aux enfants, en veilíant, notam- 
ment à ce que les choses désignées individuellement n'appartiennent 
pas nécessairement à la même catégorie ; ainsi, Tensemble formé par 
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le piano, le bureau de Ia maítrcssc, un crayon, le cochon d'Indc, Alain 
et Guy. 

Eti réswné — les éléments importants que les enfants devront acqucrir 
au cours de ce genre dc jcux sont: 
1. La diffcrencc entre les dcux manicres de definir un cnscmblc - par 

définition des attributs, par enumération des éléments (définition 
en compréhension, définition cn extension). 

2, Le fait que, parfois, ccs dcux modes dc définition peuvent être 
équivalents. Ainsi, émimérer successivcmcnt «les grands carrcs 
épais rouges, les petits carrcs cpais rouges, les grands carrés minccs 
rouges, les petits carrés minccs rouges o équivaut à dirc « les carrés 
rouges parce que dans un cas comme dans 1'autrc on a énuméré 
la totalité des éléments dc fiensemble des carrcs rouges, et aucun 
autre élément de cet ensetnble. 

1.4. Sous-ensembles 

Parvenus à ce point, les enfants se seront familiarisés avcc 1'idée 
d'ensemb!e de base, et auront quelques notions sur les ensembles et 
Pappartenance à un ensembie; ils auront entendu parler dc sous- 
ensemble, mais ne sauront pas encorc grand-chose à ce sujet. 

Partons de 1'ensemble de base des instruments à écrirc de la classe 
et, dans cet univers, isolons «1'ensemble des crayons o. On aurait 
naturellement pu choisir n'importe qucl autre univers ou on aurait pu, 
dans 1'uiuvers choisi, isoler n'importe quel autre ensembie mais c'esr 
celui des crayons qu'on va prendre pour Pinstant. 

Demandons aux enfants d^xtraire de cet « ensembie des crayons » 
Tensemble des crayons bien taiilés, puis de les remettre cn place. 
Après quoi, on leur fait extraire «Pensemble des crayons rouges », 
ou encore «1'ensemble des crayons cassés » ou « rensembie des crayons 
noirs ». Comme on a déjà décidc que ce sont « tous les crayons de la 
classe » qui constituem 1'ensemble, les enfants vont vouloir qu'on leur 
dise comment appeler « ces petits ensembles à rintérieur de Pensem- 
ble ». On leur apprendra alors le terme de «sous-ensemble », cn leur 
expliquant qu'un sous-ensemblc est inclus dans un ensembie, en fait 
partie. 

II arrive alors que les enfants les plus cveillés demandem si P en- 
sembie lui-même n'est pas un sous-ensemblc, puisqu'il est inclus dans 
1'ensemble de base, et c'est vrai, car 1'ensemble est toujours un sous- 
ensemble de 1'ensemble de base. 

Prenons les blocs logiques. On peut décider que Pensemble est con- 
stitué par « toutes les pièces rouges ». On demande alors à chaquc en- 
fant de nommer un sous-ensemble et de le sortir. De Pensemble des 
rouges on peut tirer des sous-ensembles tels que « les carrés rouges n, 
c les ronds rouges », <• les triangles rouges minccs 9, «les grandes pièces 
rouges carrées », et ainsi de suite. Pendam ce temps, un autre groupe 
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peut ctre cn train dc travailler avec les pièces bleues, un autre encore 
avec les jaunes, ct axnsi de suite. 

Fig. 3 NOTRE UNIVERS EST LA BOlTE DE BLOCS LOGIQUES 
R ép R mi B úp B mi J ép J mi 

□ □□□□□ 
R óp R ml B<Sp B mi J 6p J mí 

Nous avons choisi commc enscmblc tous les blocs carrés. Les six blocs 
dans la prcmiÈre rangíc constituenc notre sous-ensemblc des grands blocs. 
Les six blocs dans ta dcuxicme rangíe constituent notre sous-ensemble des 
petits blocSj etc. 

II se peut que les cnfants éprouvent déjà un certain sentiment de 
confusioiij puisque «Tenscmble dans une circonstance donnée, 
devient « sous-ensemble » dans une autre circonstance, de mème que 
Tc cnsemble de base » se change à un autre momcnt en « enscmble» 
simple. S^ls posent la question, il faut leur répondre qu'il est tout natu- 
rel que cela se produise. Quand on commence à jouer, on decide de ce 
que será Fensemble dc base, puisqu'on decide de ce dont on parlera. 
Aujourd'hui, Tunivers, ce peut être la totalité des blocs logiques, mais 
il se peut que demain on decide de ne parler que des blocs rouges. 
L'cnscmble des blocs rouges, qui était hicr notre ensembie, est devenu 
aujourd^iui ensembie de base. D'un jour à l'autre, d'une heure à 
1'autre, on a le droit dc changer d!univers, pourvu que, dans un mème 
jeu, il demcure constant. Autrement dit, 1'ensemble de base choisi 
pour jouer une certaine partie doit dcmcurer le mème pendant toute 
cctte partie, et il doit en êtrc de mème dc 1'ensemble. A mesure que les 
enfants avanceront en mathcmatiques, ils s'apercevront que c'est là 
une loi que Fon rencontre três souvent. 

Rcvenons à nos enscmbks et à nos sous-enserabíes. Si nous avons 
choisi notre ensembie en le définissant par des attributs, nous verrons 
qu'on obtient un sous-ensemble en ajoutant un attribut de plus. Dans 
notre premier jeu, par exemple, nous avions dccldé de prendre comme 
ensembie de base ics instruments servant à écrire, et dans cet ensembie 
universel nous avions isole Fensemble des crayons. En ajoutant 
Fattribut« bien taillés » à notre exigence premiòre que ces instruments 
fussent des crayons, nous avons créé le sous-ensemble des « crayons 
bien taillés «. Dans le cas des blocs logiques, nous avions choisi les 
blocs rouges. A cet attribut c rouge », nous avions ajouté Fattribut sup- 
plémentaire « carré », et avions créé ainsi ie sous-ensembie des blocs 
« rouges carrés ft. II faut cncourager les enfants à jouer à ajouter des 
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Fig. 4 UN SOUS-ENSEMBLE 

Notrc univers comprcnd eous les « instrumcnts qui scrvcnt à Ocrirc dans ia 
classe ». Voici notrc cnscmble, il cst íbrmé par tous les crayons dc Tunivcrs. 

v. 

V 

Dans nocre ensemble nous avons marque d'une crois tous les crayons iongs 
et nous les dessínons ci-dessous. 

C —.1 ..u» 

Ces crayons Iongs sont notre sous-ensemble. 

attributs et à formcr des sous-ensembles. Par exemple, nous avons 
constitué quatre groupes d^nfants, avec chacun un jeu complet de 
blocs logiques. Chaque groupe isole un ensemble de blocs en choisis- 
sant une coulcur. On demande ensuite, par exemple, à une filie du 
groupe qui utilise un « ensemble jaune » « d'ajouter un mot et de pren- 
dre pour elle un sous-ensemble ». Si clle dit : « rond », il faut qu5elle 
sorte tous les ronds jaunes commc sous-ensemble, et ainsi dc suíte. 
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Dc même3 nous Tavons vu, il arrive parfois, dans un jeu, que Ten- 
semble se confonde avcc Tcnsemble de base, de mêmc il peut se faire, 
dans un ccrtain jeu, que le sous-enscmble soit le rnême que Tcnsembie. 
Par exemple, si tous les crayons de la classe sont bien taillcs, et s':! 

en a pas un seul dont la mine cst cassée, le sous-ensembic des 
crayons bien taillés va se confondre avec Penscmble des crayons, S'il 
arrive parfois, plus tard, que nous parlions d'un ensemble qui est son 
propre sous-ensemble, c^st cela que nous voudrons dire. 

Ainsi, nous avons vu qu'on peut faire des sous-enscmbles en « cn- 
tassam les attribucs ■>, mais il y a d'autres manières dc faire des sous- 
ensembles. Par exemple, si nous avons constitué un ensemble par 
cnumération (Annc-Marie, Françoisc, Michcl cc Jcan-Louis) nous 
pouvons três bien décider qu'Annc-Marie et Michel constitueront un 
sous-ensemble, ou encore que ce seront Michel, Françoise et Jean- 
Louis. Si cela se trouve, ccs enfants 0*001 aucun actribut commun, et 
il n^ a peut-être pas d'autrc moyen d'en faire un sous-ensemble que 
de les énumércr. 

II faut donner aux enfants de nombreuses occasions dc formcr des 
ensembles et des sous-ensembles des deux manières - soit en énumé- 
rant les éléments d>une certainc sous-scction de Pensemblc, soit en 
« entassant les attributs ». Insistons sur le fait qu'à ce stade ces jeux 
doivent se jouer avec du matériel concret, que ce som les enfants cux- 
mcmes qui doivent souvent ètre les éléments des ensembles et des 
sous-ensembles, et qu'en plus des blocs logiques il faut rccourir fré- 
quemment à d'autres objets. 

1.5. Égalité des ensembles 

Nous avons vu déjà qu'il y a au moins deux manières de définir 
le même ensemble d'élémcnis de l'cnsemble de base, de sorte que 
deux ensembles peuvent fort bien être égaux tout en ayant été définis 
par des termes três différents. Rappelons que deux ensembles sont 
égaux quand ils sont composés exactement des mèmes éléments, et non 
pas d'élements simplcment semblables. 

Par exemple, dans un ensemble de blocs logiques, nous pouvons 
sortir un grand carré rouge épais et un grand carré bleu épais, puis, 
dans une autre boite de blocs, prendre égaiement un grand carré rouge 
épais et un grand carré bleu épais. Pour les enfants, il n'y a pas de 
différence entre ces deux ensembles, et pourtant ils ne sont pas égaux, 
puisque leurs éléments sont des morceaux de bois différents. II faut se 
rappeler, en effet, qu'il n'y a égalité d'ensembles que lorsque ccs en- 
sembles sont constitués des mêmes éléments, que régalité concerne 
ces éléments eux-mêmes, et non les propriétés de ces éléments. Ce qui 
est égal, entre nos deux ensembles, c'est qu'ils sont tous deux faits dc 
pièces de bois, tous deux composés de pièces carrées, et ainsi de suite, 
et il ne s'agit lã que d'égalité des attributs. 
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L égalité des ensembles implique une cgalitc réelle, matcricllcj 
essenticlle, une identiié des éléments de ccs ensembles, et la seule 
mamere de « modificr » ccs éléments, c'esc de les changcr de place. Par 
exemple si un cnsemble est composc de deux objets A et B, ii csr 11 

iui-même lorsqu'on met Fobjct B avant 1'objet A, ou si on prend ees 
eux objets, qui étaicnt sur Ia tablc, et si on les met dessous, ou si on 

Fig. 5 ÉGALITÉ DES ENSEMBLES 

Jean-Louis Vatérle Catherine 

S? 

íO 

m 
tca. 

Valórie Catherine J&an-Louis 
Ces trois enfants sont les seuls de notre classe qui portent des souliers 
noirs. Nous pouvons donc dire que Tensemble {Jean-Louis, Valérie, 
Catherine} est égal à 1'enscmble {enfants portant des souliers noirs}. 
Nous pouvons également dire que i'ensemb!e {Jean-Louis, Valérie, 
Cathetinej- est égal à Tensemble {Valérie, Catherine, Jean-Louis} et ainsi 
de suite. 
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Photo 4. Exerciee de comptage eu base 4. 
« Jc me demande si c^est la piècc suivante. » 
Les piles croissem par mie barre d Ia fois, Gbaque fois quatre pièces scmblables formem une pile, 011 
les échange pour une pièce plus grande ayanr le volume eqüivalem á cehii des quarrc pièces sembiables 
mises ensembles. 
II est visible ici que Ia pièce qui suit un cube n'esí pas formée par deux cubes mais par un cube et 
une barre. Uenfant est sur le point de découvrir sou erreur. 



Photo 5. Compter en base 6. 
'élève appreitd á reconnaítre et à noter des combitiaisons de différentes puissances de 6. 

(Photo Jau Dalmatt) 



les range dans deux boites diffé rentes, Tunc dans ia salle de classe, 
^autre dans la cour de récréation, et ainsi de suite, 

Aussi 1'idéc d'cgalité entre enscmbles ne devient-clle intéressante 
que quand on se trouvc en présence de définitions différentes d'un 
mêmc ensemblc, et c^st pour cela qu5il est utile de rintroduire ; c'est 
pour que les enfants puissent apprendre à comprendre que « L'en- 
semblc des personncs portam des chaussures noires est égal à Ten- 
semble forme par Catherine, Jean-Louis ct Valérie o. Cest en jouant 
des jeux avec des enscmbles formes par les enfants de la classe que les 
enfants acqucrront Pltabitude de rcconnaitre les enscmbles égaux. 

Si notre ensemble de base était composc des enfants de la classe, 
et si ces enfants, cn fait, portaient tous des chaussures noires, et si 
personne d'autre dans Ia classe ne portait de chausures noires, Ten- 
semble de base ct Tcnsemble des enfants porteurs de chaussures 
noires seraient égaux, et nous pourrions ajouter à notre leçon sur 
Tappartenance aux enscmbles cet aspect particulier de la notion d'éga- 
lité. 

Un jeu três cíRcace, à ce point de vue, consiste à inviter un groupe 
d'enfants à constitucr, avec quclques-uns de leurs camarades, un en- 
semble d'enfants cn les nommant un par un, puis à inviter un autre 
groupe d'enfants à reformer 1c mêmc ensemble en le déíinissant uni- 
quement par des attributs. Par exemple, le premier groupe appelle 
o Élianc, Dominique et Gilles », et le second dit «Pensemble des en- 
fants portam des chandails gris clair >» - et si tous les trois portent 
des chandails gris clair, ct qu'aucun autre enfant de ia classe n'en porte, 
la réponse est conecte. 

1.6. Enscmbles vides, sous-enscmbles vides 

II peut se faire, évidemment, qu'on ait reuni des attributs tels qu'il 
n'existe dans 1'ensemblc de base aucun élément les possédant. Dans 
ce cas, on a un ensemble vide et, de même, on peut avoir un sous- 
ensemble vide. L'cnsemble vide, c'est celui qui ne contient aucun 
élément. 

Revenons à 1'ensemble de base composé de tous les enfants de la 
classe, et définissons un ensemble composé de «tous les garçons à 
cheveux blonds portam des chaussures noires o. Comme il peut se faire 
qu'il n'y ait, ce jour-là, aucun garçon à cheveux blonds qui porte des 
chaussures noires, 1'ensemblc des garçons à cheveux blonds portam 
des chaussures noires est égal à 1'ensemble vide, 

On peut demander aux enfants de nommer les éléments ou de défi- 
nir les attributs de 1'ensemble vide, et cela peut faire un jeu três amu- 
sam. La maítresse décide, par exemple, que 1'univers se composé de 
toutes les personnes qui sont dans la classe, et Pensemble vide pourra 
être celui «de tous les enfants de la classe qui sont dans une poussette» 
ou d Pensemble de toutes les personnes qui ont plus de cent ans » 
ou <i Pensemble de tous les grand-pères de la classe ». Avec d'autres 
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univcrsj on pourrait avoir « Tcnsemblc tic tous les crocodiles dc Ia 
pièce », etc. l/absurditc dc ccrtaincs dc ccs rcponscs esc à la fois amu- 
sante et constructive, car elles conduisent à Tidce de contradiction. 
Uensemble vide est requivalent, dans 1c domainc dcs cnsembles, de 
la notion de contradiction en logiquc. 

Fíg. 6 ENSEMBLE VIDE ET SOUS-ENSEMBLE VIDE 

vide 

Garçons Filies 

Tous ies garçons 
de ía classe 

' Sous-ensemble 
vide 

Toutes les filies 
de la classe 

Supposons que notre univers comprenne coutes les personnes qui se trouvent 
dans la salle de classe. Supposons que notre ensemble comprenne les per- 
sonnes âgées de plus de 100 ans. Dessinons les membres de cet ensemble 
dans le carré. II n'y aura évidemment pas d'éléments dans cet ensemble. 
C'est un ensemble vide. 
Dans Tintersection nous devrions avoir tous les enfants qui sont à la fois 
filies et garçons. Comme nous n'aurons pas de teís cnfants3 notre sous- 
ensemble est vide. 
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1,7. Intersaction cfensemblcs 

lei encore, le micux est, pour commcnccrj de prendre comnie élé- 
ments de Tcnscmblc les enfants de la classe eux-mêmcs. On commence 
par demander aux enfants de suggércr deux attributs définissant cha- 
cun un ensemble différent. On va, cn effet, faire deux enscmbles, Lcs 
enfants vont faire des quantités de suggestions. Supposons que de tous 
les attributs proposés on en ait retenu deux - celui d'êtrc un garçon et 
celui d'avoir plus de six ans. Pour jouer à ce jeu, il nous faut deux cor- 
des assez longucs^ une par ensemble. On désigne deux capitaines, un 
par equipe, à chacun desquels on confie une cordc, Puis on dit aux 
enfants qui sont des garçons d'aller dans un coin de la sallc, et a ceux 
qui ont plus de six ans d'aller dans un autre coin. Chacun des « capi- 
taines d'ensemblc » s'assure que tous les enfants de Fensemblc sont 
dans la corde, qu'il tient au niveau de leur taille. 

Mais il y a quclques enfants qui sont dans 1'indécision, car ils sont 
à Ia fois garçons et âgés de plus de six ans. Oü faut-il aller? Nous en 
avons vu qui faisaient jusqu'à vingt fois la navette entre une corde et 
1'autre avant que la discussion shnstaure. Si clle est trop longue à venir, 
la maitresse demandera aux capitaines : «Avez-vous bien tous les 
garçons dans la corde? » ou bien i Est-ce que tous les enfants de plus 
de six ans sont bien attachés? » Cest aux capitaines, assistes de cama- 
rades de son ensemble, de voir s'il ne manque personne. II faut parfois 
un certain temps avant q^un des enfants se dise, et dise, que certains 
enfants doivent être dans lcs deux cordes à la fois. 

Fig. 7 INTERSECTION 

lei 1'ansemble 
de tous les enfants 
âgés de plus de 6 ans. 

'lei les garçons> 
âgés de plus 

de 6 ans. 
lei Tensemble 
de tous les 
garçons. 

Les enfants qui sont des garçons et àgís de plus de six ans sont à la fois 
dans les deux cercles : c'esc 1'interseccion. 
Formez les cercles avec des cordes que les enfants tiendront sous leurs 
mentons, afin qu'ils se rendem compte quhls sont bien «à 1'intérieur ». 
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II est cssentiel de ne pas se hâter pour acquérir cettc comprchen- 
sion ; le nombrc de fois que les enfants doivent aller d^ne corde à 
Tautre, 1c nombre de discussions entre capitaincs et equipes, tout cela 
contribue à renforcer Tidée qu'il y a deux attributs auxquels il faut 
satisfaire cn méme temps. 

II peut, bien emendu, sc fairc que rintcrscction soit vide. Par exem- 
ple, si les attributs avaient été « garçon » et « filie », cous les garçons 
auraient été dans une cordc, toutes les filies dans Pautrc, ct il aurait 
pas eu de problème. II est cssentiel que les enfants fassent les deux 
types d'exercices - ceux dans lesquels 1'intersection comporte des élé- 
ments, et ceux oü elle n^n comporte pas, oü elle est vide. 

Fig. 8 ENSEMBLE COMPLÉMENTAIRE 
rouge norwouge 

Sous-ensomble 
vide 

Remplissez 
co cerclo 
avec tous les 
blocs non- 
rougos. 

Remplissez 
ce cercfe 
avec tous les 
blocs rouges 

Si nous choisissons comme ensemble tous les blocs rouges^ les blocs non- 
rouges, c^st-à-dire ceux qui restent^ sont Tcnscmble complémentaire. 
Si nous choisissons les blocs non-rouges conimc ensemble^ ce sont les blocs 
rouges qui seront Tensemble complémentaire. 

triangles 
grands 
rouges 

triangles 
rouges 
non-grands 

de 

lei notre ensemble comprend les grands triangles rouges3 Tintersection est 
vide et Tensemble complémentaire est formé par les triangles rouges non 
grands. 
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Notons bien que « rintcrsection dc deux ensembles c'est Ia section 
qui est commune aux dcux ensembles. II ne faut pas confondre ce 
terme avec les points d'in.tersection de deux limites. 

Ces jcux, on le voic, sont cquivalents aux jcux décrits dans (a section 
consacrde à la logiquc, mais dans chaque cas notre íntention est dc 
faire apprendre autre chose. II faut s^ssurer que, finalement, les en- 
fants comprcnnent bien le rapport qu'il y a entre les dcux types de 
jeux. 

On peut jouer des jcux analogues avec les blocs logiques, comme 
nous 1'avons indique au chapitrc «Logique ». On peut essayer des jeux 
avec des croiscments dc routeSj avec dcux cerceaux, avec trois, voirc 
quatre cerceaux. II faudra aiors examiner les diverses intersections, 
décider des sous-ensembles ct exprimer verbalcment leurs norns, en 
s'intáressant, aussi, aux pièces laissées de côté, car elles forment éga- 
lement un ou plusicurs ensembles. 

Comme ces jeux, souvent joués avec des diagrammes de Venn, sont 
spectaculaires quand on les joue avec des enfants, on est tente d'aller 
trop vite, sans prdparation suffisante, Cest à éviter. 

1.8. Complêment 

II est possible de seinder Tensemblc dc base en deux sous-ensembles 
distinets. Par « distinets » nous voulons dire que Fintersection entre 
les deux sous-ensembles est vide - c'est-i(-dire que les deux parties, 
ou les deux sous-ensembles, n^nt aucun élément commun. 

Supposons que nous scindions Pensemble de base des enfants de 
la classe en deux ensembles, celui des garçons et celui des filies, ou 
celui des enfants qui ont des cheveux blonds et celui des enfants qui 
n'ont pas les cheveux blonds, ou celui des enfants qui portent des chau- 
sures noires et celui des enfants qui ne portent pas des chaussures 
noires. Si 1'attribut de l'un des ensembles est la « négation i> de celui 
dc 1'autre, on peut être súr, tout à fait súr, qu'il n'y a aucun élément 
dans 1'ensemble inlersection, car aucun élément ne peut posséder à la 
fois un attribut et la négation de cet attribut. Aucun enfant ne peut être 
à la fois garçon et filie, etc. 

Un jeu qu'!! est manifestement três facile de jouer à propos de com- 
pléments, c'est simplement de seinder Funivers de telle manière qu'une 
partie de Funivers aille dans un coin de la salle et Fautre partie dans un 
autre coin. Si Fon appelle « ensemble » une de ces parties, Fautre será 
le <; complêment », Naturellement, on peut inverser les rôles. Ia seconde 
partie étant appelée ensemble et la prcmière complêment. Une fois 
un ensemble choisi, 1c complêment, c^st la partie de Funivers qui 
reste. 

Si on prend les blocs logíques, on peut choisir les pièces jaunes com- 
me ensemble, et dans cc cas les pièces non-jatmes forment Je complê- 
ment. Toutes les fois qu'on isole un ensemble dans un univers, on a, 
de ce fait, son complêment. 
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II est clair que le complémcnt du complémcnt, c'csi: 1'cnscmblc 
lui-même. En d^utrcs termes, si Tcnscmblc cst constitué par lcs 

rouges, son complémcnt est forme des non-rouges, et 1c complcment 
du complémcnt cst forme des non-non-rouges, c'cst-à-dire des rouges, 
c^st-à-dirc de Tcnscmble lui-même. On peuc ímagincr un jcu dans 
lequel un enfant divise la classe cn deux parties scparces, cn pensant 
à un attribut qui déterminc Ia séparation, mais sans dirc qucl est cct 
attribut, et il faut que les aulres enfants dc la classe devinent quel a cté 
1'attribut qui a été choisi. Par exemple, le premíer enfant decide que son 
cnsemblc se compose de tous les enfants qui portent quelquc chose de 
blanc, de sorte que le complémcnt consiste cn 1'enscmblc dc tous les 
enfants qui ne portent pas quelquc chose de blanc (c'cst Ic reste de 
fensemble de base). A un stade ultcricur, il imaginera, par exemple, 
Penscmble des enfants blonds et aux yeux bleus, auqucl cas le com- 
plémcnt se composera des enfants qui n'ont aucun dc ces attributs 
ou qui n'en ont qu'un seul. Les enfants cprouvcnt souvent bcaucoup 
dc mal à décider de ces attributs... décisifs. 

Fig. 9 ENSEMBLE-RÉUNION 

/ 

rougeépals rouge mince 

/ 

rouge rouge 
mince épais 

Voici notre premier cnsemblc 
symbolisé par des dessins. Re- 
marquez les accolades qu1 

Temourcnt et qui indiquent 
qu'il s^git d'un cnsemblc. 

Voici nocrc sccond ensemble 
symbolisé. Remarquez qu*il 
s'agit d^ensembles distínets 
qui n^nt pas d^léments 
communs. 

f 
rouge épais rouge mince . . 

u rouge 
mince 

rouge 
épais 

rouge mince rouge épais 
rouge 
mince 

rouge 
épais 

,[i],m j 
L'ensembie des carrés rouges réunis à Pcnsemble des grands triangles 
rouges = l'ensemble des carrés rouges et des grands triangles rouges. 
Remarquez le signe \J dont on se sert pour indiquer la réunion. A une 
étape ultérieure et à un niveau différent, cette opération correspond à faddi- 
tíon des nombres. 
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On pcui aussi jouer à ccs jeux avec les blocs logiques, en commcn- 
çant par un seul attribut, puis en en ajoutant deux, trois, a mcsurc que 
les enfants acquièrent de la pratique. 

1,9. Réunion d'ensembles 

II existe une opération importante, c'est cellc de Ia reunion den- 
semblcs en vue d'cn faire d'autres ensembles. Cela n offre auame 
difficulté partículière, car les enfants pensent s.mp ement a un certam 
ensemble, puis à un autre ensemble, puis enfin ils en réunissent les 
éléments pour former un nouvel ensemble. 11 y a cependant une petite 
difficulté qui peut se présenter si les deux ensembles ont des elements 
communs, mais les enfants admettent assez vite que ces eléments 
commc les autres, peuvcnt aller ensemble. Par exemple, si on a, d une 
part, tous les crayons et, d'auire part, tous les Instruments servant à 
écrire et qui sont bleus, (ce qui comprend à !a fois les crayons bleus et 
les porte-plume bleus, mais qui comprend aussi les crayons non-bleus) 
et si nous les mettons tous ensemble, nous aurons un tas qm com- 
prendra les crayons non-bleus, les porte-plume bleus. Les porte-plume 
non-bleus ne se trouveront pas inclus. , , , , 

11 y a le cas particulier des réunions d ensembles dans lesquels il 
n'y a pas d'éléments communs. Aussi faut-il que les en ants acqmeren 
1'expérience de situations dans lesquelles on réumt des ensembles 
ayant des éléments communs et de situations dans lesquelles on reumt 
des ensembles qui n'onr pas d'clcments communs. Ce sont ces der- 
nières qui conduisent à Pidée d'addition. , , ,, 

Dans 1'exemple donné ci-dessus, tout membre de 1 ensemble- 
réunion est ou bien un instrument à écrire bleu, ou bien un crayon. 
Dans Pintersection, Pensemble avait la propriété des deux ensembles 
(à la fois instrument à écrire et bleu). Dans Pensemble-reumon, 
la propriété de 1'ensemble-réunion,"'c'est que les élements ont 1 une 
ou bien Pautre de ces propriétés. Les enfants trouvent cela difficile 
à comprendre au début, car ils ne voient pas bien comment 1 objet 
qu'ils ont ramassé serait OU BIEN ceci OU BIEN cela, alors qu en 
fait ce qu^ls voient dans leur main, est un seul objet. La mei 
manière de surmonter cette difficulté, ce serait peut-être de leur ire 
qu'on va tiref une pièce de rcnsemble-réunion, mais sans savoir 
cxactement laquellc, car on ne va pas regarder dans le récipient. 
Alors, avant de la tirer, qu'est-ce qu'on peut dire de certain sur cette 
pièce, quelle qu'elle soit, sans se tromper? Três souvent, dans ce cas, 
les enfants répondront vite : « Ce sera súrement un crayon ou un truc 
bleu pour écrire. >> 

Voyons comment on peut organiser un jeu simple de ce genre. 
Prenons les blocs logiques, et décidons que le premier ensemble se 
compose de toutes les pièces bleues, tandis que le second se compose de 
toutes les pièces rondes. On réunit ces deux ensembles et on les met 
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dans un seau avec un couvcrclc. Ensuitc on demande aux enfants : 
d Si je tire un bloc du seau sans regarder, qu'cst-cc que ce sera súre- 
ment? » et supposons que Ia réponsc soit: « Un blcu. » On fait alors 
tirer une pièce à un enfant et, bien súr, ellc sera pcut-êtrc bleue, mais 
il finira bien par cn tirer une ronde qui ne sera pas blcue, et on verra 
alors que la réponse : « Un bleu » n^sc pas suffisantc. En posam alors 
la question à nouvcau^ on obtiendra probablcment la réponsc <• Ou bien 
bleu ou bien rond réponse dont rexpérience confirmcra rexactitudc. 

Pour donner un exemple de réunion sans attribut communj on 
prendra les formes carrées et les formes rectangulaires. 

1. J 0. Ensembles-dif/érences 

Lfensemble-différence entre un ensemblc et un sous-ensemblc se 
compose des membres de Tensemble qui nc sont pas dans le sous- 
ensemble. En d'amres termes, pour obtenir un cnscmblc-différcncej on 
enlève de Tensemble tous les éléments du sous-ensemblc, et cc qui 
reste constitue rensemble-différence. 

Les enfants ont besoin de beaucoup de pratique pour former des 
ensembles-différences. La mcilleure façon de commencer est peut-étre 
de leur demander de trouver 1'cnscmblc-difFérence entre Tensemble de 
tous les enfants de la classe ct Tensemble des garçons. On met d^bord 
tous les enfants au centre de Ia pièce, puis le sous-ensemblc des gar- 
çons s'en va. Ce qui reste, bien entendu, Ucst rensemble-différence, 

Fig. 10 ENSEMBLE-DIFFÉRENCE 

Bm 

Bm 

AA 

Voici notre ensemblc symbolisé. Ccsn 
Tensemble de tous les tríangles blcus. 

Voici notre sous-ensemble. Nous 
alions essayer de trouver Fensemble- 
différcnce entre ces deux ensemblcs. 

Bm Bm 

AA 

Bò Bm 

Ia ai 

L'ensemble-dífFérence entre Tensemble de tous les tríangles bleus et 
1'ensemble des grands tríangles bleus = Tensemble des petits tríangles bleus. 
L*ensemble-diíférence indique « ce qui a été cnlcvé ». Remarquez le signe N 
utilisé pour la différence. A une étape uitérieure et à un niveau différent cette 
opération correspondra à la soustraction des nombres. 
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mais c cst aussi Tensemblc dcs filies, de sorte que l'ensemble-diffé- 
rencc entre Tenscmble dc tous les enfants de la salle et le sous-ensemble 
des garçons, c'est Tcnscmble dcs filies. 

baisons un nouvcl exercice, en prenant comme cnsemble de base 
1c mobilier de la classe, Supposons qu'il y aít, dans la classe, un piano, 
quelqucs tablcs et quclques chaises. Si on choisit comme ensemble 
«tomes les tables et toutes les chaises » et qu'on vcuille trouver 
rensemble-diffcrencc entre cet ensemble et le sous-ensemble des 
chaises, on voic que c'cst Fenscmble des tables. 

En jouanc avec les blocs logiqucs, on peut décider que Tensemble 
sera celui dcs blocs grands et rouges et que le sous-ensemble sera 
celm des grands carrés rouges. Les enfants sortent d'abord toutes les 
grandes pièces rouges, puis mettcnt de côté toutes les grandes pièces 
rouges carrées. On voit alors que rensemble-difFércnce est forme des 
pièces grandes rouges non-carrées. On peut jouer à beaucoup de jeux 
de ce genre, et demander aux enfants de nommer tour à tour l'en- 
semble, le sous-ensemble et 1'ensemble-difTércnce. 

Ensuite, on jouera ces jeux sans toucher aux pièces. On dira aux 
enfants de « penscr au sous-ensemble comme s'il était enlcvé» et 
d'cssayer de le nommer. Pour commencer, il faudra que les pièces 
soient disposécs de manière à faciliter cette opération mentale, mais 
bientôt les enfants pourront fairc 1'excrcice sans changcr les pièces de 
place. 

Or, on se rappellc que, dans 1'univers, tout ensemble a son ensemble 
complementa ire - constitué par ce qui reste quand on a enleve l'en- 
semble. Si donc nous avons choisi Fenscmble de toutes les pièces 
bleues, le complément sera constitué par toutes les pièces non-bleues, 
et ainsi de suite. En revenant au premicr exemple choisi, ou 1'univers 
etait forme par « tous les enfants de la classe», nous avions, comme 
ensemble, également pris « tous les enfants de la classe ». Lorsque nous 
avions enleve le sous-ensemble des garçons, nous avions trouvé que 

m-Seivble"dÍfférence ét:ait consI:irué Par toutes les filies. Mais si on y rencchit bien, on voit que fensemble de toutes les filies de la classe 
etait aussi le complément. II faut donner plusieurs exemples de ce 
genre, jusqu'à ce que les enfants s'aperçoivcnt que la recherche du 
complément n'est jamais qu'un cas particulier de Ia recherche de 
1 ensemble-différcnce. 

Donnons un autre exemple dans ce cas particulier, en prenant les 
blocs logiques. Pour ce jeu, 1'ensemble de base sera constitué par 
1 ensemble de tous les blocs logiques de Ia boíte, et on décidera égale- 
ment que Pensemble est constitué par tous les blocs de la boíte. Déci- 
dons maintenant d'enlever Ic sous-ensemble des blocs bleus. On 
s aperçoit que Pensemble-différence n'est autre que Pensemble com- 
plémentaire ~ Pensemble de toutes les pièces non-bleues, puisqulen 

on n,a ricrl fait d^utre que de diviser Pensemble universel en deux 
parts, celte des pièces bleues et ccllc des pièces non-bleues. 
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l.H. Ensembles équivalents. Les propriétés nwnériques dcs cnscmbles et 
le noinbre naturel 

On pcut « aparier » les élémcnts dc ccrtains cnscmbles, c est-à-díre 
les t mettre en corrcspondancc tertne à terme, un à un ». Par exemple, 
supposons un ensemble d'cnfants composé dc Sylvic, Valcric et 
Jean-Louis, et un ensemble dc fruits composé d'unc pomme, d'une 
orange et d'unc bananc. On pcut donner 1'orange à Sylvic, la pomme 

Fig. 11 ENSEMBLES ÉQUIVALENTS 

Jean-Lours 
Valérie Sylvie 

ccx- 

&> ou 

\ 

Jean-Louis Valório Sylvie 

pomme orange banane 

Établissons une correspondance terme-à-terme entre les élémcnts de ces 
ensembles, sans tenír compte de rordre. 
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à Jean-Louis ct la bananc à Valcric, ou cncore donncr la banane à 
Sylvifij la pomme à Valérie ct Torange à Jcan-LouiSj peu importe, 
du momcnt que chaquc enfant reçoit un fruic, et que chaque fmit est 
ateribué à un enfant, et qu'il ne reste ni enfant sans fruit ni fmit sans 
enfant. 

On a ainsi établi une correspondancc terme à terme, une applicanon, 
entre Tcnsemble des enfants et Tensemblc des fruits. Quand on peuc le 
faire, on peut dirc que les deux cnscmbles sont équivalents, et on 
peut dire aussi que chacun de ces dcux ensembles « a le même nombre 
d'éléments i>. 

Or, à ce point du développemcnt des enfants, on n'a pas cncore 
introduit le nombre o trois »; tout ce qu^n peut faire, c'est d'attirer 
1 attention sur le fait qu'i! y a le mênte nombre, autant d'éléments. On 
peut mettre de nombreux autres ensembles en correspondance élé- 
ment par élément avec celui des enfants qui vient d'Être choisi, par 
exemple Tensemble forme d'une table, d'une chaise et d'un tabouret, 
en mettant la table avec Sylvie, la chaise avec Jean-Louis et le tabouret 
avec Valérie : une fois de plus, on constate réquivalencc entre deux 
ensembles : celui des enfants ct celui des meubles, comme avec celui 
des fruits. 

De même, on peut prendre une piéce jaune, une picce rouge et une 
pièce bleue dans la collecdon des blocs logiques. Mais il faut prendre 
bien soin de ne pas toujours tomber juste, afin que les enfants voient 
bien qu'on ne peut pas toujours établir une correspondance un-par-un 
entre deux ensembles. 

On peut ainsi jouer à des quantités de jeux, notammcnt en formant 
entre enfants des ensembles équivalents les uns avec les autres. Au 
cours d^ne leçon, par exemple, on s'arrangera pour ne discuter que 
d'ensembles ayant la propriété numérique de trois, et on dira aux 
enfants que tous ces ensembles peuvcnt être appelcs « trois ». lis ont 
tous la propriété de trois. Une autre fois, on mettra en correspondance 
des cnscmbles ayant la propriété de « deux ». Cest ainsi qu'on fait 
apparaltre les nombres naturels, et il faut toujours bien souligner que 
ce sonc des propriétés des ensembles. 

Le maitre devra cncourager les enfants à jouer ainsi un grand nombre 
de jeux de correspondances terme à terme, pour qu'ils comprennent 
bien comment les nombres naturels sonc formés à partir des ensembles, 
c est-à-dirc en mettant des cnscmbles équivalents en correspondance 
élément par élément les uns avec les autres. Car en procédant ainsi, 
on range les ensembles en classes d'équivalence, et on voit mieux que 
les ensembles appartenant à une meme classe d^quivalence ont la 
même propriété numérique. 

1.12. Non~équivaleiice 

Comme nous Lavons déjà indique, il arrive parfois, quand on essaie 
de mettre un ensemble en correspondance avec un autre, qu'on n'y 
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Fig. 12 NON-ÉQUIVALENCE CENSEMBLES 
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parvienne pas. II faut également procurer aux enfants de nombreuses 
expériences de ce genre, Sf, quand on tente d'assortir les éléments d'un 
ensemble à ceux d'un autre ensemble, il y a des éléments de i'un des 
ensembles qui restent «en rade )>, on dit que cet ensemble a plus 
d^léments que Tautre. De même, on dit que ce dernier a moins d'élé- 
ments que le premier. II faudra beaucoup d'exercices de ce genre pour 
faire bien pénétrer Tidée de « plus <>, d'une maníère mathématique qui 
soit indépendante de Taspect visuel des piles d'objets. Les jeux intro- 
ducdfs sont três simples ; ils sont du même ordre que ceux qu'on 
utilise pour établir la notion d'équivalence ; aussi n'est-ii pas néces- 
saire de les décrire et suffit-il de répéter, encore une fois3 qu'il faut 
beaucoup d'expériences avant que Tidée fondamentale contenue dans 
« plus » et <i moins » ait été comprise par les enfants. 
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Fig. 13 NON-ÉQUIVALENCE DES TAS QUIAUGMENTENT 
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Voici un Jeu d'une grande eíScacité, mais auquel ii ne faut pas jouer 
tant que les concepts qui précèdent n'ont pas écé compris. 

On fait faire aux enfants un certain nombre de piles d'objets quel- 
conques ~ jetons, allumettes, capsules de bouteilles, haricots, clous^ 
tout ce qui tombe sous la main. Dans la première pile, il n'y aura qu'un 
seul objet, Pour faire la seconde pile, les enfants commencent par faire 
une pile semblable à la première, exactement, puis y ajoutent un objet 
quelconque, obtenant ainsi une pile dans laquelle il y a un objet de 
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plus que dans la prcmièrc pile. Ensuitc, on copie la sccondc pile (avec 
son ensemble de dcux objets) et on y ajoute un troisiemc objct, cc qui 
donne une troisième pile, un troisième ensemble. Puis on disposc à 
côté un ensemble analogue de trois objets^ et on y ajoute encore un 
objet, On obücnt ainsi un ensemble de quatre objets. A Tâgc oü les 
enfants font ces exercices, il y a des chances pour qu'ils nc sachent 
pas encore compter, même s^ls onl déjà une vague idée de la " pro- 
priécé deux i, de la « propriété trois et ainsi de suite, tirée de nos 
jeux d'équivalences, mais ils seronc ravis de joucr à cc jcu presque 
sans limite, et, de fait, on peut les laisser continuer jusqu'à cc qu'il y ait 
de trente à quarante objets dans un ensemble. 

II convicnt de disposcr ces ensemblcs en succession Hncaire sur 1c 
sol, si possible en ordre croissant de la gaúche vers la droite, cn met- 
tant Tensemble composé d'un seul objet 1c plus vers la gaúche, Ten- 
semble de deux objets plus à droite, et ainsí de suite. En d'autres 
termes, les ensembles doivent allcr cn augmcntant de la gaúche vers la 
droite. Ce n'est pas indispcnsable, cependant, et ils pcuvent aussi bien 
aller en augmentant de droite à gaúche, ou de haut en bas, ou de bas 
en haut, ou de toute autre manière commode, du moment que les 
enfants voient bien dans quel sens se fait la croissance. 

Puis on peut jouer le jeu suivant: - On désigne deux ensembles 
consécutifs quelconques, et on demande aux enfants ; « Que! est celui 
de ces deux ensembles qui a le plus d'objets? » En general, la réponse 
est juste, et on peut alors poser la question : « Combien de plus ? » 
(On conviendra que c^st une question qui peut légitimement etre 
posée même si les enfants ne savent pas compter, puisque la réponse 
est« un í). On poursuit cet exercice et on vérifie le résultat, non pas en 
comptant, mais en établissant une correspondancc élément par élé- 
ment, jusqu'aux plus grandes piles. Pour les enfants, ces piles de 
grandes dimensions ont Pair a peu près parcilles, et il faut donc que le 
maitre ieur fasse vérifier que, même là, Penscmble immédiatement à 
droite comporte bien un élément de plus que celui qui le précède sur 
sa gaúche. II sera sans doute utile de faire exécuter matériellement les 
correspondances sur un certain nombre d'ensembles voisins, jusqu'à 
ce que les enfants aient bien compris que la différence est toujours 
de un. 

Une fois ces jeux terminés, on peut demander aux enfants : « Quelle 
est la pile qui en a un de plus que celle-ci ? » ou « Quelle est la pile qui 
en a un de moins que celle-là ? « et là encore 1c maitre s'assurera que 
chaque enfanc comprend bien tout ce qui est contenu implicitement 
dans ces recherches et ces découvertes. En particulier, qu'il n'oubUe 
pas que la seconde question est plus difficile que la premlére pour 
beaucoup d'enfants. 

Une fois qu^n est assuré, aux queslions sur « un de plus » ou 
«un de moins», d'obcenir la réponse <■ celle de droite o ou « celie de 
gaúche respectivement, et une fois qu'il est bien établi que, dans le 
cas de deux piles consécutives quelconques, celle de droite comporte 
toujours un élément de plus que celle de gaúche, on peut aborder un 
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autre jcu, Tout d'abord3 rcvcnauc au pretnier étac du jcu3 on revise les 
proprictcs numériques des pelits cnsemblcs, car les enfants devraient 
ctre capables dc rcconnaitre ia propriété d'avoir un élément, deux élc- 
mentSj trois élémcnts, et ainsi, peut-ètrCj iusqu'à neuf, 

On montre alors Ic premier cnscmble et 1c troisièmc, et on demande 
aux enfants kqucl a le plus d'éléments, et combicn. On voit, plus 
facilemcnt qu'avantj quel est le plus « nombreux» des deux. Mais il 
faut vérificr cn faisant la correspondance élément par élémentj autant 
que faire se peut, et les enfants nc mettront pas longtcmps à rcconnaitre 
dans renscmble-difrércnce un enscmble ayant la propriété dc deux. 
On notera donc qu'il y a o deux de plus » ou « deux de moins ». Puis 
on prendra la deuxième et la quatrième pile, en posam toujours les 
mêmes questions : « Quclle est la pile qui a le plus de pièces? n, puis 
d Combien dc plus ? », puis « Quellc est la pile qui a le moins de piè- 
ces? » et « Combicn dc moins? » Continuer cet cxercice, en montant 
de plus en plus le long dc réchclle, et en vérifianq sans compter, la 
diffcrence. On s'aperçoit que lorsque les piles deviennent trop grandes 
pour que les enfants puissent voir d^n simple coup d'€eil quclle est 
la plus grande^ ils ne disent plus qu"il y en a deux dc plus dans ceile de 
droite. Ils disent parfois qu'il y en a trois de plus ou quatre de plus, 
car ils voiem que les piles deviennent de plus cn plus grandes et cn 
déduisent qu'!! doit cn étre de même des différcnccs. Mais nous avons 
égalemcnt vu des enfants dire que la différence n'esc plus que de un, 
et quand on leur demande pourquoi, ils répondent que les piles ont 
l'air à peu près pareilles et que la différence ne doit être que de un. 
Pourtantj si on ramène ces enfants devam les petites piles, ils répon- 
dent à nouvcau que la différence est dc deux, sans se rendre compte de 
la comradiction entre leurs deux réponses. Cela prouve que ces enfants 
n'ont pas encore appris que « un dc plus » et <■ un de plus » font « deux 
de plus », même s'ils om déjà compris que n un et un font deux». 
Notre lecteur voudra bien se repórter à ce qui est dit dans le corps dc 
Touvrage sur les jeux « état, operateur, état ». Quand les enfants auront 
joué à des jeux de ce geme, il est probable qu'ils fourniront des répon- 
ses plus satisfaisantes. 

Quand on aura fait jouer aux enfants les jeux ci-dessus et des jeux 
analogues, ils auront été convenablcment introduies à la notion de 
nombre naturel, ils pourront compter en comprenant ce qu'ils font et 
ils auront maitrisé les propriétés numériques des ensembles. II faut 
faire três attemion de ne pas précipiter indúmem les enfants à ce stade, 
surtout les plus lents, car il y a bien des erreurs qui se produisent au 
cours des étapes ultéricures du développement mathématique et qui 
n'ont pas d'autre cause qu'une mauvaise compréhension des concepts 
qui s'y trouvent implicitement contcnus. Comme nous l'avons indiqué 
dans Tintroduction dc notre manuel, nous 0*7 avons pas fait íigurer ces 
d jeux sur les nombres o que les maitresses des écoles maternelles con- 
naissent et savent utiliser si bien, mais nous pensons que 1'introduction 
de ces jeux devraic être retardée jusqu'à ce que les enfants aient atteim 
au moins ce stade. 
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1.13. Symboles ei symbolisation 

La premièrc expériencc dc l'enfant, c'esr son moi, c'cst lui-mêmc. 
Puis vient rexpérience des « choscs qvdil trouve autour dc lui » et, 
parmi ces choscs, bien emendu, sa mòrc, son pÈrc, scs amis. Les objets 
et les personnes sont les premiàrcs cxpéricnccs dc Fcnfant. 

Pendant la seconde annéc de sa vic, il commcncc à acquérir des 
associadons dc « mots rcprésentadfs dc ces objets et de ccs personnes » 
et, pendant Ja troisièmc annéc de sa vic, il apprcnd à parler. A ce 
moment de sa vie, la parolc est devenue un puissant ensembie dc sym- 
boles gráce auxquels il peut faire état dc ses cxpcrionccs. (II ne faut pas 
oublicr, toutefois, que ces mots lui sont véritablement propres, qu'ils 
sont três solidement ancrcs à son expériencc pcrsonnelle, et qu'!! leur 
faut beaucoup de temps pour se développcr correctement. Plus d'un 
maítre, plus d'unc mère ont été engagés sur une fausse piste par un 
mot - mal employé - de 1'enfant). 

L'étape qui suit celle de la parole est, peut-étre, ceüc du dessin. 
L'enfant <■ fait des images ». Au licu de dirc « une maison » il cn dessinc 
une. Quand on s'occupe d^nsembles en classe, on est parfois amené 
à représenter des ensemblcs par des symboles quelconques (et comme 
les enfants ne savent pas cncore lire, on nc peut pas ccrire des mots). 
On peut alors faire des dessins au tabieau ou sur une feuille dc papier 
et, par exemple, représenter Pensemble composé d'une table, d'une 
chaise et d'un tabouret par une esquisse grossière dc ccs trois objets. 
II faudra que les enfants comprennent bien claircment que ces images 
representem des ensemblcs d'objets, mais ne sont pas identiques aux 
objets qu'elles représentcnt, II faut les amener à voir qu^ls nc peuvcnt 
pas entrer dans la maison, s'asscoir sur la chaise, qui sont repre- 
sentées au tabieau ou sur le papier, que la chaise, la maison, ne sont 
que des images, quW ne peut pas cueillir une orange sur Tarbrc 
dessiné au tabieau. II est capital que les enfants comprennent bien la 
différence entre l'objet réel et le symbole qui le represente. Des expé- 
riences du genre de la suivante y contribucront.,. 

La maitresse montre aux enfants Timage d'un chat, et demande : 
« Qu'est-ce que c'est que ça?». Les enfants répondent: « Cest un 
chat. d La maitresse demande alors ; « Vcnez le caresser » ou encore : 
«Póurquoi ne s^n va-t-il pas ? d. Les enfants s'en amusent grandement. 
EUe peut alors dessiner au tabieau un oiseau plutôt simplifié et de- 
mander : « Qu'est-ce que c'est que ça ? ». SMls répondent : « Cest un 
oiseau >), elle demandera « Pourquoi ne s'envole-t-il pas? ». A Ia suite 
d'expériences de ce genre, les enfants en viendront à saisir, et surtout 
à dire, que « ce n'est pas un vrai», que c'est seulement Pimage d'un 
oiseau. Puis on demandera aux enfants de dessiner quelque chose 
qu'ils ont vu récemment, et la maitresse leur posera des questions 
sur leur dessin, jusqu'à ce qu'ils aient appris à dire, par exemple : 
«Cest Pimage d'un arbre » au lieu de <■ Cest un arbre ». Certains 
enfants plus lents auront besoin de plusieurs expériences avant d'y 
parvenir. 
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Fig. 14 SYMBOLES ET SYMBOLISATION 
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Ce n'est pas du byzancinisme. II esc três important pour les enfants 
de se rendre compte de la différence qu'il y a entre le symbole et ce 
qui est symboüsé, car plus tard, quand il s'agira de symboliser des 
abstractions comme les nombres, cette différencej il faudra la faire, 
et três nettement, 

Quand les enfants se servent pour la premiére fois des ensembles^ 
lis ont déjà une certaine expérience de rutilisation des personnes et 
des choses elles-mêmes sans aucune sorte de symbolisacion; mais ils 
découvrent bientôt le besoin de garder une trace quelconque de leur 
activité nouvellej et ce besoin conduit à la symbolisation. Quand ils 
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parlem de leurs cxpéricncesj ils se servcnt, bien. entcndu, de symboles 
verbaux, mais ils ne savem pas cncorc les ccrirc, Dans un premier 
tempsj on introduit Tcmploi des accolades pour désigncr la notion 
d'enscmblej et à rintéricur de ces accolades les cnfants dessincnt 
l'image des éléments de Fcnscmble en qucstion. Naturcllement, 
s'il y a un grand nombre d'éléments dans rcnscmblc, ccla^ devicnt 
rapidcment fastidieux. S'il faut, par exemple, dessincr à la suite vingt 
garçons, cela peut constituer pour les cnfants, et même peut-etrc pour 
certains maitres, une difficultc insurmontable, et c'cst lá qubntervicnt 
le langage. II permet de dirc : « L'cnscmble de tous les garçons de la 
classe o et au bout d'un certain tcmps, les cnfants sauront récrxre et 
le lire. Peu à peu, de la sorte, la parolc ccrite prcnd la place de Timagc 
comme symbole du sujet dont on parle. Au lieu de mettrc des petits 
dessins entre les accolades, on y fait figurer des mots. Mots et images 
sont des symboles, tout comme l'expression vcrbale. Ils représentent 
les objets réels, les pcrsonnes, les éléments de renscmblc. 

Là encore, 11 est important de rappeler aux cnfants que le mot 
« arbre » n'est pas un arbre. II nous rappellc un arbre, c'est tout. 
Le mot o bleu » n^st pas lui-mêmc bleu, et 11 n'cst pas indispcnsable 
de prendre de Ia craie bleue pour récrire au tableau. Le >noc « b/eu » 
peut donc fort bien étre blanc, Cest par convention qu'il nous rappeile 
Ia couleur bleue. 

Fig. 15 LE NOMBRE D'ÉLÉMENTS D'UN ENSEMBLE 
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La lettre « N » placée dcvant Tenscmble désigne « 1'attxibut nombre « de 
1'ensemble. La e propriété-nombre» cst indépendante du gcnre d'objets 
ou de personnes qui constítucnt rcnscmblc ou du gcnre dc symbole que nous 
utilisons. 

En affrontant Fatlribut numérique, on passe par les mémes étapes : 
tout d^bord, utiiisation des objets eux-mêmes, puis, quand les enfancs 
ont commencé à saisir ce qu'est la propriété d^tre deux, on rccourt au 
mot ( deux ». La symbolisation se fait d'abord à Taide de deux images 
dans les accolades, puis à Taide de bâconnecs ou de points n'ayant plus 
aucun caractère représentatif des objets de l'ensemble. A partir de là, 
on peut écrire le mot « deux», puis passer au chiffre « 2 i>. Mais ce 
chiífre « 2 » n'esc pas lui-même « deux » - il nous rappeile simplement 
la propriété commune de tous les cnsembles qui ont pour attribut 
o deux ». II nous rappeile une certaine catégorie d'ensembleb qui ont la 
propriété de « dualité » (quelle que puisse êtrc la naturc des éléments - 
personnes ou choses - qui les composent), de même que le mot « rouge * 

98 



nous rappellc une cercainc classe cTobjcts qui ont la propricté de 
« rougcur 

1.14. Aspects cardinal et ordinai du nombre 

Avant de jouer à des jeux relatifs à rordre3 il faut que la notion 
d'ordre soit bicn associée à cclle de quantité ; autrement dit, il nous 
faut maintenant associer Taspcct cardinal et Taspect ordinai du notnbre. 
II faut encourager les enfants à jouer à des jeux qui les amènent à 
saisir le lien qui existe entre « un de plus » et « le suivant i> ou entre 
« un de moins » et «le précédentUne fois qu'ils auront saisi3 ils 
sauront que tout nombre a un précédent et un suivant. Cela les pré- 
pare à Tidée de « premier <>, '■< second »j « troisième n, « quatrième 
etc. et les habitue à penser en tcrmes d^rdre de succession. 

Fig. 16 APPRENDRE A COMPTER 
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Quand ils sont parvenus à ce stade3 on peut leur dormer les « mots 
nombres s par exemple écrits sur des morceaux de carton. Ces « mots » 
ne doivent pas être représentés par leurs symboles numériqucs <■' l s 
d 2 », <( 3 etc.j mais par leur expression vcrbale écrite « un », « deux », 
« trois », etc. Si la notation d'ordrc est bien installée, on peut inviter les 
enfants à ranger ces cartons dans Tocdrc. Ils devront poser d^bord le 
mot « un »j puis le mot « deux i>, et ainsi de suite. Savoir faire cela, c'est 
savoir o compter ». Cest en voyant jusqu'oii 1'enfant peut aller de la 
sorte qu'on voit jusqu^ü il sait compter, Quand un enfant dit qu'il sait 
compter jusqu^ ccnt, ce que cela devrait signifier, c'est que, si on lui 
donne les cent premiers cartons, il est capable de les disposer en ordre. 
Voilà un jeu qu'il faut toujours avoir sous Ia main et qu'il faut faire 
jouer souvent. 

On peut se servir de ces plaquettcs-nombres pour jouer àdes jeux de 
correspondance terme à teime avec d'autres ensembles. Par exemple, 
si on a un ensemble composé d^ne orange, d'une pomme et d'une 
banane, on peut jouer en prenant d^bord les trois premiers mots, dans 
Vordre correct, et les mettre, un par un, en correspondance avec les 
éléments de 1'ensemble de fruits. On peut attribucr le « un t à la pom- 
me, le « deux i> à Porange et le « trois » à la banane, mais, bien cntendu, 
il n'est pas indispensable de s'en tenir à cet ordre. Nous avons vu, en 
effet, que Pordre des éléments d'un ensemble est sans irnportance. Par 
contre, Pordre des éléments de Pensemble des mots-nombres est essen- 
tiel. Le tout est de commencer par le « un i>, mais on peut tout aussi 
bien Pattribuer à la banane qu^ un autre fruit. 
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Si on a bien pris les mots-nombres dans rordre cor.ect, le demier 
raot nombre décermine le o nombre cardinal" e c sem e 0 5icts. 
Cest cela qu'on veut dire quand on. parle de « comp cr es c ements 
d'un ensemblc ». II faut multiplier les activítés c cc gcnrt.j en sc rap- 
pelant que le fait de se borner à fairc compter 0 un> CL\xf troiS3 

cinq... D a beaucoup moins de significadon que de faire choisir les 
mots « un D, d deux «trois •>, . quatreet dc les faire mettce en 
corre spondanccj terme à terme, avec les élémcnts ensem es mate- 
fi f*! 1 p,rn íti t" Tí^fi 11 

Namrellement, il faut, de même, par la suite, jouer des jcux analo- 
gues avec les chiffres «I ■>, .2 ■>, « 3 On peut, par exemple, pour com- 
mencer, faire mettrc en correspondance avcc les elemetus de 1 cnsem- 
ble à Ia fois les plaquettes-mots et les plaquettes-chiffres. Pour com- 
mencer, on se limitera aux nombres dc un à neu . 

1.15. Ensemble d'ense?nbles, et ensemble d'ensembles d'eusemhles 

II convient de consacrer une série de jcux aux changements d univers 
qui peuvent se produire au cours d'unc mente leçon. Par exemple, à 
un moment donné on pense à Punivers des enfants qui sont dans la 
classe et, plus tard dans la même leçon, il se peut qu on pense à 
['univers des ensembles d'enfants, ce qui est diíicrcnt.^ Comme il est 
peut-être un peu abstrair pour les enfants de penser a 1 univers de tous 
les ensembles possibles d'enfants, on peut se contentcr de les amener à 
penser à des univers d'ensembles particuliers d'enfants.^ 

Pour nous faire mieux comprendre, exposons en détail un jeu à 
partir duqucl on peut en créer de semblables. Faisons asscoir les en- 
fants à des tables ou à des bureaux, à leur placc habituelle. Par exemple, 
mettons quatre enfants autour de chaque table, ou deux enfants par 
bane, et parlons de v tablécs » d'enfants. Dans ce cas, en plus de Puni- 
vers des enfants de la classe, ii y aura un autre ensemblc de base 
auqucl on pourra penser pendant la leçon — Punivers des tables (ou 
celui des bureaux). 

On peut maintenant commencer à jouer à établir des correspon- 
dances, terme à terme, entre les ensembles appartenant à ces deux 
univers. Par exemple, on peut jouer à faire correspondre les tablées 
d'enfants et les tables, de sorte que dans un univers il y aura des 
tablées (cc sont des ensembles de quatre enfants qui sont les éléments 
de Punivers) et dans Pautre univers il y aura des tables (les tables 
seront les éléments de cet univers). Si, autour de chaque table, il y a 
quatre enfants assis, s'il n'y a aucune table libre, et s'il n5y a pas d'en- 
fants debout, il y a autant dc tables que de tablées d'enfants. Dans ce 
cas, il y a correspondance terme à terme entre un ensemble des tables 
et un ensemble des tablées (Ce n'est pas une correspondance terme à 
terme entre Pensemble des tables et Pensemble des enfants). 

Considérons le cas suivant. Imaginons (ou disposons) cinq tables 
et autour de chaque table imaginons quatre enfants. Nous pouvons, 
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dans ce cas, mcttre en correspondance terme à terme Tensemble des 
« quatuors » (permetcez-nous d5appeler ainsij pour les besoins de la 
causei les groupes de quatrc cnfants) assis autour de chaque table avec 
1'ensemble des tables. II y a autant de quatuors que de tables. Si, par 
contre, nous tentions de mettre en correspondance, un à tm, Fensemble 
des cnfants avec Tensemble des tables, nous échouerions lamentable- 
ment, parce qu'il y a bien plus de cinq enfants et qu'il n'y a que cinq 
tables ; quand on arriverait au sixième enfant, il n'y aurait plus de 
table pour lui. U y a manifestement plus d'enfants que de tables, mais 
il y a autant de « quatuors » que de tables. 

On peut pousser le jeu plus loin et imaginer que chaquc enfant ait 
trois livres. Dans ce cas, nous pensons à des <• ensembles de livres » 
mais pas à n'importe quels ensembles : à des ensembles de trois livres 
à des « trios » de livres. Nous disposons donc maintenant d'un plus 
grand nombre d'univers. Nous avons 1'univers des enfants, l'univers 
des o quatuors » d'enfants, runivers des «trios » de livres et Tunivers 
des livres. On peut en jouer et, par exemple, demander : « Quels 
sont ceux qu'on peut mcttre en correspondance (faire aller) un a un ? » 
Ainsi, l'ensemble des trios de livres peut être mis en correspondance 
avec Tensemble des enfants. II y a autant de trios de livres que 
d'enfants assis autour des tables, 11 y a également autant de « quatuors 
de trios » de livres qu'il y a de « quatuors » d'enfants, et ainsi de suite. 

Mais il y a, naturellement, beaucoup plus de livres qu^I n'y a d'en- 
fants. Si on essayait d'établir une correspondance terme à terme entre 
le nombre des livres et le nombre des enfants, on manquerait d'enfants 
bien avanc de manquer de livres, aussi bien à une table quelconque que 
dans la totalité de la classe, 

On est en présence d'univers aux contenus numériques croissants. 
L'univers numériquement le plus faible est cciui des tables, qui a Ia 
même propriété numérique que celui des « quatuors » d'enfants. 
L'univers des enfants est déjà plus importam en nombre, et a la même 
propriété numérique que Tunivers des «trios» de livres. Quant a 
runivers des livres, c'est celui qui a le plus grand contenu numérique. 
Ainsi, l'ordre ascendant est: - tables, enfants, livres. Si on veut cal- 
culer le nombre de livres qu^l y a sur toutes les tables, il faut d'abord 
chercher le nombre de livres de chaquc «trio», c'est-à-dire trois, 
puis le nombre de trios par table, qui est quatre, puis le nombre de 
tables, qui est cinq. Comment calculer le nombre total de livres, ce 
n'est pas ici notre propos : c'est du niveau de Técole primaire, non de Ia 
maternelle1. 

II faut faire jouer des jeux de ce type aux enfants les plus avancés 
de l'école maternelle, pour les familiariser d'abord avec les ensembles 

1. Dans les écoles anglaises oú la voie abstractive de rapprentissage 
mathématique a été mise au point, le Cours préparaloire, la classe de 11® fait 
partie de l'école maternelle. Les enfants n'entrent à Técole primaire qu'après 
avoir appris à lire. II s'ensuit que des exercices décrits comme appartenant 
à 1'école maternelle seront faits au Cours préparatoire. 
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Fig. Í7 ENSEMBLE D'ENSEMBLES D^NSEMBLES 
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Nous avons 5 «tabiées » (ou enscmbles) de chaquc fois 4 enfants ct chaquc 
enfant a un ensemble de 3 livres. 
Nous pouvons ótablir une corrcspondancc termc à termc entre les tables^ 
les « tablóes >» (enscmbles d'enfancs) et entre les enfants et les cnsemblcs 
de livres, mais tio/i entre les tablcs ct les enfants individuellcment ou entre 
les tables ct les livres ou entre les enfants ct les livres pris individucllement. 
A une étape ultérieure ces experiences conduiront à la multiplication des 
nombres. 

d'cnscmbles, puis avcc les ensembles d'cnsembles d'ensemblcs. II 
existe de nombreux exemples dans la vie dc tous les jours oü Fon voit 
de petits récipients aller dans des récipicnts píus grands, eux-tnêmcs 
contenus dans des récipicnts encore plus grands. II faut à toute occa- 
sion examiner la possibilite de les mcttrc en correspondance biuni- 
voque, et faire découvrir les relations entre les propriétés numériques 
dc chaque ensemble et ensemble d'ensemblcs. 

1.16. Emploi des altributs mathématiques appliqués aux ensembles 
d'ensembles 

Considérons deux sortes d'objcts queleonques, que cc soient des 
jetons verts et des jetons rouges, des garçons ct des filies, des tasses ct 
des soucoupes, des couteaux et des fourchettes, et ainsi de suite, Déci- 
dons de prendre les garçons et les filies. Nous avons donc 1'univcrs 
des enfants, 1'ensemble des garçons et son complément Fensemble des 
filies ou, si vous préfércz, Fensemble des filies et son complément Fen- 
semble des garçons. Puis décidons que notre univers va se composer de 
n'importe quels ensembles formés de garçons et de filies, ou seulement 
de garçons ou seulement de filies. En d'autres termes, ce sont des 
ensembles d'enfants qui som les éléments dc notre nouvel univers, et 
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tout ensemble d'enfants qu'il sera possible dc construire dans la classe 
sera un élément de cct imivers. 

Et maintenant, pour constituer un ensemble à partir de tels clcmentSj 
il faut énoncer un ateribut. Quel genre d'attributs dc tels enscmbles 
peuvcnt-ils avoir ? Admettons que la somme de leurs éléments soit 
toujours égale à cinq - que 1c nombre total des enfants composant 
renscmble soit dans chaque cas dc cinq. De cette manière, on peut 
constituer un ensemble de cinq enfants de plusicurs maniêres possiblcs 
à partir de garçons et de filies. On peut avoir un ensemble de cinq filies, 
ou un ensemble de quatro filies et un garçon, ou un ensemble de trois 
filies et dcux garçons, et ainsi de suite. Xous ces enscmbles auront le 
mêmc attribut, celui d'avoir cinq éléments. 

Prenons un autre exemple. On peut dccider de penser à des enscm- 
bles d'enfants dans lesquels il y aura toujours un garçon de plus que 

Fig. IS ENSEMBLES D'ENSEMBLES 
Enscmbles composós de foçon à co quo Io nombro do garçons plus Io nombro do filies — 5 

Ensomblos composós do façon ó avoir un garçon do plus qu'ij n'y a de filies. 

Ensombles composés de façon è co quo Io nombro do garçons et Io nombro do filies = 5 
Ensomblos composós de façon à avoir un garçon do plus 

" filies 

§ 
•£) 

m 

ít 

etc 
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de fülcs. Dans ce cas, un enscmble composé uniqucmcnt d'un garçon 
répondrait a notre exigcncej puisqu'un cst plus que zéro, et qu'il 
suffirait qu'il n'y ait pas de filie. De rnSme^ on pourrait avoir dcux 
garçons et une fillcj trois garçons et dcux filies, quatre garçons et trois 
filies, etc. Tant qu'il y a assez d^nfants dans la classe, on pcut faire 
beaucoup plus d^nsemblcs en appliquant ccttc dernicrc règle qu'cn 
appliquant la precedente, puisqu'on pcut faire autant d'cnscmble3 
qu'il y a d'enfants. 

Et maintenant, on peut poscr la question de savoir s'!! y a des 
ensembles d'cnfants qui possèdent ccs dcux attributs à la fois. On 
peut faire un ensemble d'enfanis dans lequel, à la fois, il y ait cinq 
enfants et un garçon de plus que de filies. Les enfants ne sont pas longs 
à découvrir qu'il suffit d^voir trois garçons et dcux filies. Cela fait 
un garçon de plus et cela donne un total de cinq enfants. 

Pour faire Texercice de dccouverte de Pintcrscction de ces dcux en- 
sembles, on peut traccr à la craie, dans la cour, un grand diagramme de 
Veim. On dispose des ensembles de cinq enfants, formes de diverses 
manières, dans le premicr cerclc, et des enfants comprcnant un garçon 
de plus que de filies dans le second cercle. Dans Tintcrsection des dcux 
cercles ne peuvent prendre placc que les ensembles possédant les dcux 
attributs à la fois, c'est-à-dire se composant de trois garçons et de dcux 
filies. Bien entendu, on pourrait égalemcnt former des ensembles nc 
possédant ni Pune ni Tautre de ccs deux proprictés, n'ayant ni cinq 
enfants ni un garçon de plus que de filies, et voir oii ils devraient se 
placer. Les quatre manières de grouper les enfants en fonetion des 
deux attributs choisis se trouveraient ainsi concrétisces. 

On voit qu'on est cn préscncc de la replique exacte des diagrammcs 
de Venn que les enfants ont formés précédemmcnt avec des attributs 
immédiatement perceptibícs (couleur, forme, etc.). Cette fois, les 
attributs sont, en un sens,« abstraits », puisqu'on ne voit pas cinq, qui 
n'est qu'une propriété numérique des choses qu'on voit. 

1.17. Jeux d'additwn 

A chaque réunion d'ensembles distinets correspond raddition de 
leurs propriétés numériques. On peut donc faire des jeux dJaddition 
parallèles aux jeux de réunion d'ensembles, en prenant les nombres 
correspondants. Mais il faut bien expliquer aux enfants la différence 
de terminologie. 

Quand on additionne deux nombres, on calcule la propriété numé- 
rique de Ia réunion de deux ensembles dont on connait les propriétés 
numériques. Par exemple, dans un ensemble il y a deux garçons et 
dans 1'autre trois : « deux » et « trois » sont les propriétés numériques 
de ces ensembles. Puis on effcctue la réunion de ces ensembles, en 
réunissant les deux garçons aux trois garçons, et on calcule la propriété 
numérique en additiormant «deux » et «trois i>. On n5additionne pas 
« deux garçons » et «trois garçons », on additionne « deux » et «trois ». 
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On réunic un enscmble de garçons à un autrc cnscmble dc garçons, et 
on additionne te ttontbrc dc garçons de Tun des ensembles au nombre 
de garçons dc Tautre ensemble. 

II faut pratiquer de nombreux exemples de ces jeux d'addition, aux 
dcux nivcaux - celui dcs réunions d'enscmbles et celui de raddition des 
propriétés numériques des ensembles. A force de pratique, les enfants 
comprendront récílemcnt dc quoi il s'ag!t et la voie sera libre pour 
l'acquisition ultérieure dcs « faits numériques o concemant raddition, 
puis, plus tard, pour abordcr des exemples analogues mais plus com- 
plexes. 

Fíg. 19 L'ADDITION CORRESPOND AU NIVEAU DU NOMBRE 
A LA RÉUNION D'ENSEMBLES DISJOINTS 

\ / 

■ u 

/ 

La réunion de l'cnscmb!e des petits triangles rougcs et dc Tenscmble des 
petits carrês bleus nous dorme : 

deu* 
2 

plus 
+ 

deu* 
2 

est égai quatre 
4 

« L'attribut nombre o de Tensemble des petits triangles rouges est « deux » 
(ou « 2 s) et « Taítribut nombre o de l'ensemble dcs petits carrés bleus est 
« deux » (ou « 2 »). Si nous additionnons «l'attribut nombre » 2 à l'autre 
«attribut nombre» 2 nous aurons ? 1'attribuC nombre» de l'enseinble- 
réunion, c'est-à-dire o 4 *. 
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1.18. Jeux dc soustraction 

Toutes les fois que Ton trouve un ensemble-diffcrcnce entre un 
ensemble et Fun de ses sous-enscmbles, cela correspond à Topéracion 
arithmécique de soustraction. Sij par exemple, on a un ensemble 
d'enfants dc la classe, et que ie nombre dc ses clements est de trente, 
et qu'on a un sous-enscmblc dc garçons contcnant quatorze éléments, 
rcnsemble-diffcrence entre Fensemble des enfants ct !c sous-cnsemble 
des garçons, c^st-à-dirc Fensemble diffcrcncc des filies, va avoir une 
propriété numérique qu'on pourra calculcr à partir des propriétés 
numériques, connues, dc 1'cnsemble des enfants ct du sous-cnsemble 
des garçons. Ce catcul, c'cst une soustraction. Toutc formation d'un 
ensemble-différence correspond à une soustraction. 

On trouve les ensemblcs-diffcrcnces entre enscmbles et sous- 
ensembles en enlevam un sous-enscmble, mais on soustrait le nombre 
d'élcments du sous-ensembfe du nombre d'élémcnts dc 1'enscmble pour 
trouver la différence entre ces nombres. La encore, ii faut soigneuse- 
ment expliqucr aux enfants qu'il y a deux niveaux, le nivcau des en- 
sembles et le nivcau des nombres. Ii faut bien faire la distinetion et 
bien expliquer la terminologie. 

Fig. 20 LA SOUSTRACTION CORRESPOND 
DIFFÉRENCE 

A L'ENSEMBLE- 

Ccnscmble-ditfcrence entre 1'ensemble qui comprcnd le grand rectangle 
jaune, le grand tríangle bleu et le petit carré rouge et 1c sous-enscmble 
constitué par le grand tríangle bleu et le petit carré rouge est 1'cnsemble 
constituí par !e grand rectangle jaune. 

sH 

Si nous prenons la propriété nombre du sous-cnsemble (2) dc la propriété 
nombre d'un ensemble (3) nous trouvons la propriété nombre de 1'ensemblc- 
différence : 1. 
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1.19. Jeux c état-opcrateur » avcc 1'addition 

Tout clcmcnt d^ddition pcut être considere commc un opérateurj 
qui « opere i> sur un nombre et produit un autre nombre. Ccst un peu 
commc une machinej qui opèrc sur ce qu'on y a introduit « à Tentrée » 
et qui donne autre chose o à la sortie ». Par exemple, on peut imaginer 
une « machine à ajouter dcux et chaque fois qu'on y introduit quel- 
que chose, elte produit, à !a sortie, quelque chose qui est o deux de 
plus » qu'à renfrée, 

On peut organiser beaucoup de jeux de ce genre à la matemelle. 
Pour commencer, les o machines » nc scront pas représentécs symbolí- 
quement sur du papier ou au tableau, mais incarnées par des enfants. 
On prendra trois enfants, Pun chargé de Po entrée», Pautre de la 

sortie d, et un troisiême enfant, entre les dcux, jouant le rôle de la 
machine à additionner deux. On peut même imaginer que cct « opé- 
rateur » soit associe à un i fournisseur d chargé de le réapprovisionner. 
IPcnfant « entrée » décide, par exemple, de mettre cinq jetons, et on 
les compte un à un. IPopérateur de la machine les prend et y ajoute 
dcux jetons venant du fournisseur, puis passe le tout à Penfant «sortie», 
qui comptc et trouve qu'il y a sept jetons. 

Fig. 21 }EU ÉTAT — OPÉRATEUR — ÉTAT AVEC ADDITION 

* 
'JP 

OOP 

entrée sortie 
machine à 

additionner 
deux 

Chaque jeton ou objec est placé scparément et compté, 
On fait de même à la sortie et toute Fopération est notee par le groupe 
d'élèves : 3 + 2=5. 
De la même manière on réalise des jeux état — opérateur — état avec la 
soustraction, , 

2^ 
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On répétera souvent ce jeu, avec plusicurs sortes de <i machines o, 
et en intcrvercissant les enfants chargés des diffcrcnts rôleSj afin qu'ils 
puissent tous voir les divers aspects de Topération : rcunion. d'enscm- 
blesj addítion des propriétés numeriques, rôle dc la machine en tant 
qu'opérateur, changeant chaquc fois Tc état-entrée » en v ctat-sortic », 
On pourra, dans ces jeux, bapdscr ces machines v Machines à Addi- 
tionner o. 

1.20. Jeux " état-opéraieur o avec la soustraction 

Tomes les fois que Ton trouve un cnsemblc-diffcrcnce, à cctte 
opération correspond la recherche de la difference entre deux nombres. 
Au sous-ensemble qu'on enleve correspond le nombre qu'on soustrait. 
Là encore, on peut imaginer une « machine », avec une « entrée », 
une n sortie », et un « mécanisme i>, Là eneorCj on met un enfant à 
Tentrée^ un enfant au mécanisme et un enfant à Ia sortie, et un qua- 
trième enfant comme foumisseur. 

Supposons qu'on decide dc fairc une " machine à ôter trois ». On 
met cinq jetons à Tentréc, mais cette fois Topérateur prend trois jetons 
et les passe au fournisseur, puis donne le reste à renfant-sortic. On 
voit que, dans ce cas, la tâche de Topérateur est d'enlever de ce qui a 
été introduit le nombre voulu d'objets. 

Mais il peut se poser un petit probléme, si Ia quantité introduice 
à Tentrée est trop faible, Supposons, toujours avec notre « machine 
à ôter trois >), qu'on n'ait mis que deux jetons à 1'cntrce, Une teile 
entrée est impossible avec cette machine, et será refuséc, c'est-à-dire 
que ropérateur-machinc va rendre les jetons à Topérateur-entrée, 
n'étant pas en mesure dc foumir à la sortie. Ccpendant, il faut que les 
enfants sachent qu'il y a un cas ou la machine peut fonctionner : c'est 
celui oü la quantité introduite à Tentrée est suffisante mais oü il ne sort 
ríen de l'autre côté. Dans notre exemple, si on met trois à Tentrée, la 
machine accepte de fonctionner, l'opératcur-mécamsme enléve les 
trois jetons et passe à l'enfant-sortie un récipient dans lequel il n'y a 
aucun jeton, ou, encore, fait le geste de passer « rien », puisque la 
produetion de la machine est égalc à 4 aucun objet», 

lei aussi, il faut jouer de nombreux jeux, en y introduisant toutes les 
conditions particulières possibies, afln que les enfants y acquièrent une 
grande pradque. 

A mesure que les enfants s'habituent aux i' machines à ajouter et à 
ôter d, il va falloir mettre au point un système de notation pour con- 
server trace des opérations, d'abord avec des jetons, puis à Ia craie au 
tableau ou sur le sol de Ia classe ou de la cour, et ainsi de suite. On 
développera la symbolisatíon, d'abord en representanr Ia machine par 
un dessín, avec des croquis représentant les jetons ou autres objets 
introduits, puis avec les noms des nombres, et enfin avec les chiffres - 
mais il ne faut attendre des enfants aucune forme de symbolisatíon 
tant qu'ils ne sont pas absolument«rodes » avec la machine-jeu. 
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1.21. Cherchcr ce qiion a mis dedatis 

La prcmièrc chose à fairc avec une o machine » comrne celle que nous 
venons de dócrire, c'est de joucr avec ellc. II est clair que toute machine 
dc ce gcnrej qu^lle soit à additionner ou à soustrairej comporte un côté 
entréCj un mécanisme opérateur et un côté sortie, et si on sait ce qu'on 
met dedans et ce que la machine fait^ on peut demander: o Qu'est-ce 
qu'on reçoit à la sortie ? ■> Ccst à cela qu'on a joué jusqu'à présent, mais 
on peut faire autre chose. 

Si on nous dit ce qu'on trouve à la sortie, et ce que la machine fait, 
nous pouvons demander ; e Qu'a-t-on mis dedans à Tentrée? » 

Ou encore, si on coimalt ce qui a été mis à l'entrée et ce qui se retrou- 
ve à la sortie, on peut demander : « Que fait la machine? » 

Ces deux questions sont plus difliciles pour les enfants que Ia pre- 
nuère, et il ne faut pas les poser trop tôt. Cependant, les enfants 
ftmssent par les trouver faciles, et cela les aide à comprendre certains 
problèmes ultérieurs, 

Ainsi, quelle que soit Ia « machine », on peut poser trois types de 
questions, aussi bien pour Taddition que pour la soustraction. On peut 
même arriver à les symboliser, mais attention de ne pas le faire trop 
tôt, avant que les enfants aient compris ce que représentent ces pro- 
blèmes et comment la machine fonctíonne. 

1.22. Machines doubles 

Les machines décrites jusqu'à présent peuvent être mises d boul 
à bout i>. Autrement dit, le produit de la prcmière machine peut être 
introduit dans une scconde machine, qui, à son tour, sortira un produit 
qui será le produit de Ia machine double. On peut, dc cctte manière, 
combiner deux machines à additionner, ou deux machines à sous- 
traire, ou une machine à additionner et une machine à soustraire, Sup- 
posons que Fon constitue une machine double, en juxtaposant une 
« machine à ajouter quatre » avec une « machine à retirer deux ». L'en- 
fant chargé de 1 entree décide du nombre de jetons à introduire, par 
exemple trois, qu il place dans un couverclc ou tout autre récipient 
analoguc, passant ensuite le tout à Fopérateur de la première machine 
Celui-ci « ajoute quatre » fournis par le fournisseur et pose le premier 
résultat dans un plateau intermédiaire, pour que tous les joueurs 
puissent le voir. Puis le plateau intermédiaire est ramassé par Fopé- 
rateur dc la seconde machine, qui retire deux jetons et les remet au 
fournisseur, puis pose cc qui reste dans un autre plateau, qu'il dorme 
à 1 enfant chargé de la sortie. Ce dernicr le montre à tous les joueurs, 
Pendant toute la partie, un « enregistreur » est chargé de noter ce qui 
se passe sur une ardoise. 

Là encore, il peut y a voir des incidents qui « font tomber la machine 
cn panne », par exemple s'il n'y a pas assez de jetons pour faire fonc- 
tionner 1 une des parties de ia machine. II faut prévoir des exemples dc 
ce genre. 
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Fig. 22 MACHINES DOUBLES. IL FAUT UN ENFANT POUR 
CHAQUE SECTION 

•whiiM» machina k A additiannar piemiAro aeconda aoustrajra entrée quoUa anirAa dau> lOflií 

1,23. Variantes de ces machines 

Nous avons égalemenc imaginé des jeux dans Icsqucls la machine 
était simplement une « machine à ajouter o ou une « machine à retircr » 
et non plus une « machine à ajouter quatre » ou une « macliíne à retirer 
trois », laissant au hasard de décidcr du nombre qu'il fallait ajouter ou 
retrancher. Cest là une variante que Ton peut introduire avcc toutcs 
les o machines •> décrites jusqu'à préscnt, car elle a Tavantagc de 
présenter des problèmcs de difficultés variables dans le temps. De 
mème, on peut laisser au hasard le soin de décidcr si la machine sera à 
additionner ou à soustraire, 

On joue ce genre de jeux avec un paquet de cartes, posées à 1'cnvers, 
et sur chacune dcsquelles est porté un nombre, sous forme d'un mot 
ou d'un chilire, et un autre paquet sur les cartcs duquel sont inscrits les 
mots « ajouter t> ou « retirer ». On bat les cartes et les enfants tircnt. 

Supposons maintenant que fon joue une partie sur machine doublc» 
avec ce système, Denfant chargé de Fintroduction des données tire une 
carte - « trois » par exemple. Le premier opérateur de machine tire à 
son tour une carte du tas « quelle machine» et du tas «nombres ». 
Supposons quhl ait tiré »ajouter » et « trois » ; il fait donc marche r 
une machine à ajouter trois. L'opérateur prend la donnée (3), y ajoute 
trois, et pose le produit sur le plateau intermédiairc. L'opérateur de la 
seconde machine tire à son tour deux cartcs; supposons que ce soit 
« retirer o et « quatre ■>. II prend le plateau intérmcdiaire, avec ses six 
jetons, en retire quatre et passe le plateau à Fenfant chargé de la sortie. 
On peut, de Ia sorte, avec un nombre relativement pcu élcvé de cartes, 
mettre en pratique beaucoup d'exemples, On y ajoutera la symboli- 
sation et la notation selon le degré de développement atteint par les 
enfants. 

1.24, Machines équivalentes 

Lorsqu'on a mis bout à bout deux machines, on peut se demander 
d s'il serait possible de remplacer ces deux machines par une seule 
machine faisant le même travail? «. Par exemple, si, au bout d'une 
«machine à ajouter deux» on mettait une « machine à ajouter trois » 
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pourrait-on les rcmplacer par une seule machine produisant le mêmc 
resultar global PPour nous3 11 esc évident que c^st possible et qu'il 
faudrait une « macliinc à ajouter cinq i>3 car, qucl que soit le nombre 
introduitj on y ajoute toujours deiuq puis trois, et c'cst Tensemble de 
ces dcux opéracions qui determine la somme. Si on remplaçait, donc, 
les deux machines par une seule, ajoutanc cinq, on obeiendrait toujours 
le mêmc résultat pour une même donnce incroduitc. La o machine à 
ajouter cinq » équivaudrait à une a machine à ajouter deux » suivie 
d'une « machine à ajouter trois ». 

Une fois les enfanes rompus à Futilisation de ces « machines», 
il faut les encourager à rechercher des machines equivalentes, car cette 
recherchc ne les aidera pas seulement à apprendre et à se rappelcr les 
tablcs ; elle leur facilicera la compréhension ultérieure des íois d^sso- 
ciativité et de commutacivité de raddition. On pourra d'ailleurs leur 
faire chercher, aussi, quelle est la machine équivalant à une machine à 
ajouter suivie d'une machine à retirer, ou à une machine à retirer suivie 
d'une machine à ajouter. Par exemple, une machine à ajouter deux 
suivie d^ne machine à retirer trois va toujours êcre equivalente à une 
machine à retirer un. Mais, attcntion ! Cest assez difficile pour des 
enfants de cet áge, et il nc faut pas vouloir aller trop vice. 11 leur sera 
beaucoup plus facile de trouver Féquivalence de deux machines à addi- 
tionner consécutives, que de découvrir celle d'unc machine à addi- 
tionner suivie d'une machine à soustraire, ou vice-versa. 

Fig. 23 MACHINES ÉQUIVALENTES : UNE MACHINE FAIT LE 
TRAVAIL DE DEUX MACHINES 
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Parvenus à ce point, certains enfants voudront peut-être aller au 
delà de neuf. II faut les laisser faire, et même les y encourager, du 
moment que le concept de valeur de position ne vient pas syy surajou- 
ter. Ce que nous voulons dire par là, c^st que la notatlon numérale 
<*15 », par exemple, ne devra pas êcre considérée autrement que comme 
une notation abrégée du mot « quinze »>, et qu^l ne faudra pas surchar- 
ger Ia cervelíe des enfants en essayant de leur faire voir « quinze» 
comme étant <( une fois dix et cinq unités ». Cette découverte viendra, 
ainsi que d autres, plus tard, quand on étudiera les puissances. 
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■ ■ ■^itiétriluc 

1.25. Machines à cnsctnbles d'únscmbles, à disposmon Se 

Nous avons déjà vu quclques jeux dans lesqucls on. 
rcspondance tcrme à tcrmc entre des cnscmbles d'objcts ct .iettc ^ 
bles d'enscmbles d'objets. On pcut les jouer avec la P a r un ,> et 
trous1. Supposons qu'on invente une « machinc à six poU 

qu'on y introduise un nombre dc cinq unités. fiches, 
On disposera, à un bout dc la planchcttc, une colonne de ci j,ace 

de préfércncc un peu cspacces, mais d^ne manière r^Sudt:r^' CCj on 
dc chacunc de ces cinq fiches, mais en laissant égalemcnt un e verti- 
plantera une rangée dc six fiches. On a donc, d'abord, la c0^n

rnachine, 
cale, dc cinq fiches representant la donnéc introduite dans a ^.re^ en 
puis cinq rangées, horizontales, dc six fiches chacunc, c <;SC"a repre- 
définitive, un cnscmble de cinq cnsemblcs de six fiches chacu , 
sentam ie «produit» dc la machine. _ , nom. 

Car on peut, en cffct, considérer ce dispositif, au nivcau ^ ja 
bres, comme une machinc dans laquelle on introduit les fie ^ sort|r ^ 
prcmière colonne, et qui va « moudrc » cctte denree de base c,: * s ceE 
Ie nombre total de fiches dc toutes les rangées construites. ^ 
exemple particulicr, on a introduit le nombre <■ cinq » dans uia

iierlte 
chine à six pour un», et on retrouve à la sortie le nombre 11 

Fig. 24 MACHINES D'ENSEMBLES D'ENSEMBLES. EXERCICE 
COMPRENANT UN t PATRON i> 

entréo machino six 
pour un 

On compla Iaaúlâin*nl3 qui aortant do In machln«. 
Ce jeu se joue sur la planche à trous. 

D^illeurs, cinq et six sont peut-être un peu grands pour commencer. 
La maitresse trouvera sans doute qu'il vaut mieux commencer avec 
deux, trois ou quatre, le nombre total dc fiches dc Ia planchette etant 
alors plus facilc à compter. En tout cas, ces machines à o deux pour un d, 
«trois pour un » ou « quatre pour un » interessem énormément les 
enfants, car les nombres y croissent beaucoup plus rapidement que 
dans les machines à additionner. 

1. Laboratoire de mathématique O. C. D. L. 
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1,26. Machines à ensetnbles d^nsenibles, mais sans disposition géométrique 
(rnachines v à gonfler ») 

II s'agit du même gcnre de jeu, à la différence qu'!! ne se joue pas sur 
Ia planchcttc à trous ce que, par conscquent, il ne se présente pas sous 
un aspect géométrique. On revient aux machines du premier type, avec 
un enfant i rintroduetion des données, exécutant le même travail. La 
machine est ériquetée « dcux pour un iíj «trois pour un », et ainsi de 
suite. 

Fig, 25 MACHINES D^NSEMBLES D'ENSEMBLESj SANS 
« PATRON » 

entrée | sortie ] 

machine 
trois pour un 

w 

Supposons qu1!! s^gisse d'une machine à « deux pour un» et que 
Fenfant chargé de rintroduetion y mctte quatre unités quelconques. 
11 est indispensablCj tout au moins au début, de traiter séparément 
chaquc jeton introduit, car à ce point du développement Fopérateur n'a 
pas besoin encore de savoir combien font « deux fois quatre '>. Nous 
avons utiliséj avec succès, des billes en insistant pour que chaque billc 
soit introduite séparémentj et de lelle manière que tout le monde Ia 
voie biem, et Tentende bien, entrer (nous la faisions tomber dans un 
plat en metal). Copérateur de la machine prend la bille et met aussicôt 

1. A Paris, nous utilisons les éléments des réglettes emboitables O. C. D. L. 

113 
Enseuiblcs 8 



deux jetons dans le plateau de sortiej en s'arrangcanc, là encorej pour 
que tout le monde voie et entende bien ce qui se passe. On traite de 
mêmc la seconde bille, et ainsi de suitCj de sorte qu^ rentréc on entend 
d un d deux >), « trois », « quatre >> et à la sortie <■ un^ dcux », « trois, 
quatre », <> cinq, six », « sept, huitencore que cette marüère de comp- 
ter ne soit pas obligatoirc. Ainsij les enfants voicnt qu'avcc une machinc 
à <i deux pour un »3 à toute entrée de quatre corrcspond une sortie de 
huit. Avec ces machinesj on peut laisser dans Ia machinc les données 
introduiteSj et faíre sordr des jetons d^n autre modèlc, empruntés à 
un « foumisseur », afin que les enfants ne confondent pas cette opéra- 
tion avec une addition. 

Quelquefois, pour nous mcttre ü la portee des enfants, nous avons 
parlé ici de <> machines à gonfler «, car, cn cffet, on « goníle » ce qui est 
foumi à l'entrée et pour chaquc unité introduite on cn obtient deux, 
trois, quatre, etc., à la sortie. II est clair qu'on est cn train d'ouvrir la 
voie à la multiplication, mais cependant on ne multiplie pas cncore 
effectívement pour Tinstant. 

1.27. Machines à rétrécir 

Voilà Tinverse des machines à gonfler. Au licu de machines à c deux 
pour un », o trois pour un », etc., on a maintenant des machines à 
« un pour deux », c un pour trois », etc. Par exemple, avec une machine 
à o un pour deux » ou " machine à couper en deux », il est convenu que 
pour dcux jetons qui entrent dedans, il n^n sort qu'un, Nous avons 
appelé ces machines « machines à rétrécir » par opposition aux <i ma- 
chines à gonfler ». 

En jouant avec ces machines, les enfants peuvcnt tomber sur une 
difficulté analogue à cellc qui s^tait présentée pour la soustraction : 
la machine ne fonctionne pas toujours. 11 n'y a pas toujours un nombre 
entier de « deux », de <í trois » ou de o quatre o dans 1c nombre introduit. 
II est donc préférable, dans les débuts, de veiller à ce que cela ne se 
produise pas, afin que la machine à rétrécir fonctionne aussi simple- 
ment que la machine à gonfler. Si, par exemple, on jouc avec une 
machine à « un pour deux », il faut amener les enfants à n'y introduire 
que des nombres pairs de jetons ou de billes. Ils les introduiront deux 
par deux, et la sortie se fera un par un, Tout le monde entendra, côté 
entrée, « un, deux », « trois, quatre », « cinq, six », « sept, huit » et, 
côté sortie,«un »,« deux s, « trois », « quatre ». On continuera avec des 
nombres pairs jusqu'à ce que les enfants aient bien compris ce qui se 
passe, puis on décidera d'introduire, par exemple, « cinq ». On enten- 
dra ; «un, deux », «trois, quatre o et: « un i>, « deux » à la sortie, puis, 
du côté entrée « une bille que la machine rejettera parce que ce n^st 
pas un groupe de deux, et que la machine ne <■ traite » que v par deux ». 
Parvenus à ce point, la route conduisanc aux restes est toute tracée. 
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1.28. Machines fractiowiaires 

II est Ires probable que certains enfants voudront généraliser jusqu'à 
des machines de cc genre, en demandam : « Pourquoi on ne ferait pas 
une machine oü on mettrait trois, et qu'il n^n sortirait que deux? » 
et ainsi de suite. Laissez les faire : les idées qu'ils en tireront seront 
interessantes à exploiter par la suite (voir le manuel Fractions). 

1.29. Machines inverses 

II est évidcnt que quelqu'un demandera qu'est-ce qu'il faudrait 
commc macliine pour revenir au nombre introduit au début. Par 
exemple, si on a une introduetion de deux et une sortie de cinq, c'est 
qu^n a employé une machine à ajouter trois. Si, maintenant, on prend 
ce nombre de cinq comme donnée d'entrée, qucllc machine faut-il 
prendre pour retrouver, à la sortie, deux, qui était ia donnée d'origine? 
II ne faut pas longtemps aux enfants pour voir qu'il s'agit d'unc machine 
à soustraire, à retirer trois ». 

II ne faut pas beaucoup d^xemples de ce genre pour conduire les 
enfants à la géncralisation selon laquelle, quand on inverse Pentrée et 
la sortie, on crée une c machine inverse », la machine à soustraire étant 
Tinverse de la machine à additionner, et la « machine à rétrécir « Pin- 
verse de la « macltine à gonílcr o et inversement. II ne faut négliger 
aucune de ces relations, traiter chacune séparément, et les pratiquer 
assez longtemps, pour que Ia généralisation se fasse même chez les 
enfants les plus lents. 

Fig. 26 MACHINES »INVERSES » — MACHINES QUI NE FONT 
RIEN 

machinn A machine edddionner promiòra seconde A soustraire  'nl'é*  qualto   torlle   entréa quatra   sortie 

mochino machin onliéo deuxpour premièrti sortl seconde enlréo pour do 

Du moch ou machine a Qonflo J r i* ! r iv n r 

Bien entendu, on arrive, en avançant, à des machines combinées 
encore plus compliquées que celles qui ont été décrites jusqudei. Au 
licu d'avoir des machines doubles intéressant seulement raddition et la 
soustraction, on aura combine des machines à gonfler et des machines 
à rétrécir, ou encore des machines à additionner avec des machines à 
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gonfler ou à rétrécir. On aura pu aller jusqu,à cinq machines et les 
enfantSj si on les y encouragc, sont capables d'imagincr des machines 
assez compliquées cn véritél, 

Dès lors, on peut se poser le problcme de trouvcr les machines in- 
verses de ces machines combinées, Avec un pcu de pratique, les enfants 
découvriront que pour les réaliscr, il n'y a qu'ã remonter à 1'cnvcrs et 
inverser chaque machinc à son tour. Et cela leur scra d'autant plus 
facile qu'ils savent maintcnant que Tinvcrsc d'unc machine à addition- 
ner est une machine à soustraire, et Tinversc d'une machine à gonfler 
une machine à rétrécir, 

Prenons, par exemple, la machine à gonfler qu'cst une machine à 
fl trois pour un » - chaque fois qu'on y introduit un, il cn ressort trois, 
et si on y introduit deux, il en ressort six. Supposons qu'on veuille 
maintenant trouver Ia machine qui, si on y mct six, rend deux. II est 
clair qhil s'agic dhine machine à rétrécir à « un pour trois » ; si on y 
met d trois » puis « trois », cc qui fait « six », il en sort « un » puis « un o, 
ce qui fait « deux». On découvre ainsi que Pinvcrse de la macltine à 
<i trois pour un «est la machine à c un pour trois ». Par un chemine- 
ment assez semblable, les enfants découvriront que Pinverse d'une 
machine à «un pour trois » est une machine à « trois pour un », mais 
il ne faut pas s^maginer qu'il leur suffira d'avoir joué au jeu précédent 
pour faire cette nouvelle découvertc : ils auront besoin de Pexpérience 
même. Ils découvriront de même que Pinverse d'une machine à 
* deux pour trois o est une machinc à « trois pour deux », et ainsi de 
suite, 

Bientôt, les enfants découvriront que si on met bout à bout une paire 
de machines de cc genre, ellcs restituent, à la sortic, exactement ce 
qtPon y a mis à Pentrée. Par exemple, si on associe une machine à 
« trois pour un » à une machine à v un pour trois », et qu^n y intro- 
duise deux, il y apparait d'abord « six » dans le plateau intermédiaire. 
Ce premler produit de six est alors introduit dans la seconde partie de 
la machine, qui réduit de trois à un. Comme on y introduit « trois » 
et d trois «, il en ressort « un » et « un c'est-à-dire v deux », et on se 
retrouve avec ce qu'on avait mis à Pentrée. 

Cest íà la propriété générale des inversos - si on met bout à bout 
deux machines inverses, on obtient à la sortie exactement ce qu'on 
avait mis à Pentrée. Ces machines combinées sont des « machines 
neutres » ou, mieux encore, dans cette phase du développemcnt des 
concepts, des « machines à ne rien faire ». 

1,30. Encore des jeux état-opérateur 

En jouant tous ces jeux de machines, on joue des jeux <i état-opé- 
rateur » : on part d'un état d'entrée, la machine constitue Popérateur, 
et on obtient un étai de sortie qui est le nouvel état. 

], On traite de ces machines plus complexes dans «Arithmétique et 
Algèbre du nombre naturel». 
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On pcut, avcc la liunicre, jouer un jeu « état-opérateur » três simple. 
Les a états » de la classe sonc « éteint » et « allumc » et les opérateuis 
sont «appuic sur le bouton » ct nc touche pas au bouton o. Par 
exemple, supposons que Ia pièce est « éteinte ». On applique Topératcur 
« appuic sur 1c bouton » ct la pièce est « allumée ». On applique à nou- 
veau Fopérateur « appuie sur le bouton » et la pièce est « éteinte », 
Si on applique Popérateur « ne touchc pas au bouton i> (« ne fais rien o) 
la pièce demcure dans 1'état oü ellc se trouvait. Dans ce jeu, il n'y a que 
que deux opératcurs, « appuie » et «laisse », mais on peut construirc 
une chame d états et d'operatcurs, puis Fallonger ou la raccourcir 
comme il est explique dans le manuel (supposons, par exemple, qu'on 
ait deux lampes et un interrupteur pour chacune). 

On peut aussi jouer à tourner sur place; c'est assez simple. Un 
enfant se tient dcbout au milieu de la classe, et il peut faire face au 
tableau noir, à la porte, à la fenêtre et au fond de la classe, soit, en tout, 
quatre positions à angle droit, c'est-à-dirc quatre états. Quant aux 
operateurs, ils scront <1 à droite », « à gaúche », <i demi-tour o et « reste o. 
On peut d aillcurs y ajouter « un tour complet». Supposons qu'il soit, 
à 1 origine, face au tableau. Si on lui dit d à droite », il se retrouve face 
à la porte. Si on lui dit alors « demi-tour », il se retrouve face à la 
fenêtre et si on lui dit « à gaúche », il est face au fond. Un nouveau 
« demi-tour », et le voilà de nouveau face au tableau. Si on lui dit 
o reste »il será cncore face au tableau, ct ainsi de suite. 

Une fois que les enfants ont bien compris, on commence à jouer des 
d jeux de raccourcissement i>. Par exemple, s'íl est face au tableau et 
qu'on dise au sujet de tourner à droite, puis encore une fois à droite, 
il se retrouve face au fond. On peut raccourcir, ramasser ces deux mou- 
vements en un seul, équivalent, qui est celui de « demi-tour » (c'esí- 
à-dire « tourne-toi de Fautre côté i>). On peut de même condenser toute 
combinaison de mouvements et la ramener à un seul - ce qui est Fobjet 
des jeux de raccourcissement. On découvre ainsi que " tourne à gaú- 
che »+'' demi-tour » — v tourne à droite » ou que o tourne à droite o -|- 
" tourne à gaúche »=« reste », et ainsi de suite. Pourquoi ces jeux? 
Plus tard, 1 étude des mathematiques comportera des struetures de ce 
genre. 

II est indispensable de jouer à ces jeux de raccourcissement à partir 
de chacun des états différents, afin que les enfants découvrent, par 
exemple, que « tourne à droite »-}-« tourne à droite »=« demi-tour d 
quel que soit le point de depart, que ce soit face au tableau ou face à la 
porte. Deux rotations à angle droit succcssives équivalent à une rota- 
tion dans le sens opposé à celui auquel on fait face. Ces jeux provoquem 
des réflexions sans nombre dans Fesprit des enfants. 

On peut jouer un jeu semblable en inscrivant une série de lettres sur 
le sol - a, b, c, d, e, f, g, h, etc. On peut le faire en ligne, ou en cercle 
si on veut que les lettres reviennent sur elles-mêmes. On définit un sens 
de mouvement « en avant» et un autre « en arrière ». Le joueur se tient 
sur une lettre quelconque, et toujours tourné dans le même sens. II n'a 
pas le droit de faire demi-tour, II a seulement le droit de faire des pas en 
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avant ou dcs pas en arrière, chaquc mouvemcru d^nc lectrc à la SU1 

vante ou à la précédcnte comptant pour un pas. Supposons qu il part;e 

de la lettrc o A » ct qu^n lui disc o deux pas en avant! ■>. II aboutite 
« C o. Si on lui dit cnsuitc o un pas en arrière », il se retrouvc cn <' >■ 
On peut alors poscr la qucstion : « Commcnt aurait-il pu aller de " 'vj 
dont il étaic parti3 en « B «j oü il a abouti au bout de deux mouvcmcnts, 
cn un scul mouvemcnt? » La réponse cst, naturcllement ; En ^lsan 

un pas en avant ». On voit que ce jeu possèdc une structurc analogu 
à ceux d'addition et de soustracdon, Paddirion corrcspondant è dcs pas 
cn avant et la soustraction à des pas en arrière. , . 

On peut jouer un grand nombre de jeux scmblables, inventes 
possible par les cnfants3 jusqu'à ce que les notions abstraites d etat e 
d'opcrateur soient bien installèes dans 1'esprit dcs enfants. Mais si o 
ne prend que des operateurs arithmétiqucSí les enfants trouveron 
beaucoup plus difficile, plus tard dans leur carriere scolaire, dc corJ} 
prendre les operateurs non-arithmctiques qu'i!s auront 1 occasion e 
rcncontrer. 

1.31. Jeux de commuíativité 

Revenons maintenant aux <' machincs <■ pour les quelques jeux qui 
vont suivre. ... 

On sait qu'on peut mettre bout à bout une machine à ajouter trois 
ct une machine à ajouter quatre, comme précédcmment. Les en ants 
ont compriSj dans 1'intervallc, que ces deux machincs équivalent a une 
ii machine à ajouter sept mais cela ne veut pas necessairement dirc 
qu'ils ont saisi que la commutativité s'appliquait. Ce qu il faut que es 
enfants comprennent, c^st que si on met une machine à ajouter trois 
après une machine à ajouter quatre) on obtient le même résultat qu en 
mettant une machine à ajouter quatre après une machine à ajouter trois. 
Le résultat est le mcmcj quel que soit 1'ordre des deux machincs. 

De même, une machine à « soustraire trois » suivie d une machine 
à « soustraire quatre» dorme le même résultat qu'une machine < 
<i soustraire quatre » suivie d'une machine à « soustraire trois ». De 
même encore, une machine <> à ajouter trois n suivie d'une machine à 
«rctrancher quatre» donnera le même résultat qu'une machine à 
« retrancher quatre o suivie d'une machine à « ajouter trois '>. 

Bien entendu, il faut d'abord faire jouer ces jeux aux enfants sous 
forme concrète, cn leur faisant tenir à chacun un rôle, avant d'intro- 
duire la forme symbolique. On prendra donc, comme d habitude, 
un enfant chargé de 1'cntrée, un enfant opératcur, un enfant chargé 
de la sortie intermédiaire, un autre enfant chargé de la secondc entree, 
un second opérateur et un enfant chargé de Ia seconde sortie. II s'cst 
révélé commode, à I'expérience, de • montrer » cote à cote les deux 
groupes de deux machincs, le premier groupe comportant une « ma- 
chine à ajouter trois » suivie d'une v machine à retirer quatre » et le 
second groupe rinverse^ c^st-à-dire une machine à recirer quatre suivie 
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Fig. 27 COMMUTATIVITÉ 

machmo A 
addillonnar 
lroi« 

pramlfer* 
•ortia sccond» •ntrA» 

machino h 
Addiliúnnor quatr* 

Jeu à dcux machines joué par le prcmitir groupc. 

machina A addltlonner quatra 
prcmiòra sorlia aecondo machin» A ■ddltionnar 

Jcu à dcux machines jouO: par le second groupc. 

Dans chaquc cas Tentrée scra Sa mcmc et ía sortie sera comparée. On 
essayera d'aui;res combinaisons similaircSj y compris dcs machines â 
« gonfier 9 et à « dágonfler d. 

d^ne machinc à ajoutcr trois. Les dcux enfants chargés de Tintroduc- 
tion initiale conviennent d^ntroduirc, chaque fois, le même nombre de 
jetons ; tous les enfants suivent le déroulcment dcs opérations, et on 
constate que le résultat est 1c même à Ia fin sur les deux machines. 

On peut étendre ce jeu à toutes les autres machines utilisées jus- 
qu'ici, pour permcttre aux enfants de voir 1c résultat de toutes les com- 
binaisons possibles. Si I'on songe à toutes les combinaisons qui, pré- 
cisément, sont possibles, et à la possibilite qu'il y a, chaquc fois, de 
jouer d'abord avec des matériaux concrcts, puis à chacune dcs étapes 
de la symbolisation, on voit qu'on ne manquera pas de ressources. 

N'oublions pas, à ce stade, que lorsqu'on associe une machine 
avec son inverse, on obtient une « machine ncutre » ou « machine à ne 
rien faire ». II se peut que certains enfants souhaitcnt associer une de 
ces « machines à ne rien faire » à une antre machine, ou à une combi- 
naison d'autres machines, et découvrent que c^st sans cffet, le résultat 
final demeurant le même que si on n'avait rien associé du rout. Cepen- 
dant, ce qufil faut surtout, là comme ailleurs, c'est se borner à les cn- 
courager à essayer eux-mêmes, plutôt que de le leur dire, car ce qui 
compte essentiellement, c'est que 1'enfant fasse ses découvertes lui- 
même. 

1.32. Comnnitaiivité de trois opérations 

Poursuivons avec nos maclúnes. On peut - les enfants Pont sans 
doute déjà découvert - associer bout à bout plus de deux machines. 
Supposons que nous en ayons trois i <( ajouter trois « ajouter quatre " 
et « ajouter cinq ». Répartissons les enfants en groupes et essayons 
d'assembler ces trois machines de toutes les manières possibles, à 
condition que le résultat soit toujours une association de trois machines. 
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Le premier groupe pcut former une combinaison « ajoutcr trois 
« ajouter quatre >t, « ajouter cinq >>, le sccond groupe une combinaison 
<i ajouter cinq », « ajouter quatre », « ajouter trois », et ainsi dc suite. 
Les enfants ne manqueront pas d^tre frappcs du nombre de manières 
dont on peut faire des séries dc trois éléments. (II y a cn fait six 
manières différentes.) 

Puis on decide., en commun, dc Ia quantité qu'on va introduirc, et 
qui sera Ia même pour toutes les machines. On jouCj et chaque groupe 
garde sccret le résuítat jusqu'à ce que tout le monde ait fini. Puis on 
compare les résultats, et les enfants ont la surprise de voir que c'est 
partout le même. On recommencc plusieurs fois, jusqu5à ce que les 
enfants soient bien convaincus que c'cst toujours Ic même résuítat sur 
toutes les machines. 

Fig. 28 COMMUTATIVITÉ (suite) 

Jeu à troís machines, jouc par Ic premier groupe ; 

entrée 
machine à 
additionner 
trois 

premiere 
sortio 

seconde 
eníréo 

macfiine à 
additionner seconde 
quatre sortio 

troisième 
entrée 

machine à 
additionner 
cinq sortie 

Jeu à trois machines joué par le sccond groupe : 

entrée 
machine à 
additionner 
cinq  

troisième 
entrée 

première 
sortie 

seconde 
entrée 

machine à 
aoditionner seconde 
trois sortie 

machine à 
additionner 
quatre sortie 

-1 I 

D'autres groupes appliqueront un ordre différent, mais chaque groupe 
prenant toujours la même valeur à 1'entrée et notant le résuítat à Ia sortie. 
Ensuice on échangera ces machines à additionner contre des machines 
â « gonfler » et à « rétrécir ■), 

On peut maintenant étendre le jeu aux « machines à gonfler » et aux 
«machines à rétrécir », combinées entre elles ou avec diverses autres 
combinaisons, Dans tous les cas, on compare les résultats à la sortie. 

120 



Ces constatations faites s'appliqucnt-clles à toutes les combinaisons 
des quatre sortes de machines - addition, soustraction, gonííagc et 
rétrécisscmcnt ? Dcmcurent-elícs valables si on mct bout-à-bout plus 
de trois machines ? Qu^n cst-i! quand on combine les divers types de 
machines dans des ordres différcnts ? Les découvcrtcs faites ít partir de 
ces jeux contribucnt à fairc comprendrc la commutaCivitc et con- 
duiront à une ótape ultcricure à Ia comprchcnsion de la distributivité. 

1.33. Jeux d'associativité 

Supposons qu'on air une machinc o à ajouter dcux » suivie d'unc 
machine « à ajouter trois », elle-mômc suivie d'unc machinc « à ajouter 
cinq ». On peut demander aux enfants de raccourcir cette chainc de 
machines de dcux maniòres ; 

(1) remplacer d'abord les dcux premièrcs machines par une ma- 
chine equivalente, puis remplacer par une seule machine la 
séqucnce formee par cette machinc combincc et la troisièmc. 
Noter la caractéristique de cette machinc unique. 

(2) remplacer la seconde et la troisième machine par une machine 
unique équivalcnte, puis associer la première machine à cette 
machine combincc et en tirer une machinc unique. 

La premi&re maniòre de proceder va donner une machine « à ajouter 
5 d suivie d'une machine « à ajouter 5 », et donner finalement une 
machine à ajouter 10 >^. La scconde manière va donner une machine 
« à ajouter 2 » suivie d'une machine « à ajouter 8 », donc, là encore, une 
machine «à ajouter 10 », Lc fait que Ton ait obtenu le mêmc résultat 
est la conséqucnce de Tassociativité des opérateurs. On verra que les 
machines à additionner et les machines à soustraire peuvcnt être 
groupées et regroupées de toutes les manières possibles : lc résultat 
final est toujours le même. II n'y a absence d'associativité que si, en 
même temps que les opérateurs, on considère aussi les états. Prenons 
un exemple. 

État 12, soustraire 5, état 7, soustraire 2, état 5 se note : (l2-5)-2 
cequi est différent de 12-(5-2), car, ici, Popérateur c'est 3 (5-2)= 3, 
de sorte que Fétat résultant será 9, et non 5. 

La difference, c est que 12-5 est une soustraction, et non une com- 
binaison d'opérateurs de soustraction. Si on combinait des opérateurs 
de soustraction, tels que « soustraire 3 », puis « soustraire 5 «, puis 
<i soustraire 2 », quelle que soit Ia manière de grouper ces opérations, 
on aurait toujours affaire, en définitive, à une opération resultante de 
«soustraire 10 d. 
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